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Gewichtsmaximales Matching — Algorithmus

Gegeben: planarer Graph G = (V, E), Gewichtsfunktion w: E — R
Gesucht: Matching M C E mit w(M) maximal

Verwende wieder Planar Separator:

1. @& |stn:=|V(G)| <5, finde optimales Matching durch Brute-Force. ............................ o)
2. ®m Andernfalls finde %—balancierten Separator Smit [S| = OWn). ..o O(n)
@ Berechne optimale Matchings auf allen Komponentenvon G’ :=G-S. ............. o?)
® Sei M’ die Vereinigung dieser optimalen Matchings. (Beobachte: M’ ist optimal fir G’.)
3. ® Solange S # 0:
® Wahlev e S.
®  Finde alternierenden Weg P in G’ + v mit Endpunkt v mit w(P — M’) — w(P n M”) maximal. .O(n - |S|)
® Falls P erhéhend, ersetze M’ durch M’ AP.
. Erootzo & durch G+ v g s
) Zerkleiner
Separator
Korrektheit?  Laufzeit? T —
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Korrektheit des Algorithmus A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 1.
. . Lemma 2.
Sei G = (V, E) mit Gewichtsfunktion w, v € V,

. : ) . Sei weiterhin $, die Menge aller erhéhenden
M ein gewichtsmaximales Matching in G — v. . .
Dann sind Aquivalent: Pfade mit Endpunkt v, P € $,, sowie

9 ’ M’ := MAP. Dann sind &quivalent:

® M ist gewichtsmaximal in G.

® Es gibt keinen erh6henden Weg mit ' ' .
[ _ _
Endpunkt v. w(P — M) — w(P N M) ist maximal in P, .

® /" ist gewichtsmaximal in G.

Beobachtung:

® Daraus folgt direkt die Korrektheit des Algorithmus.
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Beweis Lemma 1

Sei M ein gewichtsmaximales Matching in G — v. Dann sind aquivalent:
®  ist gewichtsmaximal in G.
® Es gibt keinen erh6henden Weg mit Endpunkt v.

Beweis: ‘=" /
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Beweis Lemma 1

Sei M ein gewichtsmaximales Matching in G — v. Dann sind aquivalent:
®  ist gewichtsmaximal in G.
® Es gibt keinen erh6henden Weg mit Endpunkt v.

Beweis: “<” Wir benutzen Kontraposition:
® Sei M nicht gewichtsmaximal.
® Also gibt es Matching M* mit w(M*) > w(M).
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AIT

Beweis Lemma 1

Sei M ein gewichtsmaximales Matching in G — v. Dann sind aquivalent:
®  ist gewichtsmaximal in G.
® Es gibt keinen erh6henden Weg mit Endpunkt v.

Beweis: “<” Wir benutzen Kontraposition:

Sei M nicht gewichtsmaximal.

Also gibt es Matching M* mit w(M*) > w(M).

Betrachte Pfade und Kreise P, ..., P;in MAM*.

Es gibt P mit w(M* N F;) > w(M N P)).

Waére v ¢ P;, dann wére F; bereits erhdhend in G — v. X
Also liegt v auf P;. M M* MAM?

Da v ¢ M, ist v ein Endpunkt von P;. v
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Beweis Lemma 2 A“(IT

Sei M gewichtsmax. Matching auf G — v, P, die Menge aller erhéhenden
Pfade mit Endpunkt v, P € P, sowie M’ := MaP. Dann sind aquivalent:

® /" ist gewichtsmaximal in G.
& w(P - M)- w(Pn M)ist maximal unter allen P € P,.

Beweis: ‘=" V/
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Beweis Lemma 2 A“(IT

Sei M gewichtsmax. Matching auf G — v, P, die Menge aller erhéhenden
Pfade mit Endpunkt v, P € P, sowie M’ := MaP. Dann sind aquivalent:

® /" ist gewichtsmaximal in G.
& w(P - M)- w(Pn M)ist maximal unter allen P € P,.

Beweis: “<” Wir benutzen wieder Kontraposition:

® Sei nicht M’ sondern M* gewichtsmaximal in G.
® Es gibt einen erhéhenden Pfad P in MAM* mit

® v als Endpunkt (also P € #,) und
a w(M*)—w(M)=w(P— M)—-w(P; N M).

® Da w(M*) — w(M) > w(M") — w(M), war P nicht maximal. v/
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AKIT

Gewichtsmaximales Matching — Algorithmus

Gegeben: planarer Graph G = (V, E), Gewichtsfunktion w: E — R
Gesucht: Matching M C E mit w(M) maximal

Verwende wieder Planar Separator:

1. @& |stn:=|V(G)| <5, finde optimales Matching durch Brute-Force. ............................ o)
2. ®m Andernfalls finde %—balancierten Separator Smit [S| = OWn). ..o O(n)
@ Berechne optimale Matchings auf allen Komponentenvon G’ :=G-S. ............. o?)
® Sei M’ die Vereinigung dieser optimalen Matchings. (Beobachte: M’ ist optimal fir G’.)
3. ® Solange S # 0:
® Wahlev e S.
®  Finde alternierenden Weg P in G’ + v mit Endpunkt v mit w(P — M’) — w(P n M”) maximal. .O(n - |S|)
® Falls P erhéhend, ersetze M’ durch M’ AP.
® | 6sche vaus S.
® FErsetze G’ durch G’ + v. I pﬁ' T

Korrektheit v/
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A(IT

Laufzeit des Algorithmus

Ein gewichtsmax. Matching eines planaren Graphen mit n Knoten kann in O(ng) berechnet werden.
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Laufzeit des Algorithmus

Satz.

A(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ein gewichtsmax. Matching eines planaren Graphen mit n Knoten kann in O(ng) berechnet werden.

Wir finden 2-balancierten Separator S in
[+ n Schritten.

® Dabeiist |S| € O(Vn).
& Wir finden |S| erhdhende Wege in

714

|S| - O(n) <y - né Schritten.
Sei T(n) die worst-case Gesamt-
laufzeit flr Instanzen mit n Knoten.

T(n) < T(n)+ T(n)+f-n+y- ns

mitn > ny + o und In < ny,mp < 3n.
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Laufzeit des Algorithmus A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ein gewichtsmax. Matching eines planaren Graphen mit n Knoten kann in O(n%) berechnet werden.

& Wir finden %-balancierten Separator Sin ® Ansatz: T(n) < c- n fir eine Konstante ¢
[ - n Schritten.

® Dabeiist |S| € O(Vn).
® Wir finden |S| erhdhende Wege in
3
|S| - O(n) < y - n2 Schritten.

® Sei T(n) die worst-case Gesamt-
laufzeit flr Instanzen mit n Knoten.

= T(n) < T(m)+ T(n2)+/5-n+y-n%

@ Sei x = . Dann genligt es zu zeigen, dass
n

nlw

3 3, 3 3
c-n2zc-m2+c-(n—m)2+[-n2+y-n2

(c-(x%+(1—x)g)+/3-|ry)-ng

mitn > ny + o und In < ny,mp < 3n.
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AIT

Laufzeit des Algorithmus

Ein gewichtsmax. Matching eines planaren Graphen mit n Knoten kann in O(n%) berechnet werden.

a Wir finden %-balancierten Separator Sin ® Ansatz: T(n) < c- ns fir eine Konstante ¢
[} - n Schritten. -

Dabei ist |S| € O(+/n).
& Wir finden |S| erhdhende Wege in . . s
|S| - O(n) <y - né Schritten. (c 2+ (1 =-x2)+ [+ y) - n?
® Sei T(n) die worst-case Gesamt- ® Daj<x<? folgt x2 + (1 — x)? < 2.
laufzeit flr Instanzen mit n Knoten.
=S T <TMm)+T()+f -n+y- ns

Sei x = ”—n‘ Dann genlgt es zu zeigen, dass

njw

3 3, 3 3
c-n2zc-m2+c-(n—m)2+[-n2+y-n2

nlw
Nl

. 3
Alsoistbeiuns c-m2 +c-(n—-n)2z < ¢-c-nz.
mitn > ny + o und In < ny,mp < 3n.
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AIT

Laufzeit des Algorithmus

Ein gewichtsmax. Matching eines planaren Graphen mit n Knoten kann in O(n%) berechnet werden.

a Wir finden %-balancierten Separator Sin ® Ansatz: T(n) < c- ns fir eine Konstante ¢
[ - n Schritten.

® Dabeiist |S| € O(Vn).

& Wir finden |S| erhdhende Wege in . . s
|S| - O(n) <y - né Schritten. (c 2+ (1 =-x2)+ [+ y) - n?

® Sei T(n) die worst-case Gesamt- ® Daj<x<? folgt x2 + (1 — x)? < 2.
laufzeit flr Instanzen mit n Knoten.

@ Sei x = . Dann genligt es zu zeigen, dass
n

njw

3 3, 3 3
c-n2zc-m2+c-(n—m)2+[-n2+y-n2

. . 3 3 4 3
. ® Alsoistbeiunsc-niz+c-(n—-ny)2 < z-c-n2.
= TN < T()+T(n)+f-n+y-nz = Wahle also ¢ groB genug so dass
mitn > ny + o und In < ny,mp < 3n. cxdt-ctf+y, alsoc=5(f+y)/
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Mixed-Max-Cut

Definition.

Ein Schnitt in G = (V, E) ist eine Kantenmenge C C E, die von

einer Knotenmenge A C V folgendermaf3en induziert wird:
C={uveE: |An{u v} =1}

Menge C enthalt also genau die Kanten, die genau einen

Endpunkt in A haben.
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Mixed-Max-Cut

Ein Schnitt in G = (V, E) ist eine Kantenmenge C C E, die von

einer Knotenmenge A € V folgendermaBen induziert wird:
C={uveE: |An{u v} =1}

Menge C enthalt also genau die Kanten, die genau einen

Endpunkt in A haben.

Problem MIXED-MAX-CUT.

® Gegeben:
® Graph G = (V, E),
® Gewichtsfunktion w: E — R.
& Gesucht:
& Schnitt C € E mit w(C) = Y zcc w(e) maximal und C # 0.

8/14  02.05.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen fir Planare Graphen
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Spezialfalle:

& MAX-CUT
Wenn w(e) >0 VeeE.

Allgemein N'P-schwer.

& MIN-CuT
Wenn w(e) <0 Vee E.

Allgemein in P.

Institut fir Theoretische Informatik



Mixed-Max-Cut — Schritt 1 und 2 Q(IT
Go

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis:
Wir geben einen Algorithmus fiir Gg = (V, Eg) und w: Ey — R:
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Mixed-Max-Cut — Schritt 1 und 2
MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis:
Wir geben einen Algorithmus fiir Gg = (V, Eg) und w: Ey — R:

1. Trianguliere Gy zu G = (V, E).
® Definiere w(e) = 0 flr jede Kante e € E \ Ey.
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Mixed-Max-Cut — Schritt 1 und 2 ﬂ(IT

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.
Beweis:
Wir geben einen Algorithmus fiir Gy = (V, Eg) und w: Eg — R:

1. Trianguliere Gy zu G = (V, E).

® Definiere w(e) = 0 flr jede Kante e € E \ Ey.

Beobachtung:
Far Schnitt Cin Gund Cy = C N Ep in Gy sind aquivalent:

® A C Vinduziert Cy C Eg in Gp.

® AC Vinduziert C C Ein G.
Es gilt w(Co) = w(C).
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Mixed-Max-Cut — Schritt 1 und 2

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis:
Wir geben einen Algorithmus fiir Gy = (V, Eg) und w: Eg — R:
2. Betrachte Dualgraph G* = (F, E*) von G = (V, E).
® Setze w(e*) = w(e) flralle e € E.
® G ist 3-regular.

® Fir jede Kantenmenge C* C E* hat jeder Dualknoten 0, 1, 2
oder 3 inzidente Kanten in C*.
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AIT

Mixed-Max-Cut — Schritt 1 und 2

/]G
\ D

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis:

2. Betrachte Dualgraph G" = (F, E*) von G = (V, E).
@ Setze w(e*) = w(e) furalle e € E.
& G ist 3-regulér.
® Fir jede Kantenmenge C* C E* hat jeder Dualknoten 0, 1, 2
oder 3 inzidente Kanten in C".
® Wenn C C E ein Schnitt ist, ist C* € E* speziell:

Eine Kantenmenge X C E* hei3t gerade, wenn jeder Knoten zu
gerade vielen Kanten in X inzident ist.
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AIT

C Schnitt < C* gerade Menge
Lemma.
Sei G = (V, E) trianguliert, G* zu G dual. Dann sind aquivalent: C
® (C C E ist Schnitt.
® (" C E*ist eine gerade Kantenmenge.
AuBerdem ist w(C) = w(C").

Q

Beweis:

10/14 02.05.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen fir Planare Graphen Institut fir Theoretische Informatik



C Schnitt <~ C* gerade Menge

Lemma.

Sei G = (V, E) trianguliert, G* zu G dual. Dann sind aquivalent:

® (C C Eist Schnitt.
® (" C E*ist eine gerade Kantenmenge.

AuBerdem ist w(C) = w(C").

Beweis:

“=” Sei C C E Schnittin Ginduziertvon AC V.
® Sei € V(G")und e}, e, e, seine drei inzidenten Kanten.
® Betrachte das zu 7 zugehériges Dreieck vy, vo, v3 in G.

® st |[ANn{vi, v, v3}| =0,3, dann|C N{el, e, e} =0
® st |[An{vi, e, v3}| =1,2, dann|C N{el, e e} =2

® Alsoist C" gerade. v/
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C Schnitt & C* gerade Menge

Lemma.

Sei G = (V, E) trianguliert, G* zu G dual. Dann sind aquivalent:
® (C C Eist Schnitt.
® (" C E*ist eine gerade Kantenmenge.

AuBerdem ist w(C) = w(C").

Beweis:

“

<" Sei C* C E* eine gerade Kantenmenge in G.
® Dann hat jeder Dualknoten 0 oder 2 inzidente Kanten in C”.
® Als Teilgraph ist C* disjunkte Vereinigung von Kreisen und
isolierten Punkten Cy, . . ., Ck.
@ SeiA={ve V|veint(C) fir ungerade viele i}.

10/14 02.05.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen fiir Planare Graphen
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\Q(IT

C Schnitt <~ C* gerade Menge . e i o
Lemma.
Sei G = (V, E) trianguliert, G* zu G dual. Dann sind aquivalent: o
® (C C Eist Schnitt.
® (" C E*ist eine gerade Kantenmenge.
AuBerdem ist w(C) = w(C").

Beweis:

® Sei A={ve V|veint(C) fir ungerade viele i}. Dann gilt
e€ Eistin C (dual zu C")

e e’

e" e C;fireini e [k].

Endpunkte von e liegen auf verschiedenen Seiten von C;.
Genau einer der Endpunkte von e ist in A.

® Alsoist C ein Schnitt. v

tgee
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Mixed-Max-Cut — Schritt 3 A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

(s D

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis:

Wir suchen jetzt also eine gewichtsmaximale gerade
Kantenmenge C* in G*.

Das heif3t, jeder Knoten hat Grad 0 oder 2 in C".
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Mixed-Max-Cut — Schritt 3

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [&sbar.

Beweis:

3. Modifiziere G* = (F,E*) zu G’ = (V', E’).
® G’ wird folgendermafen aus G* konstruiert.
® Fir jeden Knoten 7 € F und seine drei inzidenten Kanten
e}, €5, €;:
® | dsche f und flge drei neue Knoten fy. >, f3 hinzu.
® Lgsche urspriingliche Kante e; = uf und fige uf; ein.
Diese Uibernehmen das Gewicht der e,’f.
®  Flige auBerdem flr jedes Paar f;7; eine Kante ein (i # j).
Diese Kanten bekommen Gewicht 0.

® G ist wieder planar und 3-regular.
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C* gerade Menge < C’ 2-Faktor A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition.

Sei k € N eine Zahl. Eine Kantenmenge X C E
hei3t k-Faktor, wenn jeder Knoten zu genau k
Kanten in X inzident ist.

® 1-Faktoren heiBen auch perfekte
Matchings.
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C* gerade Menge «— C’ 2-Faktor A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Deinton.

Sei k € N eine Zahl. Eine Kantenmenge X C E ® Fir jede gerade Menge C* C E* existiert
heiBt k-Faktor, wenn jeder Knoten zu genau k ein 2-Faktor C' C E'mit C'N E* = C".
Kanten in X inzident ist. ® Fiir jeden 2-Faktor C’ C E’ ist
® 1-Faktoren hei3en auch perfekte C* = C' N E* eine gerade Menge.
Matchings. ® Esgilt w(C') = w(C").
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C* gerade Menge «— C’ 2-Faktor A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Deinton.

Sei k € N eine Zahl. Eine Kantenmenge X C E ® Fir jede gerade Menge C* C E* existiert
heiBt k-Faktor, wenn jeder Knoten zu genau k ein 2-Faktor C' C E'mit C'N E* = C".
Kanten in X inzident ist. ® Fiir jeden 2-Faktor C’ C E’ ist
® 1-Faktoren hei3en auch perfekte C* = C' N E* eine gerade Menge.
Matchings. ® Esgilt w(C') = w(C").
Beweis:

1. Fall f € F hat zwei inzidente Kanten in C*:

%H/\;E\
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C* gerade Menge «— C’ 2-Faktor A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition. Lemma.
Sei k € N eine Zahl. Eine Kantenmenge X C E ® Fir jede gerade Menge C* C E* existiert
heiBt k-Faktor, wenn jeder Knoten zu genau k ein 2-Faktor C' C E'mit C'N E* = C".
Kanten in X inzident ist. ® Fiir jeden 2-Faktor C’ C E’ ist

® 1-Faktoren hei3en auch perfekte C* = C’' n E* eine gerade Menge.

Matchings. ® Esgilt w(C') = w(C).

Beweis:
1. Fall f € F hat zwei inzidente Kanten in C": 2. Fall f € F hat keine inzidente Kante in C":

c* \¢ o \¢
>\ - y /\:\ o Vil
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A(IT

M ixed - MaX'C ut - sc h ri tt 4 Karlsruher Institut fur Technologie

\

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis: /j 7~
Wir suchen jetzt also einen gewichtsmaximalen 2-Faktor C’ in G’. ol
Jeder Knoten soll also genau 2 inzidente Kanten in C’” haben. \D
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Mixed-Max-Cut — Schritt 4

MIXED-MAX-CUT ist auf planaren Graphen polynomiell [6sbar.

Beweis:
Wir suchen jetzt also einen gewichtsmaximalen 2-Faktor C’ in G’.
Jeder Knoten soll also genau 2 inzidente Kanten in C’” haben.

4. Betrachte 1-Faktoren (perfekte Matchings) statt 2-Faktoren.
® Da G’ 3-reguldr ist, ist das Komplement eines 2-Faktors C’ in
G’ ein perfektes Matching M.

M=E-C

@ Der 2-Faktor C’ ist gewichtsmaximal genau dann, wenn das
komplementare perfekte Matching M gewichtsminimal ist.

w(M) = w(E") — w(C’)

13/14 02.05.2022 Torsten Ueckerdt: Algorithmen fiir Planare Graphen
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Mixed-Max-Cut — Uberblick ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eingabe: Gy = (V, Eg) planar. Ausgabe: Cy = C N Ey Mixed-Max-Cut in Gy.
] 7
Trianguliere zu G = (V, E). C = (C")* Mixed-Max-Cut in G.
2. 7
Dualisiere zu G* = (F, E¥). C* = C’' N E* gew.max. gerade Menge in G*
3 7
Modifiziere zu G’ = (V’, E"). C’ = E’ — M gew.max. 2-Faktor in G’
AN /

Berechne ein gewichtsminimales perfektes Matching M in G’.
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Mixed-Max-Cut — Uberblick ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eingabe: Gy = (V, Eg) planar. Ausgabe: Cy = C N Ey Mixed-Max-Cut in Gy.
] 7
Trianguliere zu G = (V, E). C = (C")* Mixed-Max-Cut in G.
2. 7
Dualisiere zu G* = (F, E¥). C* = C’' N E* gew.max. gerade Menge in G*
3 7
Modifiziere zu G’ = (V’, E"). C’ = E’ — M gew.max. 2-Faktor in G’
AN /

Berechne ein gewichtsminimales perfektes Matching M in G’.

Wie berechnen wir M? (Existenz?)
Warum ist das korrekt?

Warum ist Cy # 0?

Was ist die Laufzeit?
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— In der nachsten Vorlesung!
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