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Kantenkontraktionen und Minoren o o oy

Definition
Sei G = (V, E) ein Graph, e = uv € E. Der Graph G/e = (V’, E’) ist
der Graph der durch Kontrahieren der Kante e entsteht, genauer: 0

@ V' =V-{uyv}+{w}
@ F'=FE(G-u-v)U{wa| au € E oder av € E} (\
Diesen Prozess nennt man auch Kantenkontraktion.

Bemerkung: Dabei kdnnen Multikanten und Schlaufen entstehen!
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Kantenkontraktionen und Minoren

Definition. G

Sei G = (V, E) ein Graph, e = uv € E. Der Graph G/e = (V’, E’) ist
der Graph der durch Kontrahieren der Kante e entsteht, genauer: U

@ V' =V-{uyv}+{w}

@ F'=FE(G-u-v)U{wa| au € E oder av € E} k'
Diesen Prozess nennt man auch Kantenkontraktion.

Bemerkung: Dabei kdnnen Multikanten und Schlaufen entstehen! <I>H.
Definition. G

Ein Graph H ist Minor von G wenn H aus G durch eine Folge von
Kantenkontraktionen entsteht, also H = ((G/e1)/ez - - - )/ ex.
Wir sagen dann auch (Achtung!): G ist ein H-Minor.

Merke: H ist immer der kleinere Graph, G der GréBere.
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Kantenkontraktionen und Minoren

Beobachtung: G planar = G/e planar. G
Also: G enthélt Ks- oder K3 3-Minor = G nicht planar.
' Gle
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AIT

Kantenkontraktionen und Minoren

Beobachtung: G planar = G/e planar. G
Also: G enthélt Ks- oder K3 3-Minor = G nicht planar.
Satz (Wagner, 1937). S GJe

G planar & G enthélt keinen Ks- oder K3 g-Minor.
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Kantenkontraktionen und Minoren

Beobachtung: G planar = G/e planar. G
Also: G enthélt Ks- oder K3 3-Minor = G nicht planar.
Satz (Wagner, 1937). — v GJe

G planar & G enthélt keinen Ks- oder K3 g-Minor.

Lemma.
G enthalt H-Unterteilung = G enthalt H-Minor.

Beweisskizze: Kontrahiere durch Unterteilung entstandene
Knoten zu urspriinglich adjazenten Knoten.

@ﬁ
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Kantenkontraktionen und Minoren

Beobachtung: G planar = G/e planar. G
Also: G enthélt Ks- oder K3 3-Minor = G nicht planar.

Satz (Wagner, 1937). —Vv Ge

G planar & G enthélt keinen Ks- oder K3 g-Minor.

Lemma.
G enthalt H-Unterteilung = G enthalt H-Minor.

Beweisskizze: Kontrahiere durch Unterteilung entstandene
Knoten zu urspriinglich adjazenten Knoten.

N
—
Petersen-Graph enthélt einen
Ks-Minor.

G G
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Wagner und Kuratowski

Es sind also aquivalent:

(1) G ist nicht planar
(2) G enthalt Ks- oder K3 3-Minor
(3) G enthalt K5- oder K3 3-Unterteilung

(3) = (2) = (1) haben wir schon.
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(1) © (2) Satz von Wagner
(1) © (8) Satz von Kuratowski

(1) = (2) = (3) massen wir noch beweisen.
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Es sind also aquivalent:

(1) G ist nicht planar

(2) G enthalt Ks- oder K3 3-Minor

(3) G enthalt K5- oder K3 3-Unterteilung

(1) © (2) Satz von Wagner
(1) © (8) Satz von Kuratowski

(3) = (2) = (1) haben wir schon. (1) = (2) = (3) massen wir noch beweisen.
Wir beginnen mit (1) = (2):

Im Folgenden sei G ein nicht-planarer Graph. O.B.d.A. sei G sogar minimal nicht-planar, d.h.
® G - vist planar firr jeden Knoten v € V.
® G- eistplanar fir jede Kante e € E.
® G/eist planar fur jede Kante e € E.
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Beweis von Wagner

:
Sei G minimal nicht-planar, xy € E(G). K @
Dannist G — x — y ein Kreis. Y
T
Kss: E
Y D
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Beweis von Wagner

Sei G minimal nicht-planar, xy € E(G). K
Dannist G — x — y ein Kreis.
Beweis:

® Da G minimal nicht-planar ist, K3 3:

® st G zusammenhangend.
® st deg(v) > 3 fir jeden Knoten v € V(G).
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deg(v) =0 deg(v) =1
. L
G — v nicht-planar
d =2
cg(v) = /

G

G/ e nicht-planar
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Beweis von Wagner

Sei G minimal nicht-planar, xy € E(G). K
Dannist G — x — y ein Kreis.
Beweis:

® Da G minimal nicht-planar ist, K3 3:

® st G zusammenhangend.
® st deg(v) > 3 fir jeden Knoten v € V(G).

Behauptung 1.

G — x — y enthalt kein ©
(Theta).

8

<

8

<
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AIT

deg(v) =0 deg(v) =1
. L
G — v nicht-planar
d =2
cg(v) = /

G

G/ e nicht-planar

Theta-Graphen sind Unterteilungen des Graphen
mit zwei Knoten und drei parallelen Kanten.
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Beweis von Wagner

Sei G minimal nicht-planar, xy € E(G). K
Dannist G — x — y ein Kreis.

Beweis:
® Da G minimal nicht-planar ist, K3 3
® st G zusammenhangend.

® st deg(v) > 3 fir jeden Knoten v € V(G).

Behauptung 1. Behauptung 2.

G — x — y enthélt kein © G — x — y enthélt keine zwei
(Theta). Knoten vom Grad 1.

8

<

8

<

AIT

deg(v) =0 deg(v) =1
. L
G — v nicht-planar
deg(v) = 2
v /

G

G/ e nicht-planar

Theta-Graphen sind Unterteilungen des Graphen
mit zwei Knoten und drei parallelen Kanten.
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Beweis von Wagner

Lemma. z deg(v) =0  deg(v) =1
. . . Ks: b
Sei G minimal nicht-planar, xy € E(G). 5 Cé
Dannist G — x — y ein Kreis. G — v nicht-planar

<

<

Beweis: T deg(v) = 2,
® Da G minimal nicht-planar ist, K3 3: e@e
® st G zusammenhangend.
® st deg(v) > 3 fir jeden Knoten v € V(G). G/ e nicht-planar

Behauptung 1. Behauptung 2. Behauptung 3.

G — x — y enthalt kein © G — x — y enthalt keine zwei G — x — y ist tatsachlich ein
(Theta). Knoten vom Grad 1. Kreis.

Theta-Graphen sind Unterteilungen des Graphen
mit zwei Knoten und drei parallelen Kanten.
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Beweis von Wagner — Behauptung 1 ﬂ(IT

Behauptung 1. Notation:
Far einen Kreis C in einer planaren
Zeichnung erhélt man eine geschlossene

G — x — y enthalt kein ©.

Beweis: Jordankurve, die die Ebene in zwei
® Angenommen G — x — y enthalt ein ©. Komponenten unterteilt:
® G := G/xy ist planar mit Kante xy zu Knoten ® int(C), das Innere von C.
Z kontrahiert. ® ext(C), das AuBere von C.

@ G -z= G- x-yistebenfalls planar.
@ Bekommen planare Zeichnung von G’ und

dem enthaltenen ©. . ext(C)
® Das O hat drei Kreise: !
C1,C,C3 Q) c
G =z
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Beweis von Wagner — Behauptung 1

Behauptung 1.
G — x — y enthalt kein ©.

® Betrachte Kreis C im ©, sodass z auf einer
Seite von C und eine Kante ¢’ € E(©) auf der
anderen Seite von C liegt.

® Wahle © und C so, dass die Seite von C mit
z inklusionsminimal ist.

@ O.B.d.A.gilt z € int(C) und " € ext(C).

G/
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Beweis von Wagner — Behauptung 1

Behauptung 1.
G — x — y enthalt kein ©.

® Betrachte Kreis C im ©, sodass z auf einer
Seite von C und eine Kante ¢’ € E(©) auf der
anderen Seite von C liegt.

® Wahle © und C so, dass die Seite von C mit
z inklusionsminimal ist.

@ O.B.d.A.gilt z € int(C) und " € ext(C).

G/
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® Betrachte G = G — ext(C).

® Dace’ ¢ G’ ist G” planar.
® Betrachte planare Zeichnung von G”.
® Kreis C ist darin gezeichnet.

Ziel: Zeigen, dass C eine Facette berandet.

® Dann kann ext(C) in C eingesetzt
werden wie in der Zeichnung von G'.
® Das wére planare Zeichnung von G. X

Institut fir Theoretische Informatik



Beweis von Wagner — Behauptung 1 ﬂ(IT
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Behauptung 1. G = G/xy G’ = G-ext(C)
G — x — y enthalt kein ©.

Erinnerung: Wahl von ©, C mit int(C) minimal.

Ziel: Dass C in G” eine Facette berandet.
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Beweis von Wagner — Behauptung 1 ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Behauptung 1. G = G/xy G’ = G-ext(C)

G — x — y enthalt kein ©.

Erinnerung: Wahl von ©, C mit int(C) minimal.

@ Betrachte Pfad P in G”, der

® auf versch. Knoten von C startet und endet.
® ansonsten zu C disjunkt ist. Ziel: Dass C in G” eine Facette berandet.

® P entspricht auch einem Pfad P’ in G’.
C‘ 8 C
@ G/ G//

Institut fir Theoretische Informatik
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Beweis von Wagner — Behauptung 1

Behauptung 1.

G — x — y enthalt kein ©.

Erinnerung: Wahl von ©, C mit int(C) minimal.

® Betrachte Pfad P in G”, der
® auf versch. Knoten von C startet und endet.
® ansonsten zu C disjunkt ist.

® P entspricht auch einem Pfad P’ in G’.

Wenn z ¢ P’:
® DannistCUP ein®in G—x —y.
® Dieses © hat einen Kreis der z enthalt aber
kleineres Inneres als C hat.
® Widerspruch zur Wahl von ® und C. X
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G =G/xy G”" = G-ext(C)

Ziel: Dass C in G” eine Facette berandet.

D, &9
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Beweis von Wagner — Behauptung 1

Behauptung 1.

G — x — y enthalt kein ©.

Erinnerung: Wahl von ©, C mit int(C) minimal.

® Betrachte Pfad P in G”, der
® auf versch. Knoten von C startet und endet.
® ansonsten zu C disjunkt ist.
® P entspricht auch einem Pfad P’ in G’.
Wenn z ¢ P’ ~» Widerspruch X

® Also liegt z auf P'.

® Also enthalt P entweder x, y oder beide.

® Also liegt jeder solche Pfad in der Zeichnung
von G” auf der Seite von C mit x, y.

= C liegt im Rand einer Facette von G”. v/
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G =G/xy G”" = G-ext(C)

Ziel: Dass C in G” eine Facette berandet.

C
C
G)
G/ G//
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Beweis von Wagner — Behauptung 1

Behauptung 1.

G — x — y enthalt kein ©.

Erinnerung: Wahl von ©, C mit int(C) minimal.

® Betrachte Pfad P in G”, der
® auf versch. Knoten von C startet und endet.
® ansonsten zu C disjunkt ist.
® P entspricht auch einem Pfad P’ in G’.
Wenn z ¢ P’ ~» Widerspruch X

® Also liegt z auf P'.

® Also enthalt P entweder x, y oder beide.

® Also liegt jeder solche Pfad in der Zeichnung
von G” auf der Seite von C mit x, y.

= C liegt im Rand einer Facette von G”. v/
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G =G/xy G”" = G-ext(C)

Ziel: Dass C in G” eine Facette berandet.

C
‘ C
el e
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Beweis von Wagner

Lemma. T deg(v) =0 deg(v) =1
. .. . K= °
Sei G minimal nicht-planar, xy € E(G). 5 CE
Dannist G — x — y ein Kreis. G - v nicht-planar

Beweis: x deg(v) =2
e ’
® Da G minimal nicht-planar ist, K3 3: E @6

® st G zusammenhangend. _
® st deg(v) > 3 fiir jeden Knoten v € V(G). G/ e nicht-planar

Behauptung 1. Behauptung 2. Behauptung 3.

G — x — y enthalt kein © G — x — y enthalt keine zwei G — x — y ist tatsachlich ein
(Theta). Knoten vom Grad 1. Kreis.

Theta-Graphen sind Unterteilungen des Graphen
mit zwei Knoten und drei parallelen Kanten.
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