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Graphfarbung — Bessere obere Schranke ﬂ(IT
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Aus der letzten Vorlesung wissen wir:
Xplanar = max{ y(G) | G planar} < 6.

Wir beweisen jetzt ypjanar < 5 mithilfe einer
starkeren Aussage.

Satz (Thomassen 1994).
Fir jeden planaren Graphen G gilt yisi(G) < 5.

Da aus k-Listenfarbbarkeit auch k-Farbbarkeit
folgt, erhalten wir damit auch ypjanar < 5.

Der Beweis geht per Induktion und beweist eine
noch starkere Aussage.
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Sei G = (V, E) ein planarer Graph mit:
® jede innere Facette ist ein Dreieck
® 3JuBere Facette ist ein einfacher Kreis C

Seien v4, v» zwei feste aufeinanderfolgende
Knoten auf C und L eine Listenzuweisung mit:

® |L(v)|=5firveV\C
@ |[(v)|=3flrveC\{v,w}
® L[(vy) ={a}, L(v2) = {B}

Dann gibt es eine L-Listenfarbung von G.
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Beweis — starkere Aussage
Beweis. Induktion nach | V]|. L(vy) = {a}
IA: |V| = 3. Wahle ¢(v3) € L(v3) — {a, B}
IS: |V| > 4. L(vz2) = {5}
1. Fall: C hat Sehne e = v,,. L(vs) = {a, B, -}

Das heif3t e ist innere Kante, verbindet aber zwei
auBere Knoten.

Zerteile G entlang e in zwei Graphen Gy, Go.

O.B.d.A. Iiegt ViV in Gy. G
Nach IV gibt es eine Farbung ¢; von G;.
ci(vi) =a’und ci(v)) = f'.

Wende IV auf G, an mit Listen {«’} fur v; und

.. U1 2 (] :)
{p’} flir v;. ¢
Erhalte also Farbung c. von Go.
® Da ¢y und ¢, Ubereinstimmen an der Sehne v;v;,
Ui v

7,‘]

erhalten wir eine Farbung von G. v/
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Beweis — starkere Aussage

Beweis. Induktion nach | V/|.
IS: |V] = 4.

2. Fall:

C hat keine Sehne.

Betrachte Nachbarn v, # v, von v; auf C.
Losche v, aus G, erhalte G'.

G’ hat einfachen Kreis als duBere Facette, da v,
keine inzidente Sehne hat.

Seien y4, y» zwei Farben aus L(vp) — {a}.

Far jeden inneren Nachbarn w von v,, definiere
L'(w) = L(w) = {vy, va}.

Definiere L'(v) = L(v) sonst.

Nach IV gibt es L’-Listenfarbung ¢’ von G’'.

Kein innerer Nachbar von v, hat Farbe y1 oder y>
Wahle c(vp) € {y1.y2} — ¢'(Vp-1).

Somit ist ¢ eine L-Listenfarbung von G. v/
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L(v1) = {a}
L(vz) = {B} L(vp) = {m, 72, 0}
L(v1) = {a}

L'(w) = L(w) — {71, 72}
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Beweis — Satz von Thomassen

Beweis von Thomassen.
® Sei G planar beliebig.
® |L(v)| = 5 fiir jeden Knoten v.

® Fige neue Kanten und Knoten hinzu, um G’ zu erhalten
dessen Facetten Dreiecke sind.

Wabhle Listen fir neue Knoten beliebig
Nehme zwei auBere Knoten vy, v».
Wahle @ € L(vq),f € L(vo) mita # f

Entferne zwei beliebige Farben aus der Liste L(v3) des
dritten duBeren Knotens

@ Wende die starkere Aussage an. v/
Somit haben wir gezeigt, dass y(G) < xist(G) < 5 fur G planar.
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Minimale Nicht-Planaritat

Wir wissen:
® K5 und K3 3 sind nicht planar.
® Jeder Graph der Ks oder K3 3 enthdlt ist nicht planar.
® K5 und K3 3 sind minimal nicht-planar

Was sind die minimal nicht-planaren Graphen?
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Minimale Nicht-Planaritat
Wir wissen:
® K5 und K3 3 sind nicht planar.
® Jeder Graph der Ks oder K3 3 enthdlt ist nicht planar.
® K5 und K3 3 sind minimal nicht-planar

N
Frage. ‘.

Was sind die minimal nicht-planaren Graphen?

Beobachtung: Kanten zu unterteilen erhalt minimale Nicht-Planaritat.

G Goe
<
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Kantenunterteilung A“(IT
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Definition.

Sei G = (V, E) ein Graph, e = uv eine Kante. Dann ist die Unterteilung
von e in G der Graph Go e = (V’, E’) mit

V' =V+{w}
® E'=(E-uv)+ {uw,vw} /%\
Beobachtung: G planar & G o e planar
Definition.
Ein Graph G ist eine Unterteilung von H wenn G = (Hoej)oep)---) o e.
Wir sagen auch G ist H-Unterteilung.

Graph G enthalt eine H-Unterteilung, wenn ein Teilgraph G’ C G eine Ks-Unterteilung
H-Unterteilung ist.
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Kantenunterteilung

Beobachtung:

® K5- und K3 3-Unterteilungen sind minimal nicht-planar.
® Jeder Graph der eine Ks oder K3 3-Unterteilung enthélt, ist nicht planar.

Satz (Kuratowski 1930).
Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er keine Ks- und keine
Ks,3-Unterteilung enthalt.

,=" ist die letzte Beobachtung

,&" ist interessanter (und schwieriger zu beweisen). Petersen-Graph ist

nicht planar
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