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Graphfarbung — Motivation

1852 bemerkt Francis Guthrie, dass man Englands
Grafschaften in vier Farben farben kann.

Problem

Farbe Facetten eines planaren Graphen mit minimaler
Anzahl Farben, sodass keine zwei benachbarten
Facetten die gleiche Farbe haben.

Aquivalent im Dualgraph:
Farbe Knoten mit minimaler Anzahl Farben, sodass
adjazente Knoten unterschiedlich gefarbt sind.
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Graphfarbung — Fragestellung

Beispiele
Sei G = (V, E) ein Graph, k € IN. Eine k-Knotenfarbung oder
k-Farbung von G ist eine Abbildung ¢: V — [k], sodass

® c(u) #c(v) firjede Kante uv € E.
Das kleinste k fur das so eine k-Farbung existiert nennt man die
chromatische Zahl y(G). X(Knn) =2

Bei Farbungen nehmen wir Graphen implizit als schlingenfrei an.

Zentrale Frage

Was ist die gréBte chromatische Zahl die ein planarer Graph
annehmen kann? X(Kn)=n

Xplanar == max{x(G) | G planar} = ? Also xpianar > 4 wegen Kj.
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Graphfarbung — Erste obere Schranke

Xplanar < 6

Lemma.

Beweis. Sei G = (V, E) ein planarer Graph.
® Induktion Uber |V|:

IA: |V| <6.

@ Jeder Knoten bekommt eigene Farbe. v/
IS: |V|>6

a

Nach Euler-Formel gibt es v € V mit deg(v) <5

Nach IV gibt es 6-Farbung von G — v

Nachbarn von v in G — v decken hdchstens finf Farben ab
Farbe v in verbleibender Farbe v

Wir beweisen auch ypjanar < 5 (néchste VL).
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v

Farbung von G — v

Farbung von G
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Listenfarbbarkeit ﬂ(IT
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Sei G = (V, E) ein einfacher Graph. {2,138} {2}
Sei L: V — 2N (Potenzmenge der natiirlichen Zahlen) eine (M. 2}
Listenzuweisung, d.h. L(v) ist eine Menge von Zahlen / Farben.
Eine L-Listenfarbung von G ist eine Knotenfarbung ¢ mit {2} {21}
® ¢(v) € L(v) fir jeden Knoten v € V, {12,181}

® c(u) # c(v) fir jede Kante uv € E.
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Listenfarbbarkeit

Sei G = (V, E) ein einfacher Graph.
Sei L: V — 2N (Potenzmenge der natiirlichen Zahlen) eine

Listenzuweisung, d.h. L(v) ist eine Menge von Zahlen / Farben.

Eine L-Listenfarbung von G ist eine Knotenfarbung ¢ mit
® ¢(v) € L(v) fur jeden Knoten v € V,
® c(u) # c(v) fir jede Kante uv € E.

G heiB3t k-listenfarbbar wenn fiir jede Listenzuweisung L mit
@ |L(v)| = k flr jeden Knoten v € V

eine L-Listenfarbung von G existiert.
Weiterhin heif3t das kleinste k fir das G k-listenfarbbar ist, die
listenchromatische Zahl yjisi(G).
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{2,181} (M. 2}
{2}
{12} {21}
(1,2, B
{1, 2}
{1, 3} {2, 4}
{3, 14}

X(Koa) =2 xist(K24) >3
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Listenfarbbarkeit
untere Schranke y;i:(G) > k obere Schranke yisi(G) < k
® Slisten L A L-Listenfarbung @ Vlisten L 3 L-Listenfarbung
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Listenfarbbarkeit
untere Schranke y;is((G) > k obere Schranke yisi(G) < k
® Slisten L A L-Listenfarbung ® V Listen L 3 L-Listenfarbung

Lemma.

Fir jeden einfachen planaren Graphen G gilt y;i:(G) < 6.

Beweis. Die gleiche Argumentation wie fir yplanar < 6 funktioniert! v/
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untere Schranke y;is((G) > k obere Schranke yisi(G) < k
® Slisten L A L-Listenfarbung ® V Listen L 3 L-Listenfarbung

Lemma.

Fir jeden einfachen planaren Graphen G gilt y;i:(G) < 6.

Beweis. Die gleiche Argumentation wie fir yplanar < 6 funktioniert! v/

Beobachtung.

Fur jeden Graphen G gilt yiist(G) > x(G).

Beweis.
@ Setze L(v) = {1,...,k} fur jeden Knoten v.
® Dann sind L-Listenfarbungen genau k-Knotenfarbungen.
a Also )((G) < )(Iist(G)-
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Farbungen planarer Graphen

Satz (Voigt 1993). h

Es gibt einen planaren Graphen mit yisi(G) > 5.

Satz (Thomassen 1994).

Fir jeden planaren Graphen gilt yjsi(G) < 5. p

Beobachtung (Guthrie 1852).

Es gibt einen planaren Graphen mit y(G) > 4.

Satz (Appel-Haken 1976, 4-Farben-Satz).

Fir jeden planaren Graphen G gilt y(G) < 4.

> max{yist(G) | Gplanar} =5

> Xplanar = max{y(G) | G planar} = 4
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Beweis von Voigt ‘\“(IT
Satz (Voigt 1993).
Es gibt einen planaren Graphen mit y;is:(G) > 5.
Beweis. Wir konstruieren einen planaren Graphen
G mit Listenzuweisung L, sodass
® |L(v)| = 4 fir jeden Knoten v.
® keine L-Listenfarbung von G existiert.
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Beweis von Voigt {a} A“(IT
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Satz (Voigt 1993).
Es gibt einen planaren Graphen mit y;ist(G) > 5.

Behauptung: Dieses Gadget H(«, f) ist nicht aus
der gegebenen Listenzuweisung farbbar.

{0, 5.1,2} {0.5,1,2}
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Beweis von Voigt

Satz (Voigt 1993).
Es gibt einen planaren Graphen mit y;ist(G) > 5.

Behauptung: Dieses Gadget H(«, f) ist nicht aus
der gegebenen Listenzuweisung farbbar.

Beweis:
® Angenommen c ist Farbung. {a,p,1,2} {a.p,1,2}

® ¢(p)=aundc(q) = p.
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Beweis von Voigt {-} A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz (Voigt 1993).
Es gibt einen planaren Graphen mit y;ist(G) > 5.

Behauptung: Dieses Gadget H(«, f) ist nicht aus
der gegebenen Listenzuweisung farbbar.

Beweis:
® Angenommen c ist Farbung. {er, 3,102}
® ¢(p)=aundc(q) = p.
® 1 Fall: ¢(/) = 1undc(r) = 2.
= Problem mit oberem Dreieck.

{o p.1, B0}
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Beweis von Voigt {an} A“(IT
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Satz (Voigt 1993).
Es gibt einen planaren Graphen mit y;ist(G) > 5.

Behauptung: Dieses Gadget H(«, f) ist nicht aus
der gegebenen Listenzuweisung farbbar.

Beweis:
® Angenommen c ist Féarbung. {a B2, .}
® ¢(p)=aundc(q) = p.
® 1. Fal:c(/y=1undc(r)=2
= Problem mit oberem Dreieck.
@ 2 Fall: ¢(/)=2undc(r) =1.
= Problem mit unterem Dreieck. v/ {.}

{o, 8, 2}
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Beweis von Voigt A“(IT
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Satz (Voigt 1993). L(p) = {aaz’a:s?%}
Es gibt einen planaren Graphen mit yjis((G) > 5. /

Beweis.
® Nehme 4 - 4 = 16 Gadgets, sodass
® sich alle Gadgets p und q teilen.

" L(p) = {1, a2, a3, a4}, L(q) = {B1, P2, B3, Pa}-
® fir jede Kombination (a;, §;) € L(p) X L(g) ein
Gadget H(a;, p;) existiert.
® Entstehender Graph ist planar und nicht
L-listenfarbbar, denn fir jede Farbung c ist Gadget
H(c(p), c(q)) nicht farbbar.

® Da jede Liste die GréBe 4 hat, sind wir fertig. v/

10)
L(q) = {1, B2, B3, Ba}
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