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GroBe und kleine Matchings

Matching: Kantenmenge, in der je zwei Kanten nicht adjazent sind

Gesucht: Planarer, zusammenhéngender Graph mit kardinalitdtsmaximalem Matching M

M| = (3] (M| =1
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GroBe und kleine Matchings

Matching: Kantenmenge, in der je zwei Kanten nicht adjazent sind

Gesucht: Planarer, zusammenhéngender Graph mit kardinalitdtsmaximalem Matching M

M| = (3] (M| =1
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AIT

Perfekte Matchings

Ein Matching M heiB3t perfekt, wenn jeder Knoten von G zu einer Kante aus M inzident ist.

Aufgabenstellung
Fir welche n > 1 und m > 1 besitzen die folgenden Graphen immer ein perfektes Matching?
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P, einfacher Pfad mit n Knoten.
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AIT

Perfekte Matchings

Ein Matching M heiB3t perfekt, wenn jeder Knoten von G zu einer Kante aus M inzident ist.

Aufgabenstellung

Fir welche n > 1 und m > 1 besitzen die folgenden Graphen immer ein perfektes Matching?

P, einfacher Pfad mit n Knoten.
@ ngerade
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Perfekte Matchings

C, einfacher Kreis mit n > 3 Knoten.
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Perfekte Matchings
C, einfacher Kreis mit n > 3 Knoten.

@ ngerade

Cs o0
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AKIT

Perfekte Matchings

Q, der n-dimensionale Hyperwirfel
Knoten Bitstrings der Lange n
Kante genau dann, wenn Knoten sich in genau einem Bit unterscheiden
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AKIT

Perfekte Matchings

Q, der n-dimensionale Hyperwirfel
Knoten Bitstrings der Lange n
Kante genau dann, wenn Knoten sich in genau einem Bit unterscheiden
Matching genau das erste Bit unterschiedlich (perfekt fir jedes n)

Q1 Q2 Q3
O O

Kopiere das Matching mit dem Graphen
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Perfekte Matchings

Vollstandiger Graph K,
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AKIT

Perfekte Matchings

Vollstandiger Graph K,
@ ngerade

Koy Ky Ks
O O

Beobachtung: K, enthélt Kreis der Lange n
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Perfekte Matchings

Vollsténdig bipartiter Graph K,

m7 23. Juni 2022 Laura Merker: Algorithmen fir Planare Graphen — Ubung 4 Institut fir theoretische Informatik — ITI Wagner



AKIT

Perfekte Matchings

Vollsténdig bipartiter Graph K,

® Fir n # mist mindestens ein Knoten auf einer Seite nicht im Matching.

Kll K22 K33

e

Flge die Kante zwischen den beiden neuen Knoten zu M hinzu.
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Perfekte Matchings

Baume mit n Knoten
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AKIT

Perfekte Matchings

B&ume mit n Knoten
® F{r jedes n # 2 gibt es einen Baum, der kein perfektes Matching hat
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Perfekte Matchings ﬂ(IT
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Sei G
® planar
® bipartit (je n > 2 Knoten in der Bipartition AU B)
@ zusammenhangend
® Miniamalgrad > 2
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Perfekte Matchings

Sei G
® planar
® bipartit (je n > 2 Knoten in der Bipartition AU B)
@ zusammenhangend
® Miniamalgrad > 2

(Tafel)
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AIT

Perfekte Matchings

Sei G
® planar
® bipartit (je n > 2 Knoten in der Bipartition AU B)
® zusammenhéngend
@ Miniamalgrad > 2

(Tafel)

Fir jedes n > 5 gibt es einen Graphen, der kein perfektes Matching hat.

Beobachtung
Sei S C A. Falls |S| > |N(S)|, dann gibt es kein perfektes Matching.

Fir n = 2,3, 4 gibt es immer ein perfektes Matching.
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AKIT

Perfekte Matchings

Maximale auBenplanare Graphen mit n Knoten
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AIT

Perfekte Matchings

Maximale auBBenplanare Graphen mit n Knoten
@ ngerade

Beobachtung

Die duBere Facette jedes maximalen auBenplanar eingebetteten Graphen mit n > 3 Knoten wird durch einen
einfachen Kreis begrenzt.
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AKIT

Perfekte Matchings

Maximalplanare Graphen mit n’ Knoten (ftr groBe n’)
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AKIT

Perfekte Matchings

Maximalplanare Graphen mit n’ Knoten (ftr groBe n’)

(Tafel)
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AKIT

Perfekte Matchings

Maximalplanare Graphen mit n’ Knoten (ftr groBe n’)

(Tafel)
@ Start: Planarer Graph G mit n Knoten und f > n+ 1 Facetten
® Flge in mindestens n + 1 Facetten einen Knoten ein und verbinde mit allen Knoten der Facette
@ Beobachtung: Jeder neue Knoten hat nur Nachbarn in G
@ — Es gibt kein perfektes Matching
® Gmitf> n+1existiertfirn>5~n">n+(n+1) > 11
® Fir jedes n’ > 11 gibt es einen maximalplanaren Graphen, der kein prefektes Matching hat
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AKIT

Perfektes Matching berechnen

Gegeben: planarer Graph
Frage: Gibt es ein perfektes Matching?

12117 23. Juni 2022 Laura Merker: Algorithmen fir Planare Graphen — Ubung 4 Institut fir theoretische Informatik — ITI Wagner



AKIT

Perfektes Matching berechnen

Gegeben: planarer Graph
Frage: Gibt es ein perfektes Matching?

Berechne kardinalitatsmaximales Matching in O(n®/2) (Vorlesung) und priife, ob |M| = n/2.
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AKIT

Erhéhende Wege

® Gegeben: kardinalitdtsmaximales Matching Min G — v

a Ziel: Bestimme erh6henden Weg bzgl. M mit Endknoten v
® Algorithmus soll in O(m) liegen.

@ Hinweis: Modifiziere eine Breitensuche mit Startknoten v.

1317 23. Juni 2022 Laura Merker: Algorithmen fiir Planare Graphen — Ubung 4 Institut fir theoretische Informatik — ITI Wagner



AKIT

Erhéhende Wege

@ Markiere ungematchte Knotenin G — v
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Erhéhende Wege

@ Markiere ungematchte Knotenin G — v
@ BFS beginnend bei v

@ — nur Nicht-Matching-Kanten

® < nur Matching-Kanten
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Erhohende Wege ﬂ(IT

\

@ Markiere ungematchte Knotenin G — v
@ BFS beginnend bei v

@ — nur Nicht-Matching-Kanten

® < nur Matching-Kanten

S

ac
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Erhéhende Wege
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Erhéhende Wege
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Erhéhende Wege

Markiere ungematchte Knotenin G — v
BFS beginnend bei v
— nur Nicht-Matching-Kanten

< nur Matching-Kanten
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Erhéhende Wege

Markiere ungematchte Knotenin G — v
BFS beginnend bei v

— nur Nicht-Matching-Kanten

< nur Matching-Kanten

Brich ab, wenn markierter Knoten gefunden wird

:
o O O O
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AT

Erhéhende Wege

Markiere ungematchte Knotenin G — v

BFS beginnend bei v

— nur Nicht-Matching-Kanten

< nur Matching-Kanten

Brich ab, wenn markierter Knoten gefunden wird

Rekonstruiere erhbhenden Pfad
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Folgerung aus dem Planar Separator Theorem

Gegeben:
® G zusammenhdngend, planar, n > 5
@ Maximalgrad A
Gesucht:
® Schnitt S C E(G) mit |S| € O(A+/n), sodass
@ G — S besteht aus zwei disjunkten Teilgraphen der GréBe < %n

14,17 28. Juni 2022 Laura Merker: Algorithmen fiir Planare Graphen — Ubung 4
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AIT

Folgerung aus dem Planar Separator Theorem

Gegeben:
® G zusammenhdngend, planar, n > 5
@ Maximalgrad A
Gesucht:
® Schnitt S C E(G) mit |S| € O(Ay/n), sodass
@ G — S besteht aus zwei disjunkten Teilgraphen der GréBe < %n

Planar Separator Theorem

Jeder planare Graph mit n > 5 Knoten hat einen (3/4)-balancierten Separator der GréBe O(+/n).
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AIT

Folgerung aus dem Planar Separator Theorem

Gegeben:
® G zusammenhdngend, planar, n > 5
@ Maximalgrad A
Gesucht:
® Schnitt S C E(G) mit |S| € O(Ay/n), sodass
@ G — S besteht aus zwei disjunkten Teilgraphen der GréBe < %n

Planar Separator Theorem

Jeder planare Graph mit n > 5 Knoten hat einen (3/4)-balancierten Separator der GréBe O(+/n).

Lésung:
® Sei Vs der Separator aus dem Planar Separator Theorem ~ V(G — V) = VU W
@ S={vwec E(G)|veE Vsoderw e Vs}
@ Verteile (in G — Sisolierte) Knoten aus Vs auf V und W

1417 23. Juni 2022 Laura Merker: Algorithmen fir Planare Graphen — Ubung 4 Institut fir theoretische Informatik — ITI Wagner



Separator Theorems

1517

Gegeben: Baum mit n Knoten

Gesucht: Knoten v und Partition V(G — v) = VUW mit |V, |W| < 2n
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AKIT

Separator Theorems

Gegeben: Baum mit n Knoten
Gesucht: Knoten v und Partition V(G — v) = VUW mit |V, |W| < 2n

(Tafel)
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Separator Theorems ﬂ(IT
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Gegeben: Baum mit n Knoten
Gesucht: Knoten v und Partition V(G — v) = VUW mit |V, |W| < 2n

(Tafel)

Orientiere Kanten zu gréBerem Teilbaum

v ist der Knoten, der nur eingehende Kanten hat

Seien Gy, ..., G; die Zusammenhangskomponenten von G — v in absteigender GréBe
Wahle V = V(Gy)U--- U V(G;), sodass | V| < 2n/3, aber |V U Viy4| > 2n/3

W ist der Rest
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AKIT

Separator Theorems

Gegeben: auBenplanarer Graph mit n Knoten
Gesucht: Separator S konstanter GréBe und Partition V(G — S) = VUW mit |V|,|W| < 2n
Hinweis: Dualgraph ohne auB3ere Facette (weak dual) ist ein Baum.
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Separator Theorems

Gegeben: auBenplanarer Graph mit n Knoten
Gesucht: Separator S konstanter GréBe und Partition V(G — S) = VUW mit |V|,|W| < 2n
Hinweis: Dualgraph ohne auB3ere Facette (weak dual) ist ein Baum.

(Tafel)
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AKIT

Separator Theorems

Gegeben: auBenplanarer Graph mit n Knoten
Gesucht: Separator S konstanter GréBe und Partition V(G — S) = VUW mit |V|,|W| < 2n
Hinweis: Dualgraph ohne auB3ere Facette (weak dual) ist ein Baum.

(Tafel)

® Finde Separatorknoten v im weak dual
@ S enthalt die drei Knoten, die zu der Facette von v adjazent sind
@ V und W entsprechen der Partition des weak duals
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Gewichtsmaximales Matching in auBenplanaren Graphen

® Wie in der Vorlesung, aber mit O(1)-Separator S
® Finden von |S| erhdhenden Wegen in f(n) = Laufzeit O(f(n) log(n))

(Tafel)
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