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optimale Lösung:
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Lineare Programme – Trivia

wurden bereits in den 40er Jahren verwendet (und manuell gelöst)
„Programm“ ist ein militärischer Begriff für verschiedene Arten von Plä-
nen (z.B. Versorgungsplan, Verlegungsplan für Truppen etc.)
erstes großes LP, das mit dem Simplex-Algorithmus gelöst wurde
optimiere Kosten für ausgewogene Ernährung
77 Variablen, 9 Nebenbedingungen
Simplex-Methode (per Hand in 1947): 120 Personentage

etwas später (mittels Computer): George Dantzig versucht seine eige-
ne Ernährung zu optimieren
erster Versuch: mehrere Liter Essig pro Tag
zweiter Versuch: 200 Brühwürfel pro Tag
⇒ ein sinnvolles LP zu formulieren ist nicht immer trivial

effizient lösbar, sowohl in der Theorie als auch in der Praxis
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Finde Reellwertige Belegung für Variablen x1, . . . , xn

lineare Funktion in x1, ... , xn wird maximiert (minimiert)
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1
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x1

x2

be
ss
er

gültige Lösungen

optimale
Lösung

Lösbarkeit
LP ist unlösbar (infeasible), wenn es keine gültige Lösung gibt
LP ist unbeschränkt (unbounded), wenn es beliebig gute gültige
Lösungen gib (Optimierungsfunktion wird beliebig groß)
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Matrixschreibweise

≤

max.:
sodass:

2x1 + x2

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0
x2 − x1 ≤ 1
x1 + 6x2 ≤ 15
4x1 − x2 ≤ 10

0x1 + 0

0x2+ ≤ 0

4x1 (−1x2)+ ≤ 10

(−1x2)
−1x1 1x2+ ≤ 1

−1x1

2x1 1x2+

1x1 0x2+ ≥ 0
0x1 1x2+ ≥ 0
−1x1 1x2+ ≤ 1

1x1 6x2+ ≤ 15
4x1 (−1x2)+ ≤ 10
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·12
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·13

·13

Systematische Kombination mehrerer Gleichungen
bestimme möglichst gute Faktoren y1, y2 und y3 für die Gleichungen
wir erhalten: y1(4x1 + 8x2) + y2(2x1 + 1x2) + y3(3x1 + 2x2) ≤ 12y1 + 3y2 + 4y3
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Duales Programm
findet kleinste obere Schranke,
die man so erhalten kann
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das duale vom dualen ist das primale Programm
die Forderung x ≥ 0 ist keine echte Einschränkung
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Beachte
das duale vom dualen ist das primale Programm
die Forderung x ≥ 0 ist keine echte Einschränkung
duales Programm liefert eine obere Schranke (untere bei Minimierung)

maximiere:
sodass:

2x1 + 3x2

4x1 + 8x2 ≤ 12
2x1 + 1x2 ≤ 3
3x1 + 2x2 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0

minimiere:
sodass:

12y1 + 3y2 + 4y3

4y1 + 2y2 + 3y3 ≥ 2
8y1 + 1y2 + 2y3 ≥ 3

y1, y2, y3 ≥ 0



Lineare Programme und Dualität Thomas Bläsius, Torsten Ueckerdt, Matthias Wolf9

Dualitätssatz

Theorem
Für die linearen Programme

maximiere cT x mit Ax ≤ b und x ≥ 0 und (P)
minimiere bT y mit AT y ≥ c und y ≥ 0 (D)

gilt genau eine der folgenden Aussagen:
Weder (P) noch (D) hat eine gültige Lösung.
(P) ist unbeschränkt und (D) hat keine gültige Lösung.
(P) hat keine gültige Lösung und (D) ist unbeschränkt.
(P) und (D) sind gültig und beschränkt. Das Maximum von (P) ist dann
gleich dem Minimum von (D).
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Dualitätssatz

Theorem
Für die linearen Programme

maximiere cT x mit Ax ≤ b und x ≥ 0 und (P)
minimiere bT y mit AT y ≥ c und y ≥ 0 (D)

gilt genau eine der folgenden Aussagen:
Weder (P) noch (D) hat eine gültige Lösung.
(P) ist unbeschränkt und (D) hat keine gültige Lösung.
(P) hat keine gültige Lösung und (D) ist unbeschränkt.
(P) und (D) sind gültig und beschränkt. Das Maximum von (P) ist dann
gleich dem Minimum von (D).

Beachte
das duale Programm liefert also eine perfekte obere Schranke
das LP muss nicht in der obigen Form vorliegen
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v∈V

xv

0 ≤ xv ≤ 1 für v ∈ V
xu + xv ≥ 1 für uv ∈ E

LP-Relaxierung
fasst man ein ILP als LP auf, so spricht man von der LP-Relaxierung
die LP-Lösung (und auch zug. duale Lösung) liefert Schranke für ILP
(insbesondere nützlich bei Approximation)
manchmal liefert die LP-Relaxierung sogar die optimale Lösung

(⇔ xv ∈ {0, 1})

Problem: VERTEX COVER
Finde ein minimales Vertex Cover in einem Graphen G =
(V , E). (Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ 6= ∅ für alle e ∈ E)
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