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1 Erhoéhende Wege

Sei G = (V4 U Vi, E) ein bipartiter Graph (jede Kante hat einen Knoten in V; und einen in V3).
Weiter sei v ein Knoten und M’ ein kardinalitéitsmaximales Matching fiir G — v, wobei v nicht
sgematcht® ist (d.h. v ist zu keiner Kante aus M’ inzident). Gesucht ist nun ein kardinalitéits-
maximales Matching fiir G. Dazu soll Lemma 5.2 der Vorlesung benutzt werden: Falls es keinen
erhohenden Weg bzgl. M’ mit Endknoten v gibt, ist M’ bereits das gesuchte Matching. An-
sonsten miissen wir einen erhdhenden Weg P bzgl M’ mit Endknoten v bestimmen, dann ist
(MU P)\ (M'N P) das gewiinschte Matching.

Geben Sie einen Algorithmus an, der feststellt, ob es einen erhhenden Weg bzgl. M’ mit End-
knoten v gibt und diesen gegebenenfalls bestimmt. Die Laufzeit soll linear in der Anzahl der
Kanten von G sein.

Hinweis: Modifizieren Sie eine Breitensuche mit Startknoten v.

2 Grofle und kleine Matchings

Geben Sie fiir jede natiirliche Zahl n > 2 einen zusammenhéngenden Graphen mit n Knoten an,
fiir den ein Matching maximaler Kardinalitdt genau

1. LgJ Kanten

2. eine Kante

enthélt. Geben Sie jeweils an, wie ein solches kardinalitdtsmaximales Matching aussieht.

3 Schnitte, Kreise und Bdume im Dualgraph

Zeigen Sie:

1. Sei G = (V,E) ein planarer, zusammenhingender Graph mit Dualgraph G*. Fiir eine
Teilmenge E' C F gilt, dass der Teilgraph (V, E’) von G genau dann einen Kreis enthilt,
wenn der Teilgraph (V*, (E'\ E’)*) von G* unzusammenhingend ist.



2. Sei G = (V, E) ein planarer, zusammenhéngender Graph mit Dualgraph G* = (V*, E*),
und E’ C E. Dann ist (V, E’) ein aufspannender Baum von G genau dann, wenn (V*, (E'\
E’)*) ein aufspannender Baum von G* ist.

4 Perfektes Matching

Ein Matching M zu einem Graphen G heifit perfekt, falls jeder Knoten von G zu einer Kante
aus M inzident ist. Fiir welche n > 1 und m > 1 besitzen die folgenden Graphen jeweils ein
perfektes Matching?

1. P, (der Graph bestehend aus einem einfachen Weg mit n Knoten)

2. C), (der Graph bestehend aus einem einfachen Kreis mit n Knoten). Definiere ausnahms-
weise Cy als Ko.

3. Qn
4. K,

5. Knm

5 Dreiecke Zihlen in planaren Graphen

Sei GG ein einfacher, planarer Graph. Geben Sie einen Algorithmus an, der fiir jeden Kno-
ten v die Anzahl (graphentheoretischer) Dreiecke berechnet, in denen v vorkommt. Formal ist
die Menge der Dreiecke von v durch die Menge an verbundenen Paaren von Nachbarknoten
{{z,y} € E|{v,z},{v,y} € E} definiert. Die Einbettung spielt dabei keine Rolle. Die Laufzeit
des Algorithmus iiber alle Knoten soll linear in der Grofie des Graphen sein.

6 Minimale Spannbiume in planaren Graphen

Sei GG ein einfacher, zusammenh#ngender planarer Graph mit positiven Kantengewichten. Geben
Sie einen Algorithmus an, der in erwartet linearer Laufzeit einen Spannbaum minimalen Gewichts
berechnet.

Hinweis: Sie diirfen die folgenden beiden Aussagen ohne Beweis verwenden:

e Sei v ein Knoten und e eine Kante minimalen Gewichts inzident zu v. Dann gibt es einen
Spannbaum minimalen Gewichts von G, der e enthilt.

e Sei e eine Kante, die einem Spannbaum minimalen Gewichts von G vorkommt. Sei T ein
Spannbaum minimalen Gewichts auf dem Graphen, den man durch die Kontraktion von e
erhilt. Dann ist T'U {e} ein Spannbaum minimalen Gewichts auf G.



