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1 — AuBenplanare Graphen A\K"

G ist auBenplanar.
& Glasst sich so planar einbetten, dass jeder Knoten auf der au3eren

Facette liegt.
< Fugt man einen Knoten mit Kanten zu allen vorhandenen Knoten

zu G hinzu, ist G immer noch planar.
@ G ist genau dann auBenplanar, wenn er keine Unterteilung von K;
oder K> 3 enthalt.
@ Ein auBenplanarer Graph hat héchstens 2n — 3 Kanten.
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1.1 — AuBenplanare Graphen &‘("

G ist auBenplanar = G enthalt keine Unterteilung von Ky oder Ko 3.

m Betrachte auBenplanare Einbettung

von G.
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1.1 — AuBenplanare Graphen A\K"

G ist auBenplanar = G enthalt keine Unterteilung von Ky oder Ko 3.

m Betrachte auBenplanare Einbettung
von G.

a Fuge Knoten v hinzu und verbinde ihn
mit allen Knoten aus G — G'.

a G ist planar = G’ enthélt keine
Unterteilung des Ks oder K3 3.
= @G enthalt keine Unterteilung des K;
oder Kz 3.
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1.1 — AuBenplanare Graphen &‘("

G ist auBenplanar <= G enthalt keine Unterteilung von Ky oder Ko 3.

a Flge Knoten v hinzu und verbinde ihn
mit allen Knoten aus G — G'.

m G’ enthélt weder K5 noch Kj 3 als
Unterteilung.

a = G ist planar.

m Betrachte planare Einbettung von G’
mit v auf der duBBeren Facette.
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1.1 — AuBenplanare Graphen &‘("

G ist auBenplanar <= G enthalt keine Unterteilung von Ky oder Ko 3.

a Flge Knoten v hinzu und verbinde ihn
mit allen Knoten aus G — G'.

m G’ enthélt weder K5 noch Kj 3 als
Unterteilung.

a = G ist planar.

m Betrachte planare Einbettung von G’
mit v auf der auBeren Facette.

m Lbsche v = alle Knoten von G liegen
auf der &uBeren Facette.
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1.2 — AuBenplanare Graphen &‘("

Ein auBenplanarer Graph G enthélt héchstens 2n — 3 Kanten.

m Flige Knoten v hinzu und verbinde ihn
mit allen Knoten von G — G'.

@ G hat M = m+ nKanten und
n’ = n+ 1 Knoten.

m Da G planarist gilt: m < 3n' — 6
m Also:n+m<3(n+1)—6
=>m<2n-—3
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2.1 — Der Petersengraph

Definition: T,

a Die Knoten sind alle
zweielementigen Teilmengen

von {1,...,n}.

a Zwei Knoten sind genau dann
verbunden, wenn der Schnitt
der zugehdrigen Mengen nicht

leer ist.
AuBenplanare Petersengraph
0000 ©0000000
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AuBenplanare
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2.1 — Der Petersengraph

Definition: T,

a Die Knoten sind alle
zweielementigen Teilmengen
von {1,...,n}.

a Zwei Knoten sind genau dann
verbunden, wenn der Schnitt
der zugehdrigen Mengen nicht
leer ist.

Der Komplementgraph P von Ts
heif3t Petersengraph.
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Satz von Kuratowski A\K"

Es gibt zwei Varianten des Satzes von Kuratowski:

a Ein einfacher Graph G ist genau dann planar, wenn er weder eine
Unterteilung von K3 3 noch eine Unterteilung von Ks als Teilgraph
enthalt. (Topologischer Minor)

m Ein einfacher Graph G ist genau dann planar, wenn er weder K3 3
noch Ks als Minor enthalt. (Wagner)

AuBenplanare Petersengraph Farbung Baume Planar Separator Theorem Umfang Néchste Termine
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Minor A\KIT

Kontraktion der Kante e = {u, v}
m Losche Kante e.
m ldentifiziere v und v.

m Lbsche entstehende
Mehrfachkanten.

Minor
a Gist Minor von H, wenn H einen Teilgraphen enthélt, aus dem durch
Kantenkontraktion G hervorgeht.
Topologischer Minor

a Gist topologischer Minor von H, wenn H einen Unterteilungsgraphen
von G enthalt.
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Minor A\KIT

Kontraktion der Kante e = {u, v}
m Losche Kante e.
m ldentifiziere v und v.

m Lbsche entstehende
Mehrfachkanten.

Minor
a Gist Minor von H, wenn H einen Teilgraphen enthélt, aus dem durch
Kantenkontraktion G hervorgeht.
Topologischer Minor

a Gist topologischer Minor von H, wenn H einen Unterteilungsgraphen
von G enthalt.
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Minor A\KIT

Kontraktion der Kante e = {u, v}
m Losche Kante e.
m ldentifiziere v und v.

m Lbsche entstehende
Mehrfachkanten.

Minor
a Gist Minor von H, wenn H einen Teilgraphen enthélt, aus dem durch
Kantenkontraktion G hervorgeht.
Topologischer Minor

a Gist topologischer Minor von H, wenn H einen Unterteilungsgraphen
von G enthalt.
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Minor A\KIT

Kontraktion der Kante e = {u, v}
m Losche Kante e.
m ldentifiziere v und v.

m Lbsche entstehende
Mehrfachkanten.

Minor
a Gist Minor von H, wenn H einen Teilgraphen enthélt, aus dem durch
Kantenkontraktion G hervorgeht.
Topologischer Minor

a Gist topologischer Minor von H, wenn H einen Unterteilungsgraphen
von G enthalt.
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2.2 — Der Petersengraph A\KIT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.
{12}

(3.4} A (4,5}

[
B

{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph A\‘(IT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.
{12}

{3.4) A (4,5}

"." = Enthilt Ks als Minor.

{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.
(3,5}
{1,5} {2,3}
2,4
147 {2,4}
AuBenplanare Petersengraph Farbung Baume
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2.2 — Der Petersengraph A\KIT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.
{12}

(3.4} A (4,5}

[
B

{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph A\‘(IT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.
{1.2}

{3.4) A (4,5}

‘.' m Enthalt eine Unterteilung des

K3’3.

{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph A\KIT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht
planar ist.

{12}
3,4} {4,5}
a Enthalt eine Unterteilung des
K3’3.
{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph A\KIT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht
planar ist.

{12}
3,4} {4,5}
a Enthalt eine Unterteilung des
K3’3.
{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph A\KIT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht
planar ist.

{12}
3,4} {4,5}
{1,5) a Enthélt eine Unterteilung des
K3’3.
{1,3}
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2.2 — Der Petersengraph A\KIT

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht
planar ist.

{12}
3,4} {4,5}
a Enthalt eine Unterteilung des
K3’3.
{1,3}
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2.2 — Der Petersengraph

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.

{122}

(3.4} A {4.5)

%
P

{2,5} {1,3}
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2.2 — Der Petersengraph

Zeigen Sie auf drei verschiedene Arten, dass der Petersengraph nicht

planar ist.
m Der kiirzeste Kreis im

{12} Petersengraph hat Léange 5.

a Jede Kante gehért zu einem
Kreis.
(3,4} A 5y ™ Angenommen P ware planar.
a Jede Facette wird durch

‘.' mindestens 5 Kanten
" begrenzt.
af=m—n+2=
15—-10+2=7
a P hat mindestens
{2,5) 1,3} (5-7)/2 =17 Kanten.

® P hat aber nur 15 Kanten. 4
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2.3 — Der Petersengraph A\KIT

Wenn ein einfacher Graph H eine Unterteilung eines einfachen Graphen
G als Teilgraph enthalt, dann enthélt H den Graphen G auch als Minor.
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2.3 — Der Petersengraph A\KIT

Wenn ein einfacher Graph H eine Unterteilung eines einfachen Graphen
G als Teilgraph enthalt, dann enthélt H den Graphen G auch als Minor.

a Angenommen H enthalt
Unterteilung U von G.
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2.3 — Der Petersengraph A\KIT

Wenn ein einfacher Graph H eine Unterteilung eines einfachen Graphen
G als Teilgraph enthalt, dann enthélt H den Graphen G auch als Minor.

a Angenommen H enthalt
Unterteilung U von G.

m Losche alle Kanten aus H die
nicht zur Unterteilung von G

gehdren.
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2.3 — Der Petersengraph A\KIT

Wenn ein einfacher Graph H eine Unterteilung eines einfachen Graphen
G als Teilgraph enthalt, dann enthélt H den Graphen G auch als Minor.

a Angenommen H enthalt
Unterteilung U von G.

a LOsche alle Kanten aus H die
nicht zur Unterteilung von G
gehdren.

a Es gibt Knoten mit Grad 2, die
eingefigt wurden, um U aus G

zu erhalten.
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2.3 — Der Petersengraph A\KIT

Wenn ein einfacher Graph H eine Unterteilung eines einfachen Graphen
G als Teilgraph enthalt, dann enthélt H den Graphen G auch als Minor.

a Angenommen H enthalt
Unterteilung U von G.

m Ldsche alle Kanten aus H die
nicht zur Unterteilung von G
gehdren.

a Es gibt Knoten mit Grad 2, die
eingefigt wurden, um U aus G
zu erhalten.

a Kontrahiere jeden dieser
Knoten mit einem seiner
Nachbarn.
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2.3 — Der Petersengraph A\K"

Wenn ein einfacher Graph H eine Unterteilung eines einfachen Graphen
G als Teilgraph enthalt, dann enthélt H den Graphen G auch als Minor.

a Angenommen H enthalt
Unterteilung U von G.

m Ldésche alle Kanten aus H die
nicht zur Unterteilung von G
gehdren.

a Es gibt Knoten mit Grad 2, die
eingefigt wurden, um U aus G
zu erhalten.

a Kontrahiere jeden dieser
Knoten mit einem seiner
Nachbarn.
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2.4 — Der Petersengraph A\‘("

Wenn ein einfacher Graph H einen Graphen G als Minor enthalt, dann
enthalt H auch eine Unterteilung von G als Teilgraph.
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2.4 — Der Petersengraph A\‘("

Wenn ein einfacher Graph H einen Graphen G als Minor enthalt, dann
enthalt H auch eine Unterteilung von G als Teilgraph. Stimmt nicht!
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2.4 — Der Petersengraph A\K"

Wenn ein einfacher Graph H einen Graphen G als Minor enthalt, dann
enthalt H auch eine Unterteilung von G als Teilgraph. Stimmt nicht!

a Der Petersen-Graph P enthalt ‘0!

Ks als Minor.

a Unterteilung erhalt den »
Knotengrad der urspriinglichen A A

Knoten. ‘ '
=

a Wirde P den Graph Ks als
Unterteilung enthalten, misste
P mindestens 5 Knoten mit

Grad 4 haben. (2.5) (1,3}

AuBenplanare Petersengraph Farbung Baume Planar Separator Theorem Umfang Néchste Termine
0000 0000000 000 00000 o 0000 o

Guido Briickner — Ubung 2 9. Mai 2019 13/27



3.1 — Farbung von Graphen &‘("

Fur einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die notig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Fur jeden Graphen mit Maximalgrad A gilt x(G) < A + 1.
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3.1 — Farbung von Graphen A\K"

Fur einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die notig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Fur jeden Graphen mit Maximalgrad A gilt x(G) < A + 1.

a Farbe die Knoten iterativ.

a Gib jedem Knoten eine Farbe, die noch keiner seiner Nachbarn hat.
a Es gibt maximal A Nachbarn.

m = Es gibt immer eine Farbe, die noch nicht verwendet wird.
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3.2 — Farbung von Graphen &‘("

Fir einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die ndtig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Versuchen Sie Familien von Graphen anzugeben, fir die x(G) = A + 1
gilt.
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3.2 — Farbung von Graphen &‘("

Fur einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die ndtig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Versuchen Sie Familien von Graphen anzugeben, fir die x(G) = A + 1
gilt.

Ky Kreise ungerader Lénge
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3.3 — Farbung von Graphen &K"

Fur einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die notig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Ein Graph G ist genau dann 2-farbbar, wenn G keine Kreise
ungerader Lange enthalt.
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3.3 — Farbung von Graphen A\‘("

Fir einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die ndtig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Ein Graph G ist genau dann 2-farbbar, wenn G keine Kreise
ungerader Lange enthalt.
“y
® Angenommen wir haben eine 2-Farbung von G, mit Knotenmenge R
ist rot und Knotenmenge B ist blau.
a Jede Kante fihrt von R nach B oder von B nach R.

a Um mit einem Pfad durch G am Startknoten zu enden, muss man
eine gerade Anzahl an Schritten gemacht haben.
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3.3 — Farbung von Graphen

Flr einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die nétig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Ein Graph G ist genau dann 2-farbbar, wenn G keine Kreise
ungerader Lange enthalt.
H¢” /UO
® Angenommen jeder Kreis in G hat gerade Lange.
a Fir jede Zusammenhangskomponente:
a Wahle beliebigen Knoten vg.
w d(v): Abstand von v zu v.
u Farbe v mit d(v) gerade blau, sonst rot.
a

Ware die Farbung ungltig, wird ein Kreis
ungerader Lénge induziert.
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3.3 — Farbung von Graphen

Flr einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die nétig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Ein Graph G ist genau dann 2-farbbar, wenn G keine Kreise
ungerader Lange enthalt.
H¢” /UO
® Angenommen jeder Kreis in G hat gerade Lange.
a Fir jede Zusammenhangskomponente:
a Wahle beliebigen Knoten vg.
w d(v): Abstand von v zu v.
u Farbe v mit d(v) gerade blau, sonst rot.
a

Ware die Farbung ungltig, wird ein Kreis
ungerader Lénge induziert.
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3.3 — Farbung von Graphen

Flr einen Graphen G bezeichnet x(G) die minimale Anzahl von Farben,
die nétig ist um G so zu farben, dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben.

Zeigen Sie: Ein Graph G ist genau dann 2-farbbar, wenn G keine Kreise
ungerader Lange enthalt.
H¢” /UO
® Angenommen jeder Kreis in G hat gerade Lange.
a Fir jede Zusammenhangskomponente:
a Wahle beliebigen Knoten vg.
w d(v): Abstand von v zu v.
u Farbe v mit d(v) gerade blau, sonst rot.
a

Ware die Farbung ungltig, wird ein Kreis
ungerader Lénge induziert.
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4.1 — Verschiedene Baume A\‘("

In jedem planaren, zusammenhangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Héhe héchstens 24/n.
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4.1 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Héhe héchstens 24/n.

a Stimmt nicht!
m Betrachte Pfad mit 25 Knoten.
m Breitensuchbaum hat

_ . e o--90 00 00
mindestens Héhe 12.
a Nach Behauptung dirfte er nur
Héhe 10 haben.
AuBenplanare Petersengraph Farbung Béaume Planar Separator Theorem Umfang Néchste Termine
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4.1 — Verschiedene Baume A\‘("

In jedem planaren, zusammenhéangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Héhe héchstens 24/n.
Und fir Triangulierte Graphen?

AuBenplanare Petersengraph Farbung
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4.1 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhéangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Héhe héchstens 24/n.
Und fir Triangulierte Graphen? Stimmt auch nicht!
a Betrachte ineinander
geschachtelte Dreiecke
Ay, ..., Ag sodass A; die
Dreiecke A;_1 und Aj41 trennt.
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4.1 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhéangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Héhe héchstens 24/n.
Und fir Triangulierte Graphen? Stimmt auch nicht!
a Betrachte ineinander
geschachtelte Dreiecke
Ay, ..., Ag sodass A; die
Dreiecke A;_1 und Aj41 trennt.

a Der kiirzeste Pfad zwischen u
und v hat Lange s — 1.

a Fir jeden Breitensuchbaum mit
Hoéhe h gilt:
-1 21 .
h>%5 =3 =5~
a Fir hinreichend grof3e n gilt:
2-%3>2vn
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Wiederholung %(“'

 nstitut for Technologie

Satz (Planar-Separator-Theorem) [Lipton & Tarjan 1977]

Die Knotenmenge eines zusammenhangenden, planaren Graphen
G=(V,E),n=|V| > 5, kann so in drei Mengen Vi, V», S C V
partitioniert werden, dass

a |V1’, |V2‘ S % - n,

m Sist ein Separator, der V4 von Vs trennt,

w[S|<4-y/n
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

er Institut o Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

/aaEnuvZivaiinE
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit

beliebiger Wurzel.

BFS-Lemma
AuBenplanare Petersengraph Farbung
0000 00000000 000

Guido Briickner — Ubung 2

Nicht-Baumkanten verbinden nur Knoten
von gleichen oder benachbarten Leveln.
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

BFS-Lemma Nicht-Baumkanten verbinden nur Knoten
von gleichen oder benachbarten Leveln.

= Jedes Level ist ein Separator.
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

-
-
-
-
-
- | L
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

IN
NI

-
-
-
-
-
- | L
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

-
-
< n
= n
- 2 |> 1
2
-
——
e |
—_—_ =
—
S —
e —
B —
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

® — @ |level u| < 44/n - Fertig!

IN
NI
S

u
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

@ |level u| < 44/n - Fertig!
@ Level uist Separator S

n
V1 S 2 > n
2
e |
V2
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Beweis Planar-Separator-Theorem

AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit

beliebiger Wurzel.

IN
NI

-
-
-
-
-
- | L

Baume
00000

AuBenplanare Petersengraph
0000 00000000
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

er Institut o Technologie

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

® Sei |level p| > 4y/n

< n
2
M —
—
e |
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Beweis Planar-Separator-Theorem

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

® Sei |level p| > 4y/n

@ |level m| < y/n

< n
2
M —
—
e |
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

m Sei [level u| > 4y/n

@ |level m| < y/n

IN
NI
NI

M —

- | L

N ——————
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n

a [level M| < /n

M ——

- | L

N ——————
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n

@ |level m| < y/n

n
<3 n & |level M| < /n
>
M —
—
Az
- | L
—
e ——
V] e —
As
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n
a [level M| < /n

B A <3 (Al <3

IN
NI

NS

Ar
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n
a [level M| < /n

B A <3 (Al <3

Ar
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n
a [level M| < /n

B A <3 (Al <3

Ar

————— | Fall 1: [ 4] < §n
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n
a [level M| < /n

B A <3 (Al <3

Ar

————— | Fall 1: [ 4] < §n

® S =level mU level M ist

—__ Separator
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n
a |level M| < /n

Ar

m Fall 1: |A;| < 2n <—

® S =level mU level M ist

e —— Separator
V| e — 2
A aV =max{A1,A2,A3}, |V1| < 5[’7
3
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n

a |level M| < /n

Ar

m Fall 1: |A;| < 2n <—

® S =level mU level M ist

—__ Separator

2 ® Vi = max{A, Ax, As}, [V4| < 2n
3
mV=V\(SUV)
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, m Sei [level u| > 4y/n
@ |level m| < y/n
a [level M| < /n
. A<D Al <2 <

A, —
2 " Fall 1: |4, < 2n <——

® S =level mU level M ist

—__ Separator

2 ® Vi = max{A, Ax, As}, [V4| < 2n
3
B Vo=V\(SUV) Vol <2n
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

@ Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit
beliebiger Wurzel.

A, ® Sei |level p| > 4y/n

® |level m| < y/n
| <+v/n
%1 |A3| S g e‘

Ende: Schritt 4
m

Ar
- | L

Fall 1: |A;| < 2n <—

— @ S =level mUlevel Mist
———— Separator
V| e — 2
A aV =max{A1,A2,A3}, |V1| < 5[’7
3 2
a V2=V\(SUV1) ,|V2|<§n
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,
[level M| < v/n

B A <3 (Al <3

. 2
Fall 2: |A;| > Zn
M —
e
—_ =
e—___ 0
-
V] < —
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Beweis Planar-Separator-Theorem

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,
[level M| < v/n

B A <3 (Al <3

. 2
Fall 2: |A;| > Zn
M —
—
—_ =
——
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Beweis Planar-Separator-Theorem ﬂ(“

Karisn for

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

[level M| < v/n
n n
s A <35 |Al <35
Fall 2: |A;| > 2n
—
—
e—___ 0
-
V] < —
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Beweis Planar-Separator-Theorem ﬂ(“

Karisn for

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

[level M| < v/n
n n
s A <35 |Al <35
Fall 2: |A;| > 2n
—
—_ =
e—___ 0
-
N e
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Beweis Planar-Separator-Theorem ﬂ(“

Karisn for

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

[level M| < v/n
n n
s A <35 |Al <35
Fall 2: |A;| > 2n
—
—_ =
e—___ 0
——
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Beweis Planar-Separator-Theorem ﬂ(“

Karisn for

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

[level M| < v/n
n n
s A <35 |Al <35
G/
Fall 2: |A;| > 2n
—
—_ =
e—___ 0
-
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT

er Institut o Technologie

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,
[level M| < v/n

s A <35 |Al <35

/
G Fall 2:

A2| > %n
@ BFS-Baum T induziert BFS-Baum
T inG
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Beweis Planar-Separator-Theorem ﬂ(“

Karisn for

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

[level M| < v/n
n n
s A <35 |Al <35
G/
Fall 2: |A;| > 2n
@ BFS-Baum T induziert BFS-Baum
e — T in G
—_ =
m < ./nrote levels
e—___ 0
-
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Beweis Planar-Separator-Theorem ﬂ(“’

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,
[level M| < v/n

s B A <5, Al <3

/
G Fall 2: |A;| > 2n

@ BFS-Baum T induziert BFS-Baum
- T in G
-

—
———— | @ T’ hat < \/n levels

m < /nrote levels
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

[level M| < v/n
S A <35 |Al <35
G
Fall 2: |A;| > 2n
® BFS-Baum T induziert BFS-Baum
- T in G
—
m < /nrote levels
—
———— | @ T’ hat < \/n levels
@ Wir wenden das wichtige
Lemma auf G’ und T’ an und
bekommen &', Uy, Us
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,

Lemma Sei G = (V, E) ein planarer, zusammenhangender Graph mit
[V| = n>5und T = (V,E(T)) ein aufspannender Baum von G mit
Wurzel w und Héhe h. Die Knotenmenge von G kann so in drei Mengen
Vi, Vo und S partitioniert werden, dass

a |‘/1|a ’V2| S % - n,
® S Separator, der V4 von V5, trennt,
B[S <2 -h+1

cee—— | @ T hat < ﬁ-7 levels

@ Wir wenden das wichtige
Lemma auf G’ und T’ an und
bekommen &', Uy, Us

AuBenplanare Petersengraph Farbung Béaume
0000 00000000 000 00000
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,
[level M| < v/n

S A <35 |Al <35
Gl
Fall 2: |A;| > 2n
® BFS-Baum T induziert BFS-Baum
T in G
m < /nrote levels

® 7’ hat < y/nlevels

@ Wir wenden das wichtige
Lemma auf G’ und T’ an und
bekommen &', Uy, Us
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Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

& |rote level|> 41/n, |level m| < \/n,
[level M| < v/n
- A <35 |Al <35
Fall 2: |A;| > 2n
® BFS-Baum T induziert BFS-Baum
T'inG
m < /nrote levels

SI

®m T’ hat < +/nlevels

M @ Wir wenden das wichtige

Lemma auf G’ und T’ an und
bekommen &', Uy, Us
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Beweis Planar-Separator-Theorem

& |rote level|> 4+/n, |level m| < v/n,
[level M| < v/n

B A <3 (Al <3

/
G Fall 2:

Agl > %n

® Sei S= S Ulevel mUlevel M
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT
& |rote level|> 41/n, |level m| < \/n,
[level M| < v/n
B A <3 A <3

/
G Fall 2: |A;| > 2n

® Sei S= S Ulevel mUlevel M

@ Nach wichtigem Lemma,
|S'| <2y/n+1,dann |S| < 4/n
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Beweis Planar-Separator-Theorem AT
& |rote level|> 41/n, |level m| < \/n,
[level M| < v/n
A <35 |Al <35

/
G Fall 2: |A;| > 2n

® Sei S= S Ulevel mUlevel M

@ Nach wichtigem Lemma,
|S'| <2y/n+1,dann |S| < 4/n

@ Sei Vi = max{U;, U>}. Nach
wichtigem Lemma, | V4| < 3n.

SI

N ———
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Beweis Planar-Separator-Theorem

& |rote level|> 41/n, |level m| < \/n,
[level M| < v/n
. A< (A < 2
lel
Fall 2: |A;| > 2n

@ Sei S= S Ulevel mUlevel M
U @ Nach wichtigem Lemma,
! |S'| <2y/n+1,dann |S| < 4y/n
@ Sei Vi = max{U;, U>}. Nach
wichtigem Lemma, | V4| < 3n.
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Beweis Planar-Separator-Theorem

& |rote level|> 41/n, |level m| < \/n,
[level M| < v/n
A<D Al <0
/
G Fall 2: |A;| > 2n
@ Sei S= 8 Ulevel mUlevel M
U @ Nach wichtigem Lemma,
! |S'| <2y/n+1,dann |S]| < 44/n
@ Sei Vi = max{U;, U>}. Nach
wichtigem Lemma, | V4| < 3n.

w [Vi]+[S] > V1| +]8'] > 3| Ael.

AuBenplanare Petersengraph Farbung Baume Planar Separator Theorem Umfang Néchste Termine
0000 00000000 000 00000 o 0000 o

Guido Briickner — Ubung 2 9. Mai 2019 20/27



Beweis Planar-Separator-Theorem &‘(lT

& |rote level|> 41/n, |level m| < \/n,
[level M| < v/n
A<D Al <0
/
G Fall 2: |A;| > 2n
@ Sei S= 8 Ulevel mUlevel M
U @ Nach wichtigem Lemma,
! |S'| <2y/n+1,dann |S]| < 44/n
@ Sei Vi = max{U;, U>}. Nach
wichtigem Lemma, | V4| < 3n.

u Vi +[S] > [Vi] +]S'] > 3| A].
V=V \(SUV, Vel =

n—|Vi| =S| < n—}|As| < &n
O
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4.2 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w so, dass der
PLANAR-SEPARATOR-Algorithmus spéatestens nach Schritt 4 mit

S = S U Sy einen glltigen Separator findet.
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4.2 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhéangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w so, dass der
PLANAR-SEPARATOR-Algorithmus spéatestens nach Schritt 4 mit

S = Sy U Sy einen glltigen Separator findet. Stimmt nicht!
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4.2 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhéangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w so, dass der
PLANAR-SEPARATOR-Algorithmus spéatestens nach Schritt 4 mit

S = Sy U Sy einen glltigen Separator findet. Stimmt nicht!

Fall 1: w € {v1, w2}, o0BdA: w = vy

UL Ar=0 Level m
Uy Level p
) Az =10 Level M
U2
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4.2 — Verschiedene Baume A\K"

In jedem planaren, zusammenhéangenden Graphen gibt es einen Knoten
w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w so, dass der
PLANAR-SEPARATOR-Algorithmus spéatestens nach Schritt 4 mit

S = Sy U Sy einen glltigen Separator findet. Stimmt nicht!

Fall2: w € {uy,..., ux}, oBdA:
W = U

Ay ug Level 0
Level
Uy evel m
Ay ugSusé - uy Level u
Az =10
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5 — Folgerung aus dem PLANAR AT
SEPARATOR THEOREM:

Zeigen Sie: Zu einem zusammenhangenden, planaren Graphen

G = (V, E) mit n > 5 Knoten und maximalem Knotengrad A gibt es
einen Schnitt S C E von G mit |S| < 4A+/n,sodass G— S=(V,E\ S)
aus zwei disjunkten Graphen Gy = (V4, E1) und Go = (Ve, E2) mit

Vil < 2n,|Vo| < 2n, ViU Ve = Vund E; U E; = E \ S besteht.
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5 — Folgerung aus dem PLANAR QAT
SEPARATOR THEOREM:

Zeigen Sie: Zu einem zusammenhangenden, planaren Graphen

G = (V, E) mit n > 5 Knoten und maximalem Knotengrad A gibt es
einen Schnitt S C E von G mit |S| < 4A+/n,sodass G— S=(V,E\ S)
aus zwei disjunkten Graphen Gy = (V4, E1) und Go = (Ve, E2) mit

Vil < 2n,|Vo| < 2n, ViU Ve = Vund E; U E; = E \ S besteht.

m Sei §, V|, V) wie im Planar Separator Theorem.

e S={{u,v}eElueSvveS}=|S <4Ayn

w Teile S'in S, S}, sodass | V] U S|| < Znund | V3 U S| < 2n.
e Vi =V/US, Vb=VUS,
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6.1 — Umfang A\KIT

Der Umfang (engl. girth) eines Graphen G ist die Lange eines kirzesten
Kreises in G. Enthélt G keinen Kreis, so ist der Umfang oo.

Geben Sie einen Algorithmus an, der fir einen Knoten v von G entweder
a die Lange des kirzesten Kreises berechnet auf dem v liegt, oder
m entscheidet, dass v nicht auf einem kitirzesten Kreis in G liegt.
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6.1 — Umfang

SHORTCIRCLE(V)
m Breitensuche beginnend bei v

a Wird ein Knoten zum zweiten Mal besucht, ist
ein Kreis gefunden.

a Ein kirzester Kreis wird zuerst gefunden.
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6.1 — Umfang A\‘(IT

SHORTCIRCLE(V)
m Breitensuche beginnend bei v
a Wird ein Knoten zum zweiten Mal besucht, ist
ein Kreis gefunden.
a Ein kirzester Kreis wird zuerst gefunden.

Aber: v liegt nicht notwendigerweise auf diesem
Kreis. Deshalb:
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6.1 — Umfang A\KIT

SHORTCIRCLE(V)
m Breitensuche beginnend bei v

a Wird ein Knoten zum zweiten Mal besucht, ist
ein Kreis gefunden.

a Ein kirzester Kreis wird zuerst gefunden.

Aber: v liegt nicht notwendigerweise auf diesem
Kreis. Deshalb:
a Nummeriere (“labele”) Knoten auf dem ersten
Level (Nachbarn von v)

m Vererbe Label auf neu gefundene Knoten
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6.1 — Umfang

SHORTCIRCLE(V)
m Breitensuche beginnend bei v

a Wird ein Knoten zum zweiten Mal besucht, ist
ein Kreis gefunden.

a Ein kirzester Kreis wird zuerst gefunden.
Aber: v liegt nicht notwendigerweise auf diesem
Kreis. Deshalb:

a Nummeriere (“labele”) Knoten auf dem ersten

Level (Nachbarn von v)
m Vererbe Label auf neu gefundene Knoten

m Wenn sich unterschiedliche Label treffen ist
das ein Kreis, der v enthalt.
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6.2 — Umfang A\KIT

Verwenden Sie das Verfahren aus Aufgabenteil 6.1, um fir einen
beliebigen Graphen den Umfang zu berechnen. Welche Laufzeit erhalten
Sie?
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6.2 — Umfang A\KIT

Verwenden Sie das Verfahren aus Aufgabenteil 6.1, um fir einen
beliebigen Graphen den Umfang zu berechnen. Welche Laufzeit erhalten
Sie?

a Breitensuche fiir eine Zusammenhangskomponente liegt in
O(IV| + |E]) = O(|E]).
a Wiederhole fur jeden Knoten und gib den kleinsten Kreis aus:
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6.3 — Umfang fiur planare Graphen A\K"

Algorithm PLANARGIRTH
C+ x©

for jede Zusammenhangskomponente H von G do

(V4, Vo, S) < PLANARSEPARATOR(H)
C < min{C, min{SHORTCIRCLE(V) | v € S}}

C < min{C, PLANARGIRTH( V) }
C < min{C, PLANARGIRTH( V2)}

end for

return C
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6.3 — Umfang fiir planare Graphen A\K"

Algorithm PLANARGIRTH

C+x

for jede Zusammenhangskomponente H von G do O(ng5 log(ng))
(V4, Vi, S) < PLANARSEPARATOR(H) O(ny) O(n}®)
C < min{C, min{SHORTCIRCLE(V) | v € S}} O(\/NH - Nw)
C < min{C, PLANARGIRTH(V1)} O(T(|V1])) O(T(nw))
C < min{C, PLANARGIRTH(V2)} O(T(|V2|))

end for

return C

a O(log(n)) Rekursionslevel
= Jeder Knoten nur einmal pro Level = pro Level O(n'®) Arbeit
= Insgesamt: O(log(n) - n'°) — besser als O(n""")
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