5 Matchings

Das MATCHING-PROBLEM ist auch fiir beliebige Graphen in P. Unter Anwendung des
PLANAR-SEPARATOR-THEOREMs kann allerdings ein Divide-and-Conquer Algorithmus
fiir das MATCHING-PROBLEM in planaren Graphen entworfen werden, der eine kleinere
Laufzeit hat, als der effizienteste bekannte Algorithmus zur Bestimmung eines maximalen
Matchings in beliebigen Graphen.

In einem Graph G = (V, E) nennt man eine Menge M C E Matching, falls keine zwei Kan-
ten aus M denselben Endknoten haben. Ein Knoten v heifit ungematcht, falls v zu keiner
Kante aus M inzident ist, ansonsten heifit v gematcht.

MATCHING-PROBLEM
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichtsfunktion w: E — R.
Finde in G ein Matching M maximalen Gewichts, d.h.

wiM) =) wle)

eeM

sei maximal unter allen Matchings von G.

Ein Spezialfall dieses Problems besteht darin, ein MATCHING MAXIMALER KARDINA-
LITAT zu berechnen (d.h. w(e) :=1 fiir alle e € E).

Matching M ist nicht maximal.
Vertauschen von - - - mit - - - auf dem
Weg- - - induziert wieder ein Matching.

Abbildung 5.1: Illustration der Begriffe Matching und erhchender Weg.
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5 Matchings

Ein (beziiglich M) alternierender Weg ist ein einfacher Weg oder einfacher Kreis, dessen
Kanten abwechselnd in M und in E\M sind. Ein alternierender Weg P, wobei P die Men-
ge der Kanten des Weges bezeichnet, heiit (beziiglich M) erhohend falls

Z wi(e) — Z w(e) >0

e auf P e auf P,
eEE\M eeM

ist, und P entweder ein Kreis gerader Lénge ist oder ein Weg, dessen erste und letzte Kan-
te jeweils in M oder inzident zu einem ungematchten Knoten ist (siche Abb. 5.1).

Beobachtung. Sei M ein Matching in G und P ein (beziiglich M) erhohender Weg.
Dann ist M' := (M \ P)U (P\ M) ein Matching von G mit w(M') > w(M).

Lemma 5.1. Sei G = (V,E) Graph mit Kantengewichtsfunktion w : E — R. Fin
Matching M von G hat genau dann maximales Gewicht, wenn es bzgl. M in G keinen
erhohenden Weg gibt.

Beweis. Falls es zu M einen erh6henden Weg gibt, so kann M natiirlich nicht maximales
Gewicht haben. Umgekehrt nehmen wir an, dass M ein Matching ist, zu dem es einerseits
keinen erhohenden Weg gibt, fiir das aber andererseits w(M) nicht maximal ist. Dann
gibt es ein Matching M* mit w(M*) > w(M). Betrachte den Subgraph von G, der
durch die Menge MAM* := (MU M*)\(M N M*) induziert wird. Dieser Graph hat nur
Knoten vom Grad 1 oder 2, besteht also aus einfachen Kreisen und Wegen. Wenn nun
keiner der Kreise erhohend bzgl. M ist, so muss es einen inklusionsmaximalen beziiglich
M alternierenden Weg P geben mit w(PNYM*) > w(PN M), da w(M*) > w(M). Wenn
eine Endkante des Weges nicht in M ist, so ist sie in M*, und daher der entsprechende
Endknoten v nicht von M gematcht. Also ist P bzgl. M erhohend. Widerspruch.

Abbildung 5.2: Illustration von Lemma 5.1.

Lemma 5.2. Sei G = (V,E) Graph mit Kantengewichtsfunktion w : E — R und
v € V. Weiter sei M ein Matching maximalen Gewichts in G —v (dem durch V\{v}
induzierten Subgraph von G).
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5 Matchings

— Fualls G keinen erhéhenden Weg bzgl. M mit Endknoten v enthdlt, so ist M auch
Matching maximalen Gewichts in G.

— Ansonsten sei P Kantenmenge eines erhohenden Weges bzgl. M in G mit w(P N
E\M) — w(P N M) mazimal unter allen erhohenden Wegen. Dann ist MAP ein
Matching maximalen Gewichts in G.

Matching M

Wege Pauaeae ynd P/ -ovveee

Abbildung 5.3: Illustration von Lemma 5.2.

Beweis. Betrachte ein Matching M maximalen Gewichts in G—v. Dann ist M natiirlich
auch Matching in G. Jeder erhohende Weg bzgl. M in G muss als Endknoten v haben,
ansonsten hétte M nicht maximales Gewicht in G —v.

Sei nun M* ein Matching maximalen Gewichts in G. Wiederum bildet MAM* eine Men-
ge einfacher beziiglich M* bzw. M alternierender Wege und Kreise in G. Jeder beziiglich
M erhéhende Weg im durch MAM* induzierten Graph ist auch erhéhend in G. Der
durch MAM* induzierte Graph kann jedoch héchstens einen beziiglich M erh6henden
Weg und zwar mit Endknoten v enthalten, da ansonsten v zu mindestens zwei Kanten
aus M* inzident wére. Falls P* ein solcher Weg ist, so hat das durch Erhohung entlang
P* konstruierte Matching Gewicht

W(M) —w(P* N M) +w(P* NE\M) = w(M) — w(P* 0 M) + w(P* 0 M*).

Da im durch MAM* induzierten Graph kein weiterer beziiglich M erhéhender Weg exi-
stiert, hat die Menge der Kanten aus M, die nicht auf P* liegen dasselbe Gewicht wie
die Menge der Kanten aus M*, die nicht auf P* liegen, d.h. w(M) — w(P* N M) =
w(M*) —w(P* N M*). Dann hat also das durch Erhohung entlang P* konstruierte Mat-
ching Gewicht

w(M) —w(P* N M) +w(P*NM*") =w(M").

Daraus folgt die Behauptung. O
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5 Matchings

Basierend auf diesem Lemma kann in einem beliebigen Graph G = (V, E), |E| = m, aus ei-
nem Matching maximaler Kardinalitdt bzw. maximalen Gewichts in G—v (fiir beliebiges
v € V) ein Matching maximaler Kardinalitdt bzw. maximalen Gewichts in G konstruiert
werden. Die Laufzeit ist O(m) bzw. O(mlogn) (siche Ubung (teilweise)). Dies fiihrt fiir
planare Graphen zu einer Laufzeit von O(n) bzw. O(nlogn).

Der folgende rekursive Algorithmus findet in planaren Graphen ein Matching maximalen
Gewichts bzw. Kardinalitdt unter Benutzung des ,, PLANAR-SEPARATOR-THEOREMs"
und Lemma 5.2.

Divide-and-Conquer-Algorithmus Max-Matching

Schritt 1: Falls G hochstens drei Knoten enthélt, bestimme direkt ein Matching maxi-
malen Gewichts.

Schritt 2: Ansonsten zerlege V in V7, V, und S entsprechend dem PLANAR-SEPARA-
TOR-THEOREM.
G1, G bezeichne die durch V7 bzw. V; induzierten Subgraphen von G.
Wende den Algorithmus rekursiv auf G; und G, an, und berechne so Matchings
maximalen Gewichts M bzw. M5, von G bzw. G,.
Sei M :=M;UM,, V'.=V,UV,.

Schritt 3: Solange S # () ist, fiihre aus:
Wihle v € S, und setze S := S\{v} und V' := V' U{v}.
Wende Lemma 5.2 an um in dem durch V’ induzierten Subgraph von G ein Mat-
ching maximalen Gewichts zu berechnen.

Wenn t'(n) die Laufzeit zur Berechnung eines Matchings maximalen Gewichts in einem
Graph G mit n Knoten aus einem Matching maximalen Gewichts von G—v ist, und t(n)
Laufzeit des Divide-and-Conquer-Algorithmus bezeichnet, so gilt:

t(ng) = co, fiir geeignetesng € N
tn) <t(c;-n)+t(ca-m)+cz3-vn-t'(n) firn > ny,

wobei cg,C1,C2,c3 konstant, ci,co < % und ¢y + ¢2 < 1. Man kann mit Techniken
zur Analyse von Rekursionabschitzungen (siehe dazu Vorlesung ,, Algorithmentechnik®)
beweisen, dass

t(n) € O(n2) falls t'(n) € O(n),

-logn) falls t'(n) € O(nlogn).

Nlw Njw

und t(n) € O(n
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