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Motivation




Motivation AT
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Definition Steiner-Baum-Problem ﬂ(“’

a Ungerichteter gewichteter zusammenhéngender Graph
G=(V,E,d),EC {{u,v} € Vx V|u# v},
d:E— Ry

m Steinerpunkte S C V

o = = E El= DAl
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Definition Steiner-Baum-Problem AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

a Ungerichteter gewichteter zusammenhéngender Graph
G=(V,E,d),EC {{u,v} € Vx V|u# v},
d:E— Ry

m Steinerpunkte S C V

ZeeE’ d(e) minimal

Das Steiner-Baum-Problem ist N'P-schwer

o = = E El= DAl
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Beispiele AT
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Beispiele A\KIT

= Minimaler Spannbaum entspricht nicht dem minimalen Steinerbaum
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Beispiele AT
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Beispiele

= Knoten, die nicht markiert sind, kbnnen nicht einfach entfernt werden
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Andere Arbeiten A\‘("

a eines von Karps 21 A/P-volistandigen Problemen [Kar72]
a diverse Approximationsalgorithmen z.B. [Meh88] [RZ00]

a Gropl, Hougardy, Nierhoff, Prémel zeigen:
P #+ NP = es gibt kein PTAS fiir das Steinerbaumproblem
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/SATISFIABILITY
SEI0ic 0-1 INTEGER SATISFIABILITY WITH AT
’ \ PROGRAMMING MOST 3 LITERALS PER CLAUSE

NCDE SET
//COVER PACKING CHROMATIC NUMBER
FEEDBACK FEEDBACK DIRECTED
NODE SET aRC SET Mamiizon  SET coveR CovRR.
crrcury  COVERING //
- 3-DIMENSIONAL HITTING STEINER
KNAPSACK
UNDIRECTED MATCHING SET TREE
HAMILTON
CIRCUIT
SEQUENCING PARTITION
MAX CUT
aus [Kar72]
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EXACT-COVER AIT

Technologie

Endliche Menge M = {uy, ... un}, Teilmengen X = {Si,...,Sn}

o = = E El= DAl
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EXACT-COVER AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Endliche Menge M = {uy, ... un}, Teilmengen X = {Si,...,Sn}

Gibt es eine Auswahl {S;, S;, ..., Sk} C X, sodass
a S, Sj, ..., Sk disjunkt

o = = E El= DAl
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EXACT-COVER <, STEINER TREE AT

k =
Gegeben: M = {u,...up}, m !
Teilmengen S; C M
EXACT-COVER Instanz ist Ja-

Instanz < Graph hat Steinerbaum
mit Gewicht kleiner gleich k
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Der Approximationsalgorithmus
von Kou, Markowsky und
Berman
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Der Approximationsalgorithmus QAT
[KMB81]

Eingabe: G = (V,E,d),S C V

1 Vollstandiger Graph Gy = (S, E1, d1)
di({u, v}) = d(ShortestPath(G, u, v))

2 Ty + MST(Gy)

3 Packe kirzeste Wege in Ty aus =
erhalte Gs

4 Tg <+ MST(Gs)

5 Ty < Tsohne unnétige Zweige
Ausgabe: Ty

(wobei MST(G) einen minimalen Spannbaum in
G berechnet)
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Der Approximationsalgorithmus
[KMB81]

Eingabe: G = (V,E,d),S C V

1 Vollstandiger Graph Gy = (S, Ey, dy)
di({u, v}) = d(ShortestPath(G, u, v))

2 Ty + MST(Gy)

3 Packe kirzeste Wege in Ty aus =
erhalte Gs

4 Tg <+ MST(Gs)

5 Ty < Tsohne unnétige Zweige
Ausgabe: Ty

(wobei MST(G) einen minimalen Spannbaum in
G berechnet)
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Der Approximationsalgorithmus

[KMB81]

Eingabe: G =

(V,E,d),S C

1 Vollstandiger Graph Gy = (S, E1, d1)
di({u, v}) = d(ShortestPath(G, u, v))

2 Ty «— MST(Gy)

3 Packe kirzeste Wege in Ty aus =

erhalte Gs
4 Tg <+ MST(Gs)

5 Ty < Tsohne unnétige Zweige

Ausgabe: Ty

%

(wobei MST(G) einen minimalen Spannbaum in

G berechnet)
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Der Approximationsalgorithmus QAT
[KMB81]

U1 GS

Eingabe: G = (V,E,d),S C V
1 Vollstandiger Graph Gy = (S, E1, d1)
di({u, v}) = d(ShortestPath(G, u, v))
2 Ty + MST(Gy)
3 Packe kirzeste Wege in Ty aus =

Vg

erhalte Gg T
4 Ts «— MST(Gs) V2 @ 1 o S Vs
6
5 Ty < Tsohne unnétige Zweige
Ausgabe: Ty 2 2
(wobei MST(G) einen minimalen Spannbaum in
G berechnet) P
U3
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Der Approximationsalgorithmus
[KMB81]

Eingabe: G = (V,E,d),S C V

1 Vollstandiger Graph Gy = (S, E1, d1)
di({u, v}) = d(ShortestPath(G, u, v))

2 Ty + MST(Gy)

3 Packe kirzeste Wege in Ty aus =
erhalte Gs

4 Ts <+ MST(Gs)

5 Ty < Tsohne unnétige Zweige
Ausgabe: Ty
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Der Approximationsalgorithmus QAT
[KMB81]

. 3! Ty
Eingabe: G = (V,E,d),S C V
1 Vollstandiger Graph Gy = (S, E1, d1) {
di({u, v}) = d(ShortestPath(G, u, v))
2 T, « MST(Gy) “9
3 Packe kirzeste Wege in Ty aus = 1
erhalte Gs
4 Tg+ MST(Gs) V2 o 1 o 1 & Us
Ve
5 Ty < Tsohne unnétige Zweige
Ausgabe: Ty 2 2
(wobei MST(G) einen minimalen Spannbaum in
G berechnet) @ 4
U3
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Der Approximationsalgorithmus QAT
[KMB81]
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Der Approximationsalgorithmus QAT
[KMB81]

Eingabe: G = (V,E,d),S C V
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Der Approximationsalgorithmus QAT
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Worst-Case Laufzeit im RAM-Modell AT

1 Konstruktion von G; aus kiirzesten Wegen: O(|S||V|?)
2 Minimaler Spannbaum in Gy: O(|S|?)

3 Konstruktion von Gs: O(|V/|?)

4 Minimaler Spannbaum in Gs: O(| V|?)

5 Unnédtige Blatter entfernen: O(|V|)

Gesamt: O(|S]|V|?)
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Laufzeit von Schritt 3 A\‘("

Schritt 3: Konstruiere aus Tg den Graphen Gg
— Kanten durch kiirzeste Wege ersetzen

Step 3 could be done in O(|V|) time [KMB81]
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Laufzeit von Schritt 3 A\‘("

Schritt 3: Konstruiere aus Tg den Graphen Gg
— Kanten durch kiirzeste Wege ersetzen

Step 3 could be done in O(|V|) time [KMB81]

a Kantengewichte diirfen 0 sein
a Wahl der klrzesten Wege ist beliebig
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Notation A\KIT

m Ty: Steinerbaum, erzeugt vom Approximationsalgorithmus [KMB81]
@ Dy: Summe der Kantengewichte in Ty
@ Tpyn: minimaler Steinerbaum
® Dyny: Summe der Kantengewichte in Tyyy
a b: Anzahl der Blatter in Tyyn
a d(P): Lange eines einfachen Pfades/Zyklus P
ngglgrgsteuung /;nodoege Arbeiten gpoproximahonsalgor\lhmus ’;Zalycfi oe0000 Zousammenfassung
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Relative Gutegarantie AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Sei mit G = (V, E, d) und S eine beliebige Eingabe fiir den Algorithmus
[KMB81] gegeben. Dann gilt: Dy /Dyiv < 2(1 — 1)

or <9 = =) E|= DA
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Baumtraversierung %(“'

 nstitut for Technologie

Lemma

Sei T ein Baum mit m > 1 Kanten. Dann gibt es einen Zyklus
C = (uo, ...U2m) in T wobei gilt:

i jede Kante aus T kommt genau zwei mal in C vor

ii jedes Blatt aus T kommt genau einmal in C vor

i wenn u; und u; Bléatter in C sind und kein anderes Blatt dazwischen
ist, ist (U, Uj+1, ..., U;) ein einfacher Pfad.

=] =) = E El= DAl
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Baumtraversierung - Beweis des
Lemmas

Beweis. (Induktion tber m)

IA.m = 1 und T ist ein Baum = T be-
steht aus zwei Knoten V = {u,v} = C =
(u, v, u) leistet i, ii, iii (u Wurzel)
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Baumtraversierung - Beweis des A\‘("
Lemmas N

1.V. Es gelte die Behauptung fur m = k > 1
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Baumtraversierung - Beweis des A\‘("
Lemmas N

1.V. Es gelte die Behauptung fur m = k > 1
1.S.Seim=k+1.
Sei v, ein Blatt. Wende auf /. V. auf

G—vo = (V\{v}.{e € E v, £ €}) an
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Baumtraversierung - Beweis des A\‘("
Lemmas N

1.V. Es gelte die Behauptung fur m = k > 1
1.S.Seim=k+1.

Sei v, ein Blatt. Wende auf /. V. auf
G—voi=(V\{np}{ecE[p¢ean
= 3 Zyklus C = (U}, ..., Uyy), A
der i, ii, iii in G— vy erfillt. Sei vq der Elternk- 5/
noten von v,,. Dann ersetze in C das erste v, 7
durch vy, vp, vq. O
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Relative Gutegarantie - Beweis AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Sei mit G = (V, E,d) und S eine beliebige Eingabe fiir den Algorithmus
[KMB81] gegeben. Dann gilt: Dy /Dyiv < 2(1 — )

i
Il
I
D

] = =
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Relative Gutegarantie - Beweis ﬂ(“

Sei mit G = (V, E,d) und S eine beliebige Eingabe fiir den Algorithmus
[KMB81] gegeben. Dann gilt: Dy /Dyiv < 2(1 — )

Beweis. Wende Lemma auf Tyyy an = liefert Zyklus L in Tyyy mit
i jede Kante von Tyyn genau zweimal in L = d(L) = 2 - Dy
ii jedes Blatt aus Tyyn genau einmal in L

i wenn u; und u; Blatter in L sind und kein anderes Blatt dazwischen
ist, ist (uj, Ujy1, ..., U;) ein einfacher Pfad.

=] =) = E El= DAl
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Relative Gutegarantie - Beweis A\K"

Seien Py, ..., Py die Pfade, die die Blatter verbinden.

Sei Pyax = argmax-”:1d(Pi) = d(PMAX) > 1Ed(L)

Sei P := L — Pjpax der Zyklus L ohne Kanten aus Pyax
= d(P) < (1—3)d(L)=(1—%) 2 Duw

d(P)<2-(1—1%) - Duw|(1)
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Relative Gutegarantie - Beweis A\‘("

d(P)<2-(1—14)- Duw|(1)

Dy < d(MST(Gy))
(Schritte 3-5 verlangern die Distanz nicht)

Seien wy, wo, . . . wk die Steinerpunkte, Vs s
in dieser Reihenfolge in P vorkommend

Sei T ein Spannbaum

in Gy, der genau {wq, wa}, ... {wk_1, wk} enthalt.

d(MST(Gy)) < d(T)

Jede Kante aus Ty mindestens einmal in P =

d(T) <d(P)
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Relative Gutegarantie - Beweis A\‘("

d(P)<2-(1—14)- Duw|(1)

Dy < d(MST(Gy))
(Schritte 3-5 verlangern die Distanz nicht)

Seien wy, wo, . . . wk die Steinerpunkte, Vs s
in dieser Reihenfolge in P vorkommend

Sei T ein Spannbaum

in Gy, der genau {wq, wa}, ... {wk_1, wk} enthalt.

d(MST(Gy)) < d(T)

Jede Kante aus Ty mindestens einmal in P =

d(T) <d(P)

Es folgt: | Dy < d(P) | (2)
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Relative Gutegarantie - Beweis A\‘("

d(P)<2-(1—14)- Duw|(1)

Dy < d(MST(Gy))
(Schritte 3-5 verlangern die Distanz nicht)

Seien wy, wo, . . . wk die Steinerpunkte, Vs s
in dieser Reihenfolge in P vorkommend

Sei T ein Spannbaum

in Gy, der genau {wq, wa}, ... {wk_1, wk} enthalt.

d(MST(Gy)) < d(T)

Jede Kante aus Ty mindestens einmal in P =

d(T) <d(P)

Esfo|gt:M(2) (1),(2) = Beh. O
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Die Schranke ist scharf AT

 nstitut for Technologie

Theorem

Sei b > 2. Dann gibt es einen Graphen G = (V, E, d) und Steinerpunkte
S C V sodass Ty b Blétter hat und im Worst-Case Dy;/ Dy = 2(1 —

Beweis. Flir b > 2 betrachte:

b Knoten

o = = E El= DAl
Problemstellung Andere Arbeiten Approximationsalgorithmus Analyse Zusammenfassung
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vollstandiger Graph G := (V,E,d) V := {vy, Vo, ..., Vbt1}

1L, Vi=Vp 1 VV =1y
d({vi,vy) =14 0 P IT T I s v\ (v}

2, sonst

b Knoten
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vollstandiger Graph G := (V,E,d) V := {vy, Vo, ..., Vbt1}

1, Vi = Vpy1 V Vi = Vpiq
d({vv) =1, o T T S = v fwe)

Optimaler
Steinerbaum
Tuin

................. b Knoten
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vollstandiger Graph G := (V,E,d) V := {vy, Vo, ..., Vbt1}

1,Vi= Vo1 V V= Vpyq
d({vv) =1, o T T S = v fwe)

Steinerbaum
Ty

b Knoten

Dwin = bund Dy =2(b—1) = Dy/Dyv =2(b—1)/b=2(1—1) O

Problemstellung Andere Arbeiten Approximationsalgorithmus Analyse Zusammenfassung
00000 0000 00 00000000000 o

Benedikt Wagner — Steiner-Baum-Approximation 14.05.2018 25/27



Zusammenfassung A\‘("

a Steiner-Baum-Problem ist A'P-schwer

m Algorithmus, der Shortest Path und Mininum Spanning Tree nutzt
w Laufzeit: O(|S||V|?)

» Garantie: Dyy/Dyy < 2(1 — 1)

Problemstellung Andere Arbeiten Approximationsalgorithmus Analyse Zusammenfassung
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