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Gliederung A\KIT

1. Das Problem MWIS
2. Dynamische Programmierung auf Baumen
3. Baumweite und Baumzerlegung

4. Dynamische Programmierung auf Baumzerlegungen
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Maximum Independent Set A\‘(lT

m Gegeben: Graph G = (V,E)
® Gesucht: maxscy{|S|:Vu,v € S: #{u, v} € E}

3 Marc Jenne:

Fakultat fiir Informatik
Maximum-Weight Independent Set mittels Baumzerlegung Institut fir Theoretische Informatik



Maximum Independent Set A\‘(lT

N
_— \\B,,)\

® e

m Gegeben: Graph G = (V,E)
® Gesucht: maxscy{|S|:Vu,v € S: #{u, v} € E}

Fakultat fiir Informatik
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Maximum Weight Independent Set A\‘(lT
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m Gegeben: Graph G = (V, E) mit Knotengewichtsfunktion
w:V — Np

® Gesucht: maxgcy{YscsW(s):Vu,v e S: #u,v} € E}
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Maximum Weight Independent Set A\‘(lT

m Gegeben: Graph G = (V, E) mit Knotengewichtsfunktion
w:V — Ny

m Gesucht: maxgcy{Yscsw(s):Vu,v e S: {u,v} € E}
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MWIS auf Baumen: DP AIT

u funktioniert aufgrund der Eigenschaften
von Baumen
@ gewurzelter Baum mit Orientierung:
jeder Knoten ist Wurzel des Teilbaums
darunter
a Problem in Teilprobleme teilen und
unabhéangig voneinander l6sen
m zwei Mdglichkeiten fir jeden Knoten j:
& j gehort nicht zum MWIS: Kinder von j
kénnen dazugehdéren
& j gehdrt zum MWIS: Kinder von j kdnnen
nicht dazugehdéren
fH(j): IMWIS|in Gj: j € MWIS
f=(j): IMWIS|in G;: j ¢ MWIS
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fir Technologie

- |AB C D EF G H I

v - - - - - - - -

= (v)
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Beispiel A\KIT

f+_(v)—----—--
f=(v)
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Beispiel A\KIT

f+(H) =12

f~(H)=0

+(F) = 11

f~(F)=0

f+(E) =5

f~(E)=0

f+(D) =7

@ O

- /A B CDE F G H |

Fv) |- - - 7 5 11 - 12 1
f~(v)|- - - 0 0 0 - 0

Fakultat fiir Informatik
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Beispiel A\KIT

fF(G)=w(F)+f (H)+f () =
15+0+0=15

)
D
@ @ f~(G) = max{fT(H),f(H)} +

max{f+(I),f~()} =12+1 =13

- \ A B CDE F G H I
fFv)| - - - 7 5 11 15 12 1
f~(vy|- - - 0 0 0 13 0 O
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Beispiel A\KIT

fH(C)=w(C)+f (G) =
8+13 =21

D
@
() @ f~(C) = max{f*(G),f~(G)} = 15

- \ A B C DE F G H I
fFv) |- - 21 7 5 11 15 12 1
f~(v)|- - 15 0 0 0 13 0
10 Marc Jenne: Fakultat far Informatik
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Beispiel A\KIT

fr(A) =w(A)+f (B)+f (C) =
10423+ 15=48

)
(=) (o)
o) (o ) T f(A) = max{f(B),f(B)} +

max{f+(C), f~(C)}

=23+21 =44
- \ A B C D E F G H I
fflvi[48 3 21 7 5 11 15 12 1
f(v)|4 23 15 0 0 0 13 0 O
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Laufzeit A\KIT

for v € Vdo
if v is a leaf then
f~(v)=0
+ _
® jeder Knoten wird einmal betrachtet Fr(v) =w(v)
. else
m pro Betrachtung eine Abfrage und 2 Fr(v) = w(v) +
Wertezuweisungen P
o Ycecf(0)
u Laufzeitist also O(|V|) f=(v) =
Yeecmax{f*(c),f~(c)}
end
end
12 Marc Jenne: Fakultat fiir Informatik
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DP auch fiir weitere Graphen méglich? IT

a funktioniert wegen Baumeigenschaften
m |asst sich dieses Prinzip auf beliebige Graphen Ubertragen?
m es gibt Graphen, die "baumahnlich" sind

13 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Baumzerlegung AT

Karlsruher Institut fir Technologie

(A
B C D
E F
a)
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Baumzerlegung

Karlsruher Insttut fur Technologie
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Baumzerlegung AT

risruher Istitut fir Technologie

@ Node Coverage: U V=V
teT

a Edge Coverage:
Y(u,v)€e E:JteT:uveVW

15 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Baumzerlegung ﬂ(“.

(&)
. _ ®
@ Node Coverage: U Vi =V
teT

m Edge Coverage:

Y(uv) e E:JteT:uveV
m Coherence: Vty, b, € T, b

liegt auf Pfad zwischen t; und

l3: /D.,H,F

ue Vf1' Vts = uc Vf2 ABC — CDE —DEF

AN
D,F,G
16 Marc Jenne: Fakultat flr Informatik
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Baumzerlegung A\KIT

@ Node Coverage: U Vi=V
teT

a Edge Coverage:
Y(u,v)e E:JteT:uveW
m Coherence: Vi, b, t3€ T, Ib
liegt auf Pfad zwischen #; und

f3: )
uc Vt1, Vl‘3 = Uuc Vtg -

ABC —— CDE — DEF
AN

e
DF.G

DHF

Eine Baumzerlegung ist ein geordnetes Paar (T, {V;:t € T}).

17 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Eigenschaften einer Baumzerlegung $‘(|T

@ Node Coverage und Edge Coverage: widerspiegeln der
Zusammenhange der Knoten in den Bags V;

a Coherence: Spaltungen in T spiegeln sich in G wider

m Spalteigenschaften von Baumen:

m wenn eine Kante entfernt wird, zerféllt der Baum in 2 Teilbdume
m wenn ein Knoten v geldscht wird, zerfallt der Baum in deg(v) Teilbdume

18 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Spalteigenschaften durch Coherence  XIT

Annahme: T — t besteht aus den Komponenten Ti,..., Ty. Dann
haben die Teilgraphen Gr, — V4, G, — V4, Gr, — V; keine gemein-
samen Knoten und sind durch keine Kante verbunden.

DHF

19 Marc Jenne: Fakultat fiir Informatik
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Spalteigenschaften durch Coherence  XIT

Annahme: T — t besteht aus den Komponenten Ti,..., Ty. Dann
haben die Teilgraphen Gr, — V;, G1, — V¢, Gr, — V; keine gemein-
samen Knoten und sind durch keine Kante verbunden.

AL

DHF

D ABC CDE ‘
AN

,,,. |

a

B) <
B :
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Spalteigenschaften durch Coherence  XIT

Annahme: T — t besteht aus den Komponenten Tq,..., Ty. Dann
haben die Teilgraphen Gr, — V4, G, — V4, Gr, — WVt keine gemein-
samen Knoten und sind durch keine Kante verbunden.

— SR
I'/A\\l /H :‘ D HF
A N~
\\ Gn—Vi T,
\ ABC —— CDE
< YN SN
‘\B ) ) ‘\\”7/“ \\9/ T D,F,G
Gr, — Vi, Or. — Vi,
T

Fakultat fir Informatik

20 Marc Jenne:
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Spalteigenschaften durch Coherence  XIT

Seien X und Y die Komponenten von T nach Léschen der Kante
(x,y). Dann teilt das L6schen der Menge VN V), aus V den Graphen
G in zwei Teilgraphen Gx — (Vx N Vy) und Gy — (Vx N Vy). Diese
Teilgraphen haben keinen gemeinsamen Knoten und sind durch keine
Kante verbunden.

;AA
N\ DHF
B C —(D p!
[ .
H) ABC — CDE —— DEF
y N
N
Ep—n0(F D,F,G
NG
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Spalteigenschaften durch Coherence  XIT

Seien X und Y die Komponenten von T nach Léschen der Kante
(x,y). Dann teilt das Léschen der Menge VN V), aus V den Graphen
G in zwei Teilgraphen Gx — (Vx N Vy) und Gy — (Vx N Vy). Diese
Teilgraphen haben keinen gemeinsamen Knoten und sind durch keine
Kante verbunden.

(A) (H) DAHLF
PN AL
N
(F) ABC —— CDE DEF
B)—— —C) G ‘ N
Gy = (V2NV,) Gy — (\';:mx';,) v D,F,.G
21 Marc Jenne: Fakultat fir Informatik
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Baumweite ﬂ(“.

a Motivation: "baumahnlich”
formalisieren

m Baumweite einer Zerlegung:
tW(T, {Vt}) = max; | Vt’ —1

a Baumweite eines Graphen:
kleinste Baumweite unter allen DHF
méglichen Zerlegungen

-
ABC —— CDE — DEF

DF,G

22 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Zuriick zum Problem MWIS IT

a Ziel: DP auf beliebige Graphen anwenden

a mithilfe von Baumzerlegungen: Anwendung von DP in leicht
abgewandelter Form
a Problem MWIS ist fixed parameter tractable

m Laufzeit exponentiell in der Baumweite

23 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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DP auf Baumzerlegung A\‘(lT

m im orientierten Baum: man betrachtet bottom-up alle Bags V;

® bei jeder Bag gilt: das optimale MWIS schneidet die Menge V; in
einer Teilmenge U

® man betrachtet alle méglichen Teilmengen: Brute-Force
m Baumweite w: es gibt also 2+ Teilmengen

24 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Algorithmus - Die Teilprobleme A\‘("'

m zu jedem Teilbaum T; definieren wir eine Menge von Teilproblemen:
eines fur jede Teilmenge U C V

a f(U) bezeichnet das maximale Gewicht eines IS Sin G;, unter der
Voraussetzung dass SN Vy; = U

m wenn U kein IS ist, ist f;(U) nicht definiert
m zu jeder Bag gehdéren maximal 2%+ Teilprobleme

25 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Zusammenhang U mit Kindern AT

Karlsruher Institut fir Technologie
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Zusammenhang U mit Kindern A\‘(lT

m Betrachtung einer Teilmenge
Uucy

27 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Zusammenhang U mit Kindern A\‘(lT

m Betrachtung einer Teilmenge
UcVv;

a S sei MWIS von G; unter der
Bedingung: SN V; = U

28 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Zusammenhang U mit Kindern A\‘(lT

m Betrachtung einer Teilmenge
ucy

a S sei MWIS von G; unter der
Bedingung: SN V; = U

a5 =S8nNGgG;

29 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Zusammenhang U mit Kindern A\‘(lT

m Betrachtung einer Teilmenge
ucy

a S sei MWIS von G; unter der
Bedingung: SN V; = U

a5 =S8nNGgG;
a §;ist ein MWIS von G;, unter
der Bedingung:
Snvi=UnV,
29 Marc Jenne: Fakultat far Informatik
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30

Lésung der Teilprobleme A\‘(lT

S sei ein MWIS von G; unter der Bedingung: SN V; = U. Dann gilt: S;
ist ein MWIS von G;, unter der Bedingung: §;N Vy = UN V;,

® Annahme: 31S §; mit SN V; = UN V; und w(S]) > w(S;)
m betrachte Set §' = (S—-S;))US]

m Fall 1: §'ist IS — widerspricht Wahl von S als MWIS

m Fall 2: §'istkein IS

m e = {u, v} mit beiden Enden in §': u und v kénnen weder beide in S
noch beide in S} sein

mueS-SudveS -S=>ué¢Gy,veG—(VinV)

m Schnitteigenschaft: es kann keine Kante {u, v} geben

Marc Jenne: Fakultat fiir Informatik
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Rekurrenz zum Berechnen der A\‘("'
Teilprobleme

m Fall 1: tist ein Blatt

a f;(U) =w(U) firjedes IS U C V;
m Fall 2: tist ein innerer Knoten

m thatKinder ty, ..., ty

m von diesen Kindern ist f;. (U;) fir jedes IS U; C V;, bereits berechnet
worden

® (V) = w(U) + T max{fy, (Up) = w(U; N U) :
UnVy=UnNV;und U; C V; ist unabhangig}

31 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
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Algorithmus - Pseudocode A\‘(lT

Root T at an arbitrary node r

fort € T in post-order do

if t is a leaf then

foreach ISU C V;do

| (U) =w(U)

end

else

for each IS U C V; do
f(U) = w(U) + X9, max £, (U;) —w(U;N U) :
UunVy=UnNV;and U; C V; is independent

end

end

end

return max{f,(U) : U C V, is independent}

32 Marc Jenne:
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Beispiel A\KIT

® @
)
Knoten ist ein Blatt @ @
o

(o
i we © @

f(U) = w(U) + YL, maxf, (U;) —w(U;n U) :

UunVvy=UnV;and U; C V; is independent
U | D F G
RO 0 4 10 2
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Beispiel A\KIT

Q

Knoten ist ein Blatt ~
@Q@ % @ =

f(U) = w(U) + YL, maxf, (U;) —w(U;n U) :
UunVvy=UnV;and U; C V; is independent
U | D F G| CE F
f(Uy[o 4 10 2|0 3 8 10
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Beispiel A\KIT

Knoten ist ein Blatt ~
% @ b9

f(U) = w(U) + YL, maxf, (U;) —w(U;n U) :
UunVvy=UnV;and U; C V; is independent
U | D F G| CE F|® A B
(U)o 4 10 2|0 3 8 10|0 6 7

35 Marc Jenne: Fakultét fiir Informatik
Maximum-Weight Independent Set mittels Baumzerlegung Institut fir Theoretische Informatik



Beispiel

Innerer Knoten

f(U) = w(U) + YL, maxf,(U;) —w(U;n U) :
UnVvy=UnV;and U; C V; is independent

U |9 D F G| CE F|® A B
(U | 0 4 10 2\03810\067
U © C D F CpD
fr(U)
36 Marc Jenne: Fakultat far Informatik
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Beispiel A\KIT

&
U={0} | @

A
U C{D F G}:{2},{G (B/7
U,-Q}C,E,F{:E(b;%b‘% / { @ @
f(U)=0+2+8=10 D/4

/Eg\F/w >c/? @ @
—

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent
U@DFG\@CEF\@AB
(U)o 4 10 2|0 3 8 10|0 6 7

U |® Cc D F CD
f(0) | 10
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Beispiel A\KIT

° o

Z:C{{%}F G} : {0}, {G} 63/%{
U C {C.E.F}:{C} - @ @
fi(U)=3+2+0=5 C/3 D/4

/N
(is)—Em—(ap)

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U | D F G| CE F|® A B
f(U)| 0 4 10 2\0 3810\067
u © C D F CD
KUY 10 5
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Beispiel A\KIT

&
U={D} @l/
UEREd 8 e /v @ @
f(U)=4+0+8=12
KE/g F/l[)

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U | D F G| CE F|® A B
f(U)| 0 4 10 2\0 3810\067
u © C D F CD
R(U) |10 5 12
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Beispiel A\KIT

U (D F.G)(F) @a
U;C {C.E,F}: {F} i @ @
f(U) =10+0+0=10 ,

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U | D F G| CE F|® A B
f(U)| 0 4 10 2\0 3 8 10\0 6 7
u © C D F (CpD
R(UY |10 5 12 10
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41

Beispiel A\KIT

@o\
et E%
740+
KE/g F/10

U={C, D}
U C {D F G}:{D}
U C{CEF {C}

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U © D F G \ © C E F \ © A B
f(Uy|0 4 10 2 \ 0 3 8 10 \ 0 6 7
u © C D F (CpD
R(UY|10 5 12 10 7
Marc Jenne: Fakultat fiir Informatik
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Beispiel

innerer Knoten

f(U) = w(U) + YL, maxf,(U;) —w(U;n U) :
UnVvy=UnV;and U; C V; is independent

U |2 D F G| CE F|® A B
f(U |0 4 10 2|0 3 8 10[0 6 7
U |® C D F CD|® B C D CD
RU)[10 5 12 10 7 |

42 Marc Jenne:
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Beispiel IT
()

U= {@} £ @

U e {A B} : {0} {A B/T)

U,E}C,D},’F}{:%(D{},}%F} C}g/ N @ @

f(U)=0+6+10 =16

N /},
KE/S F/10, \G/?)
— —
f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent
U © D F G\@ C E F \@ A B
(U)o 4 10 2|0 3 8 10|0 6 7
U |® ¢ D F Ccb|® B C D CD
f(U)y[10 5 12 10 7 |16
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Beispiel

U={B}

Ui e {A B} : {B}

Ui e {C.D,F}: {2} {F}
f(U)=740+10 =17

&

o/

()

. &

3 D/4

N/ }
F/10,__ \G/}\

/

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U | D F G| CE F|® A B
R(U)|0 4 10 2|0 3 8 100 6 7
U |® C D F CD|® B C D CD
R(U) |10 5 12 10 7 |16 17
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Beispiel

U={Ct}

Ui € {A B} : {@}, {A}
Ui e {C,D,F}:{C}
f(U)=3+6+2=11

&

/3

()

l e
B/T\ @ @

D/4

/ N
F/10_ a/2) @
\\/

/

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U |® D F G|® CE F|® A B
U0 4 10 2|0 3 8 100 6 7
U |® C D F CD|® B C D GCD
R(U) |10 5 12 10 7 |16 17 11
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Beispiel

U={D}

Ui € {A B} : {0}, {A}
Uie{C.D F}:{D}
f(U)=4+6+8=18

\ N
E/8 _ [Fj10_ a/2) @
& &)

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U |® D F G|® CE F|® A B
U0 4 10 2|0 3 8 100 6 7
U |® C D F CD|® B C D CD
R(U)|10 5 12 10 7 |16 17 11 18
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Beispiel A\KIT
(A/6 @
N
U={C D} J
Ui € {A B} : (@}, {A} & (x2) (eos
U,-e{CDF} (C,D}
\E/S _[F/10 c 2; @ @

f(U) = w(U) + X2 max f,(U;) —w(U;N V) :
UnVi=UnV;and U; C V; is independent

U | D F G| CE F|® A B
f(Uy|0 4 10 2 \ 0 3 8 10 \ 0 6 7
U © C D F (CpD \ © B C D (CD
f(U)|10 5 12 10 7 \ 16 17 11 18 13
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Beispiel - Backtracking A\‘(lT

(A/6)
@
Algorithmus  liefert J
nur das Gewicht des (B/7)
MWIS. Mit Back- . @ @
tracking sucht man  (c

nun das MWIS 2 N @ @
(B o)
(&8 —M——¢r2)

f(U) = w(U) + X2 max . (U)) —w(Uin V) :
UunVvy=UnV;and U; C V; is independent

U |2 D F G|o CE F|® A B
R(U)|0 4 10 2|0 3 8 10|0 6 7
U |® C D F CD|® B C BECD
RU) |10 5 12 10 7 |16 17 11 [ 18 13
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Beispiel - Backtracking

Algorithmus liefert |

MWIS. Mit Back-
tracking sucht man
nun das MWIS 2

nur das Gewicht des (B/7)
{\

f(U) = w(U) + X2 max . (U)) —w(Uin V) :
UunVvy=UnV;and U; C V; is independent

U |® D F G|® CE F|opMlB
U0 4 10 2|0 3 8 10|06 7
U | CgbIl F cCD|® B C gDl CcD
R(O) |10 5 (12 10 7 |16 17 11 .18, 13

49 Marc Jenne:
Maximum-Weight Independent Set mittels Baumzerlegung

Fakultat fiir Informatik
Institut fir Theoretische Informatik



50

Beispiel - Backtracking A\‘(lT

=

Algorithmus  liefert 1

nur das Gewicht des (8/7)

MWIS. Mit Back- @ @
P

tracking sucht man (c/3) D/4

nun das MWIS /\/A\
& o @ @

f(U) = w(U) + X2, maxf,(U) —w(U;iN V) :
UnVvy=UnV;and U; C V; is independent

U |2DI F G|® CJEl F |2 Al B
FRU)[0 |4 10 2|0 38 10|06 7
U | CEDIlF CD|® B C DN CD
RU)[10 5 [12 10 7 |16 17 11 18] 13
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Algorithmus - Laufzeitanalyse A\‘(lT

m pro Knoten t: 2%*+1 Teilmengen U
m pro Kind von t : 27+ Teilmengen U;

m Prifen,ob UinV;=UNV;: O(w)

m insgesamt: O(2¥*1. 2"+ . w.d) = O(4"*! . w - d) fiir Knoten t
@ ) d = n, da jeder Knoten genau einmal Kind ist

foreach IS U C V; do
f(U) = w(U) + X2 max f(U) —w(UiN V) :
UunVvy=UnNV; and U; C V; is independent
end
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Algorithmus - Nachteile? T

m Laufzeitimmer noch exponentiell - wo liegt der Gewinn?

m Auslagerung der Laufzeit auf einen Parameter, die Baumweite

a Exponentielles Wachstum nur noch davon abhéangig: fixed parameter
tractable

a Baumweite kann sehr gering sein trotz vieler Knoten

m auBerdem: Baumweite rausfinden ebenfalls NP-schwer
a Approximation schnell méglich
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Zusammenfassung A\‘(lT

a Ldésen von MWIS auf Baumen in linearer Zeit mdéglich

® Ausnutzung der Baumeigenschaften und dynamischer
Programmierung

a mithilfe von Baumzerlegung auch anwendbar auf andere Graphen

@ Ldsen von MWIS auf Graphen mit beschrankter Baumweite effizient
moglich
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