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Motivation A\‘(IT

a Woflr benétigt man das Center Selection Problem?

a Platzierung von Einkauszentren

m Standort fur Server finden

a Gute Mobilfunkabdeckung erreichen
a Und vieles mehr ...
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Beispiel 1 A\KIT

Ein Center soll gesetzt werden
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Beispiel 1 A\KIT

Optimale Lésung mit Radius = 3
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Beispiel 2 A\KIT

Zwei Center sollen gesetzt werden
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Beispiel 2 A\KIT

Optimale Lésung mit Radius = 2
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Formale Definition A\KIT

m Gegeben: ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E) und ein
keN
a Gesucht: Menge C C V mit |C| = k, sodass
Radius r€(V) = max dist(v. C) minimal
1’4

w dist(v, C) = min dist(v, c)
ceC

m dist(v, u) (wobei v, u € V) ist die Lange des kirzesten
Weges von v zu u
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Formale Definition A\KIT

m Gegeben: ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E) und ein
kelN

a Gesucht: Menge C C V mit |C| = k, sodass
Radius r€(V) = mayx dist(v, C) minimal
ve
m dist(v,C) = mig dist(v, c)
ce
m dist(v, u) (wobei v, u € V) ist die Lange des kirzesten
Weges von v zu u

a Alternativ:
Gesucht: Menge C C V mit |C| = k, sodass Radius r minimal ist
undVveV:r>dist(v,C)
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Algorithmen A\KIT

m zwei Approximationsalgorithmen
m beide relative Glitegarantie von 2
a polynomielle Laufzeit
a Erster Algorithmus:

a bendtigt den Radius einer optimalen Lésung

u Zweiter Algorithmus:
a baut auf Erkenntnissen von dem ersten Algorithmus auf
a bendtigt keinen optimalen Radius
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Erster Algorithmus: Allgemeines A\‘(lT

m Approximationsalgorithmus mit polynomieller Laufzeit
a relative Giitegarantie von 2

m bendtigt neben Graph G = (V, E) und k € IN den optimalen Radius
re(v)
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Erster Algorithmus: Grundsatzliche A\‘(lT
Idee

Was bringt es, den optimalen Radius zu kennen?

a "cinder Nahe von ¢c*" < dist(c,c*) <r

m C” ist Menge der Center und r der Radius einer optimalen Lésung
auf einem Graphen G = (V, E) mit |C*| = k

Fur alle Knoten v gilt: dist(v, C*) <r
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Erster Algorithmus: Grundsatzliche A\‘(lT
Idee

m Veranschaulichung:
m Es wird ein zufélliger Knoten v € V gewahlt
m v hat mindestens ein Center ¢* € C* in der Nahe
m Wie gro3 muss der Radius eines Centers auf v sein, um alle Knoten
abzudecken, die auch von c¢* abgedeckt wurden?
a Lésung: 2r
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Erster Algorithmus: Grundsatzliche — XIT
Idee

Veranschaulichung auf euklidischer Ebene:

Grun: ein beliebiger Punkt v

Rot: Center ¢* aus der
optimalen Lésung und in
der Nahe von v
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Erster Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT
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Erster Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

V' will represent the vertices that still need to be covered;
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Erster Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

V' will represent the vertices that still need to be covered;
Initialize V' = V;
Let C #£ ©;
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Erster Algorithmus: Pseudocode

V' will represent the vertices that still need to be covered;

Initialize V' = V;

Let C #£ ©;

while V' 4 @ do
Select any vertex v € V' andadd vto C;
Delete all vertices from V' that are at distance at

most 2r from v ;
end

Proseminar NP-schwere Probleme
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Erster Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

V' will represent the vertices that still need to be covered;

Initialize V' = V;

Let C #£ ©;

while V' 4 @ do
Select any vertex v € V' andadd vto C;
Delete all vertices from V' that are at distance at
most 2r from v ;

end

if |C| < k then

\ Return C as the selected set of vertices;

else
Claim (correctly) that there is no set of k centers with covering

radius at most r;
end
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

()

9 m Sei G= (V,E) derlinks
dargestellte Graph

7 @)I Seik=4

m Der optimale Radius ist
2 rfv)y=2

D

V" will represent the vertices that still need to be covered;
Initialize V' = V;
Let C # ©;
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

V' ={AB,C.D,E,F,G H,I}
c=1{}

V" will represent the vertices that still need to be covered;
Initialize V' = V;
Let C # ©;
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

V' = {AB,C,D,E,F,G I}
C={H}

while V' £ @ do

Select any vertex v € V' and add vto C;
Delete all vertices from V’ that are at distance at
most 2r from v ;

end
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

2
V' = {AB.C.D,E, F}
G C— (H}
2
|

while V' # @ do

Select any vertex v € V' andadd vto C;
Delete all vertices from V' that are at distance at
most 2r from v ;

end
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

2
2 (T V' = {A C,D,E F}
J G C={H B
2

while V' # @ do

Select any vertex v € V' andadd vto C;
Delete all vertices from V' that are at distance at
most 2r from v ;

end

19 Adrian Cierpka: Proseminar NP-schwere Probleme
Center Selection Problem Institut fir Theoretische Informatik



Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

<
oS
!
oM
i

H

while V' £ @ do

Select any vertex v € V' andadd vto C;
Delete all vertices from V' that are at distance at
most 2r from v ;

end
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

while V' £ @ do
Select any vertex v € V' andadd vto C;

Delete all vertices from V'’ that are at distance at
most 2r from v ;

end
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

I

C)— D C:Vi{lj,{B}, Fl
1 :
E I

while V' £ @ do

Select any vertex v € V' andadd vto C;
Delete all vertices from V' that are at distance at
most 2r from v ;

end
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Erster Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

1 8 9
4 2 7 V' =
C D = (G C—{H.B F}
1 2
E [
if |C| < k then
\ Return C as the selected set of vertices;

else

Claim (correctly) that there is no set of k centers with covering
radius at most r;

end
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Erster Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

Falls der Algorithmus mehr als k Center wahlt, so folgt, dass es keine
optimale Lésung mit k Centern und Radius r gibt

m cinder Nahe von ¢* < dist(c,c*) <r
m Die Menge der Center die der Algorithmus liefert sei C
m Die Menge der Center der optimalen Losung sei C*
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Erster Algorithmus: Beweis der AIT
Korrektheit

a Beweis durch Widerspruch:
a Annahme:

a Algorithmus wahit mehr als k Center
m Es existiert eine optimale Lésung mit maximal k Centern und einem
Radius r(C*) <r
m Zuerst muss gezeigt werden: Kein Center ¢* € C* kann in der Nahe
von zwei Centern ¢, ¢’ € C sein
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Erster Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

Kein Center ¢* € C* kann in der Nahe von zwei Centern ¢, ¢’ € C sein

Widerspruchsbeweis:

m Wir wissen: Distanz zwischen c und ¢’ ist gréBer als 2r,
also dist(c, c’) > 2r

a Annahme: dist(c, ¢*) < rund dist(c*,c¢’) <r

@ Widerspruch zur Dreiecksungleichung:
2r < dist(c, ') < dist(c, c*) + dist(c*, c¢’)
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Erster Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

® Wir wissen nun: Kein Center ¢* € C* kann in der Nahe von zwei
Centern ¢, ¢’ € C sein.
a Wir wissen auBBerdem: jedes Center ¢ € C hat mindestens ein
Center ¢* € C* in der Nahe
a Daraus folgt:
w |C* > [C]
a Mit der Annahme |C| > k gilt nun: |C*| > k
® |C*| > k ist ein Widerspruch zur Annahme, dass |C*| < k
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Erster Algorithmus: Problem mitdem XIT
Radius

a Wie das Problem I6sen, wenn man den optimalen Radius nicht
kennt?

a Lésung: Radius approximieren

a Bindre Suche mithilfe des Algorithmus

a Anfangswerte:

r =0und r = max dist(v,V')
min max v,v'eV

m Ergebnis ist so sehr nah an einer 2-Approximation dran
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Zweiter Algorithmus: Allgemeines A\‘(lT

a relative Giitegarantie von 2
a bendtigt keinen optimalen Radius
wm baut auf Erkenntnissen von dem ersten Algorithmus auf

29 Adrian Cierpka: Proseminar NP-schwere Probleme
Center Selection Problem Institut fir Theoretische Informatik



Zweiter Algorithmus: Grundsitzliche  2XIT
Idee

a Im ersten Algorithmus: zufélligen Knoten v zu C hinzufiigen, fiir
welchen gilt: dist(v, C) > 2r

m Einfach den Knoten v mit gréBter dist(v, C) nehmen?

u Fallunterscheidung:

m Fall 1: es existiert mindestens ein Knoten v/ mit dist(v/, C) > 2r
= Knoten v muss einer dieser Knoten sein

m Fall 2: es existiert kein Knoten v/ mit dist(v/, C) > 2r
= Alle Knoten mit 2r abgedeckt
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Zweiter Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT
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Zweiter Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

Assume k < | V| (else define C = V);
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Zweiter Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

Assume k < | V| (else define C = V);
Select any vertex v and let C = {v};
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Zweiter Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

Assume k < | V| (else define C = V);

Select any vertex v and let C = {v};

while |C| < k do
Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Pseudocode A\‘(lT

Assume k < | V| (else define C = V);

Select any vertex v and let C = {v};

while |C| < k do
Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end

Return C as the selected set of vertices;
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

> m Sei G= (V, E) derlinks

G dargestellte Graph
m Seik=4
2
O
Assume k < | V| (else define C = V);
Select any vertex v and let C = {v};
32 Adrian Cierpka: Proseminar NP-schwere Probleme

Center Selection Problem Institut fir Theoretische Informatik



Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

Assume k < | V| (else define C = V);
Select any vertex v and let C = {v};
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

C={E}
Assume k < | V| (else define C = V);
Select any vertex v and let C = {v};
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

(i)
2

2 (p) T /@ c={E}
2

while |C| < k do

Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

C={E H}

while |C| < k do

Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

C={E H}

while |C| < k do

Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

C={E H,B}

while |C| < k do

Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

C={E H B}

while |C| < k do

Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

C={E HBI}

while |C| < k do

Select a vertex v € V that maximizes dist(v, C);
Add vertex v to C;

end
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Zweiter Algorithmus: Beispiel A\‘(lT

" C—{E.HB I

Return C as the selected set of vertices
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Zweiter Algorithmus: Beispiel

Lésung des Algorithmus mit Radius r¢(V) = 3:
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Zweiter Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

m Sei C die Menge der Center, die der Algorithmus liefert
m C*ist die Menge der Center aus der optimalen Lésung
a Der optimale Radius r(C*) ist der minimale Radius fur k Center
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Zweiter Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

Der Radius der Menge C, die der Algorithmus ausgibt, ist < 2r

a Vorgehen:

a Beweis durch Widerspruch
® Annahme: Algorithmus liefert Menge C aus k Centern mit r(C) > 2r
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Zweiter Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

Beweis durch Widerspruch:

Algorithmus liefert Menge C aus k Centern mit r(C) > 2r

a Wir kénnen zeigen: Dieser Algorithmus ist eine korrekte
Implementierung der ersten k lterationen der While-Schleife des
ersten Algorithmus

m Erster Algorithmus wirde mehr als k Knoten wahlen
= Unsere definierte optimale Lésung kann so nicht existieren
= Widerspruch
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Zweiter Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

Der zweite Algorithmus ist eine korrekte Implementierung der ersten k
Iterationen der While-Schleife des ersten Algorithmus

Der zweite Algorithmus wéhlt in den ersten k lterationen nur Knoten
mit einer Distanz > 2r aus
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Zweiter Algorithmus: Beweis der A\‘(lT
Korrektheit

Der zweite Algorithmus wahlt in den ersten k lIterationen nur Knoten
mit einer Distanz > 2r aus

Der Algorithmus liefert Menge C aus k Centern mit r(C) > 2r
= es existiert ein Knoten v mit dist(v, C) > 2r

a Annahme:

a Wir sind in einer beliebigen lteration < k
m die Menge der Center ist hier C’
m ¢ € V wird als nachstes zu C’ hinzugefiigt
m Esfolgt: dist(c’, C') > dist(v, C') > dist(v,C) > 2r
= dist(c/, C") > 2r fur alle ¢’ O
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Minimale relative Glitegarantie A\‘(lT

m Existiert ein Algorithmus mit einer relativen Gutegarantie unter 27
@ Nein, falls NP # P.

a Vorgehen: Reduktion von NP-vollstdéndigem Problem "Dominating
Set" auf das Center Selection Problem
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Dominating Set A\KIT

a NP-vollstandiges Problem

u Entscheidungsproblem:

m Gegeben: ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V, E) und
einkeN

m Gesucht: Existiert eine Menge D C V mit |D| < k, sodass
jeder Knoten v € V'\ D adjazent zu einem Knoten aus D ist
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Dominating Set: Beispiel A\‘("'

a Dominating Sets mit

O

m D=3
N\ O
m D=2
O O
m D=2
50 Adrian Cierpka: Proseminar NP-schwere Probleme

Center Selection Problem Institut fir Theoretische Informatik



Dominating Set: Beispiel A\‘("'

@ Graph G = (V, E) ist der
links dargestellte Graph

m k=1

m existiert ein Dominating
Set mit |D| < k?
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Dominating Set: Beispiel A\‘("'
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® Ja, ein solches
Dominating Set existiert

a D={A}
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Dominating Set: Beispiel A\‘("'

(®)
e m Graph G = (V,E) istder

links dargestellte Graph

©)
Q m existiert ein Dominating
A0

Set mit |D| < k?
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Dominating Set: Beispiel A\‘("'

(®)

® Nein, ein solches

@) Dominating Set existiert
Q nicht
A0
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Beweis

Falls NP # P gilt, so kann kein Approximationsalgorithmus mit relativer
Gutergarantie kleiner 2 existieren

m Beweis durch Widerspruch
@ Annahme: NP # P und es existiert ein Approximationsalgorithmus

mit relativer Gutegarantie kleiner 2

Proseminar NP-schwere Probleme
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Beweis A\KIT

® Reduktion von Dominating Set auf Center Selection Problem

m Sei G = (V, E) ein Graph, fir welchen bestimmt werden soll, ob ein
Dominating Set mit |D| < k existiert
m Wir definieren G' = (V/, E’) wie folgt:
aV =V
mE=E
m Kantengewicht an allen Kanten ist 1
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Beweis IT

Algorithmus 16st Dominating Set

2 Falle:
m Fall 1: In G ist ein Dominating Set mit |D| < k

m In G ist eine Menge C von Centern mit |C| = kund r = 1
a Der Algorithmus liefert k Center mit r < 2

a Fall 2: In Gist kein Dominating Set mit |D| < k

m Die optimale Lésung des Center Selection Problem auf G’ hat einen
Radius r > 2
a Der Algorithmus findet eine Menge C mit r > 2

m Folge: unser Algorithmus entscheidet das Dominating Set Problem
in Polynomialzeit
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Beweis A\KIT

a Der Algorithmus entscheidet das Dominating Set Problem in
Polynomialzeit

@ So muss gelten: NP =P

a NP = P ist ein Widerspruch zur Annahme
m Bewiesen: Es kann kein Approximationsalgorithmus mit einer
Gutegarantie < 2 existieren, falls NP # P O
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Vielen Dank flir eure Aufmerksamkeit!

59 Adrian Cierpka: Proseminar NP-schwere Probleme
Center Selection Problem Institut fir Theoretische Informatik



