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1 — Hyperkubus A\KIT

Definition: Der n-dimensionale Wiirfel Q, ist ein
Graph mit folgenden Knoten und Kanten:

m Knoten: Wérter der Lange n Uber dem
Alphabet {0, 1}. D.h. V(Q,) = {0,1}".

a Kanten: Zwei Knoten sind genau dann
adjazent, wenn die zugehdérigen Woérter sich in
genau einer Stelle unterscheiden.
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1a/b — Hyperkubus AT

Anzahl Knoten
a V(Q) ={0,1}"=|V(Qy)| =2"
Knotengrad d

a Knoten sind benachbart, wenn sich die
zugehorigen Worter in genau einer Stelle
unterscheiden

a Jedes Wort hat n stellen und es gibt alle
mdoglichen Wérter

md=n

Anzahl Kanten
m Knotengrad fir alle Knoten gleich
» [E(Qn) =|V(Q)]-d-53=2"-n-3=2"""n
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1c — Hyperkubus

Karisruher Insttut 0 Technologie

Q1
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1c — Hyperkubus AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Q2

00 01

10 11
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1c — Hyperkubus AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Qs 100 101,
.
010 A
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1c — Hyperkubus AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

100, 10

Qs 100 000 001,

101,
.
010 A

110 111
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1c — Hyperkubus %("'
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1c — Hyperkubus %("'
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1c — Hyperkubus A\K"‘

Behauptung: Q4 hat 4 Kanten zu viel, um planar einbettbar zu sein.
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1c — Hyperkubus A\KIT

Behauptung: Q4 hat 4 Kanten zu viel, um planar einbettbar zu sein.
Q4 enthalt keine Dreiecke.
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1c — Hyperkubus A\‘(IT

Behauptung: Ein zusammenhéangender planarer Graph G mit n > 4
Knoten, der keine Dreiecke enthalt, hat héchstens 2n — 4 Kanten.
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1c — Hyperkubus A\KIT

Behauptung: Ein zusammenhéangender planarer Graph G mit n > 4
Knoten, der keine Dreiecke enthalt, hat héchstens 2n — 4 Kanten.
Beweis:

m Keine Dreiecke = Jede Facette ist durch mind. vier Kanten begrenzt
=4f<2m<& f<m/2

m Gistzusammenhangend =n—m+f=2&f=2—-n+m
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1c — Hyperkubus A\KIT

Behauptung: Ein zusammenhéangender planarer Graph G mit n > 4
Knoten, der keine Dreiecke enthalt, hat héchstens 2n — 4 Kanten.
Beweis:

m Keine Dreiecke = Jede Facette ist durch mind. vier Kanten begrenzt
=4f<2m<& f<m/2

m Gistzusammenhangend =n—m+f=2&f=2—-n+m
=2-n+m<m/j2&4-2n+2m<mem<2n—4
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1c — Hyperkubus A\KIT

Behauptung: Ein zusammenhéangender planarer Graph G mit n > 4
Knoten, der keine Dreiecke enthalt, hat héchstens 2n — 4 Kanten.
Beweis:

m Keine Dreiecke = Jede Facette ist durch mind. vier Kanten begrenzt
=4f<2m<& f<m/2

m Gistzusammenhangend =n—m+f=2&f=2—-n+m
=2-n+m<m/j2&4-2n+2m<mem<2n—4

Behauptung: Q4 hat 4 Kanten zu viel, um planar einbettbar zu sein.
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1c — Hyperkubus A\KIT

Behauptung: Ein zusammenhéangender planarer Graph G mit n > 4
Knoten, der keine Dreiecke enthalt, hat héchstens 2n — 4 Kanten.
Beweis:

m Keine Dreiecke = Jede Facette ist durch mind. vier Kanten begrenzt
=4f<2m<& f<m/2

m Gistzusammenhangend =n—m+f=2&f=2—-n+m
=2-n+m<m/j2&4-2n+2m<mem<2n—4

Behauptung: Q4 hat 4 Kanten zu viel, um planar einbettbar zu sein.
Beweis: |[E(Q,)| = 2% 4=32<2|V(Q) —4=28}
~~ ——

=8
=24=16
Organisatorisches Hyperkubus Facettengradfolge Die Schiefe ~ Triangulierung Baume  Selbstdualitit ~ Nachste Termine
o 0000000080 O 00 o 0000 0000 o

Lars Gottesbiiren, Michael Hamann — Ubung 1 26. April 2018 11/25



1d — Hyperkubus

AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

1000 1001,
1101 1101
010 0101
0000 0001,
0010 0011
0110, 011
1110, 111
1010 101
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2 — Facettengradfolge A\‘("

m Sei G kreuzungsfrei eingebetteter Graph mit f Facetten
m g = |{e € E(G) | eistinzident zu Facette i}|, fur1 < i < f
w (ai,a,...,ar) sei nichtabsteigend sortiert

Kann es zu einem planaren Graph G zwei Einbettungen in die Ebene
geben, sodass die zugehorigen Facettengradfolgen unterschiedlich sind?
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2 — Facettengradfolge

m Sei G kreuzungsfrei eingebetteter Graph mit f Facetten
m g = |{e € E(G) | eistinzident zu Facette i}|, fur1 < i < f
w (ai,a,...,ar) sei nichtabsteigend sortiert

Kann es zu einem planaren Graph G zwei Einbettungen in die Ebene
geben, sodass die zugehorigen Facettengradfolgen unterschiedlich sind?

Ja!

=

T T <[4
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3 — Die Schiefe AIT

Definition: Die Skewness eines Graphen G ist die minimale Anzahl von
Kanten, die aus G geléscht werden miissen, damit der resultierende
Graph planar ist.

Zu zeigen: skewness(G) > m —3n+ 6, mit n = |V(G)|,m = |E(G)|
a Sei H ein gréBter planarer Teilgraph von G
a H gréBtmdglich = m — |Ey| minimal = m — |Ey| = skewness(G)
@ |Ey|<3n—6 & m—|Ey|>m—-3n+6

= skewness(G) > m—3n+6
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3 — Die Schiefe AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

G | n| m|m—3n+6 | skewness(G)

K3 31 3 0

K5 5110 1 1

Kss | 6] 9 -3 1

K 6 | 15 3 3
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4 — Triangulierung &‘(lT
G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.

Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert
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4 — Triangulierung &‘(lT
G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.
Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
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4 — Triangulierung &‘(lT
G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.
Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
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4 — Triangulierung &‘(lT
G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.
Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
= Es gibt Knoten u und v auf f die nicht verbunden sind
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4 — Triangulierung A\KIT

G einfacher Graph mit planerer Einbettung.
® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.
w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.

Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
= Es gibt Knoten u und v auf f die nicht verbunden sind
= e = {u, v} kann planar eingebettet werden
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4 — Triangulierung A\KIT

G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.
Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
= Es gibt Knoten u und v auf f die nicht verbunden sind
= e = {u, v} kann planar eingebettet werden
= @G nicht maximal planar
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4 — Triangulierung A\KIT

G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.

Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
= Es gibt Knoten u und v auf f die nicht verbunden sind
= e = {u, v} kann planar eingebettet werden
= @G nicht maximal planar
a Gist nicht maximal planar = G ist nicht trianguliert
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4 — Triangulierung A\KIT

G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.

Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
= Es gibt Knoten u und v auf f die nicht verbunden sind
= e = {u, v} kann planar eingebettet werden
= @G nicht maximal planar
a Gist nicht maximal planar = G ist nicht trianguliert
a Es kann eine weitere Kante planar in G eingebettet werden
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4 — Triangulierung A\KIT

G einfacher Graph mit planerer Einbettung.

® G maximal planar, falls keine Kante so zu G hinzugefligt werden
kann, dass die Einbettung planar und der Graph einfach bleibt.

w G trianguliert, falls jede Facette an genau drei Knoten angrenzt.
Zu zeigen: G maximal planar < G trianguliert

m G nicht trianguliert mit fester Einbettung = G nicht maximal planar
G nicht trianguliert = Es gibt Facette f, die kein Dreieck ist
= Es gibt Knoten u und v auf f die nicht verbunden sind
= e = {u, v} kann planar eingebettet werden
= @G nicht maximal planar
a Gist nicht maximal planar = G ist nicht trianguliert
a Es kann eine weitere Kante planar in G eingebettet werden
a Wenn G trianguliert ware, wiirde eine Doppelkante entstehen
= G nicht trianguliert
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5 - Baume A\KIT

@ Gistein Baum, d.h. G ist zusammenhéngend und kreisfrei
@ G ist zusammenhangend und hat n — 1 Kanten
@ Gist kreisfrei und hat n — 1 Kanten

Zuzeigen:1 2 &3
Beweisstrategie:

al=2

a2=3

a3=1
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5-Baume 1 = 2 A\KIT

G ist zusammenhangend mit n Knoten
m Zu zeigen: G ist kreisfrei = G hat n — 1 Kanten

m Induktion tber n
m /A:n =1 = keine Kante v/
m /V: Ein kreisfreier Baum mit n — 1 Knoten hat n — 2 Kanten
an—1~n
a Entferne beliebiges Blatt von G
a G — vist zusammenhangend und kreisfrei
a nach IV hat G — v genau n — 2 Kanten
= G hat n— 1 Kanten
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5-Baume?2 = 3 A\KIT

G hat n — 1 Kanten
® Zu zeigen: G ist zusammenhangend = G ist kreisfrei
® Angenommen G sei zusammenhangend aber nicht kreisfrei

m LOsche iterativ jeweils eine Kante aus einem Kreis in G bis G
kreisfrei ist — G’

a G istimmer noch zusammenhéngend
a Mit1) = 2) gilt: G’ hat n — 1 Kanten

/
=G=G
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5 -Baume 3 = 1 A\‘("

G ist kreisfrei
m Zu zeigen: G hat n — 1 Kanten = G ist zusammenhangend

m Sei k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G
® n; := Anzahl Knoten der iten Komponente
® m; := Anzahl Kanten der iten Komponente
a Jede Komponente ist kreisfrei und zusammenhéngend
a Mit1) = 2) gilt: m =n; — 1
am=K m=K (n-1)=n—Kk;m=n-1
= k=1
grgamsamrisches l;yopoe;kouguosooo l;acenengradfolge 2\2 Schiefe 'g\anguherung Eci)é'é)ucr)n.e ieo\k())séduamét géchsle Termine
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6 — Selbstdualitat AT

G heift selbstdual, wenn G isomorph zu seinem Dualgraphen G* ist

@ G selbstdual mit n Knoten und m Kanten = m =2n—2

@ Geben Sie flr alle n > 1 einen selbstdualen Graphen G mit fester
Einbettung an
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6 — Selbstdualitat AT

G selbstdual == m=2n—-2
m Facetten in G sind Knotenin G* = f — n
a Da G und G* isomorph sind folgt f = n

a Dualgraphen sind immer zusammenhangend, daher gilt fir G und G*
der Satz von Euler

man—-—m+f=2=2n—m=2=m=2n-2
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6 — Selbstdualitat AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Selbstdualer Graph fiir alle n > 1
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6 — Selbstdualitat AT

Karisruher Insttut 0 Technologie
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Nachste Termine A\K"

a Donnerstag, 3. Mai 2018 Vorlesung
a Dienstag, 8. Mai 2018 Vorlesung
= Dienstag, 15. Mai 2018 Ubung

Organisatorisches Hyperkubus Facettengradfolge Die Schiefe ~ Triangulierung Baume  Selbstdualitit ~ Né&chste Termine
o 0000000000 O 00 o 0000 0000 °

Lars Gottesbiiren, Michael Hamann — Ubung 1 26. April 2018 25/25



	Organisatorisches
	Hyperkubus
	Facettengradfolge
	Die Schiefe
	Triangulierung
	Bäume
	Selbstdualität
	Nächste Termine

