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Miindliche Priifungen AT
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Die Prifungstermine in diesem Semester sind:

a +5—duhi— (ausgebucht)
m 18. August

m 15. September

m 6. Oktiober

Anmeldung erfolgt per e-Mail an das Sekretariat sekr-wagner@ira.uka.de
nach dem ,first come, first served®-Prinzip.

Wichtig: Anmeldung bis spatestens 3 Wochen vor dem Prifungstermin.
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3. Ubungsblatt
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Aufgabe 3 AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

(a) Zeigen oder widerlegen Sie:

®m In jedem planaren, zusammenhangenden Graphen gibt es einen Knoten w
und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Hohe héchstens 24/n.

m Wie sieht es bei triangulierten Graphen aus?
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Aufgabe 3 QAT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

(a) Zeigen oder widerlegen Sie:

®m In jedem planaren, zusammenhangenden Graphen gibt es einen Knoten w
und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w und Hohe héchstens 24/n.

m Wie sieht es bei triangulierten Graphen aus?

(b) Zeigen oder widerlegen Sie: In jedem planaren, zusammenhangenden Gra-
phen gibt es einen Knoten w und einen Breitensuchbaum T mit Wurzel w
so, dass der PLANAR-SEPARATOR-Algorithmus spatestens nach Schritt 4 mit
S = S, U Sy einen glltigen Separator findet.
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Wiederholung AT

Institut fur Technologie

Satz (Planar-Separator-Theorem) Die Knotenmenge eines zusammenhangenden, planaren
Graphen G = (V, E), n = |V| > 5, kann so in drei Mengen V4, V», S C V partitioniert werden,
dass

Vi, |Ve| < 2-n,
m Sist ein Separator, der V4 von V> trennt, Lipton & Tarjan
m [S|<4-/n 1977
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

BFS-Lemma
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

BFS-Lemma
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

m |level u| < 44/n - Fertig!
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
m |level u| < 44/n - Fertig!
m Level uist Separator S
Vi <z ;
— 2 i
> 2
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

m Seillevel u| > 44/n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

m Seillevel u| > 44/n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

m Seillevel u| > 44/n

m |level m| < /n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

m Sei|level | > 4+/n

m |level m| < /n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

m Sei|level | > 4+/n

m |level m| < /n

< m |level M| < +/n

n
21>

NS
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Seillevel u| > 44/n
m |level m| < /n
n
< > > g m |level M| < +/n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Seillevel u| > 44/n
m |level m| < /n
n
< > > g m |level M| < +/n
[ —— m A <3, |Asl <35
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.

A
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m Seillevel u| > 44/n
m |level m| < /n
m |level M| < +/n

m |A] <2,

As| < 3
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Seillevel u| > 44/n
m |level m| < /n
m |level M| < +/n
1 —— m [A] <3[4 <3

Fall 1: |A;| < 2n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Sei|level | > 4+/n
m |level m| < /n
m |level M| < +/n
[ —— A <2 A <3

Fall 1: |A;| < 2n

e m S=level mUlevel M ist
e — Separator
V| ——————
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Sei|level | > 4+/n
m |level m| < /n
m |level M| < +/n
[ —— m A <5 A <2 -

Fall 1: |[A| < :n <

e m S=level mUlevel M ist
e — Separator
V| ——————

m Vi =max{A, A, As},

2
V1| S §n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Sei|level | > 4+/n
m |level m| < /n
m |level M| < +/n
[ - m A <3, |Asl <35 -

Fall 1: |[A| < :n <

e m S=level mUlevel M ist
e — Separator
V| ——————

m Vi =max{A, A, As},

2
V1| < §n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger

Wurzel.
A m Seillevel u| > 44/n
m |level m| < /n
m |level M| < +/n
[ —— m A <5 A <2 -

Fall 1: |[A| < :n <

- |
<— m S=level mUlevel Mist
e — Separator
V] e —— B >
A ma V,= max{A1,A2,A3}, V1| < 3I7
] m Vo=V\(SUV) IVo| < 2n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m  Wir konstruieren eine Triangulierung von G und ein BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel.

A m Seillevel u| > 44/n

m |level m| < /n

Ende: Schritt 4 v

m As| < 3 -
As  ———

Fall 1: |[A| < :n <

- |
<— m S=level mUlevel Mist
e — Separator
V] e —— ) )
A a V)= max{A1,A2,A3}, V1| < §n
] m Vo=V\(SUV) IVo| < 2n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <35, A3 <3

Fall 2: [Ay] > £n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <35, A <3

Fall 2: |A;| > £n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

Fall 2: [Ay] > £n

M
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

Fall 2: [Ay] > £n

< —
V] s
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

Fall 2: [Ay] > £n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

m BFS-Baum T induziert BFS-Baum T’ in
G/
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

m BFS-Baum T induziert BFS-Baum T’ in

i G
e
i

a < .+/nrote levels
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n
m BFS-Baum T induziert BFS-Baum T in
< — G
= a < .+/nrote levels
- | @ 7' hat < \/nlevels

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen flr Planare Graphen — Sommersemester 2016



Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

G Fall 2: [Ay] > £n
m BFS-Baum T induziert BFS-Baum T’ in
< — G
= a < .+/nrote levels
- | @ 7' hat < \/nlevels
m Wir wenden das wichtige Lemma

auf G’ und T’ an und bekommen
S, Uy, Us
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

rote level

Lemma Sei G = (V, E) ein planarer, zusammenhangender Graph mit |V| =n > 5
und T = (V, E(T)) ein aufspannender Baum von G mit Wurzel w und Hohe h. Die
Knotenmenge von G kann so in drei Mengen V4, Vb und S partitioniert werden,

dass

m |V [Vo| < £,
m S Separator, der V4 von V5 trennt,
m S| <2 -h+1

e | B T’ hat < \/nlevels

m Wir wenden das wichtige Lemma
auf G’ und T’ an und bekommen

S, Uy, Us
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
S m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

m BFS-Baum T induziert BFS-Baum T’ in
G/

a < .+/nrote levels

m 7' hat<+/nlevels

m Wir wenden das wichtige Lemma
auf G’ und T’ an und bekommen
S, Uy, Us
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <5, A3l <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

m BFS-Baum T induziert BFS-Baum T’ in
G/

a < .+/nrote levels

m 7' hat<+/nlevels

m Wir wenden das wichtige Lemma
auf G’ und T’ an und bekommen
S, Uy, Us
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

[

m SeiS=958 Ulevel mUlevel M
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <35, A3 <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

[

m SeiS=958 Ulevel mUlevel M

m Nach wichtigem Lemma,
S| <2y/n+1,dann S < 44/n
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <5, A3l <3

G/

Fall 2: [Ay] > £n

[

m SeiS=958 Ulevel mUlevel M

m Nach wichtigem Lemma,
S| <2y/n+1,dann S < 44/n
/
S m Sei V4 = max{U;, U>}. Nach wichtigem
Lemma, | V4| < 2n.

V] ———
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Beweis des Planar-Separator-Theorem AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <3, |As <3

/
G Fall 2: |Ay| > 2n
e — .
m m SeiS=5 Ulevel mUlevel M

m Nach wichtigem Lemma,

Vo >U1 |S'| < 2y/n+1,dann S < 44/n
S/
m Sei V4 = max{U;, U>}. Nach wichtigem
7 Lemma, | V4| < 2n.
< —
=“. Institut fur Theoretische Informatik
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <3, |As <3

/
G Fall 2: |Ay| > 2n
e — .
m m SeiS=5 Ulevel mUlevel M

m Nach wichtigem Lemma,
|S'| < 2y/n+1,dann S < 44/n

V2 >U1
g/
m Sei V4 = max{U;, U>}. Nach wichtigem
2
v Lemma, | V;| < 3N

m Vi + ]S> |Vi| +]S| > 1]Aq].
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Beweis des Planar-Separator-Theorem QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

m |[rote level|> 44/n,
level m| < +/n, |level M| < +/n
m A <3, |As <3

G/

Fall 2: |Ay| > 2n

< -
m a SeiS=S Ulevel mUlevel M

m Nach wichtigem Lemma,
|S'| < 2y/n+1,dann S < 44/n

V2 >U1
g/
m Sei V4 = max{U;, U>}. Nach wichtigem
7 Lemma, | V4| < 2n.

m Vi + ]S> |Vi| +]S| > 1]Aq].

| V2= V\(SU V1),
Vol =n—[Vi| -

S‘ < Nn-— %‘Ag‘ < %n
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Aufgabe 4 AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben:

m Zusammenhangender, planarer Graph G = (V, E) mit n > 5 Knoten und maxi-
malem Knotengrad A

Aussage: Es gibt einen Schnitt S C E von G mit |S| < 4A+/n, so dass
G— S =(V,E\ S) aus zwei disjunkten Graphen G; = (V4, Ey) und G, = (Vo, Ep)
besteht mit

m Vi < 2n,|Ve] < £n,
ma V;UVW =Vund
a E1UE2=E\S.
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Aufgabe 5 AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Der Umfang (engl. girth) eines Graphen G ist die Lange eines klrzesten Kreises
in G. Enthalt G keinen Kreis, so ist der Umfang oc.
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Aufgabe 5 QAT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Der Umfang (engl. girth) eines Graphen G ist die Lange eines klrzesten Kreises
in G. Enthalt G keinen Kreis, so ist der Umfang oc.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, der flr einen gegeben Knoten v von G ent-
weder

m die Lange des klrzesten Kreises berechnet auf dem v liegt, oder
m entscheidet, dass v nicht auf einem klrzesten Kreis in G liegt.
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Aufgabe 5 QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Der Umfang (engl. girth) eines Graphen G ist die Lange eines klrzesten Kreises
in G. Enthalt G keinen Kreis, so ist der Umfang oc.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, der flr einen gegeben Knoten v von G ent-
weder
m die Lange des klrzesten Kreises berechnet auf dem v liegt, oder
m entscheidet, dass v nicht auf einem klrzesten Kreis in G liegt.

b) Verwenden Sie das Verfahren aus Aufgabenteil a), um flr einen beliebigen
Graphen den Umfang zu berechnen. Welche Laufzeit erhalten Sie?
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Aufgabe 5 QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Der Umfang (engl. girth) eines Graphen G ist die Lange eines klrzesten Kreises
in G. Enthalt G keinen Kreis, so ist der Umfang oc.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, der flr einen gegeben Knoten v von G ent-
weder

m die Lange des klrzesten Kreises berechnet auf dem v liegt, oder
m entscheidet, dass v nicht auf einem klrzesten Kreis in G liegt.

b) Verwenden Sie das Verfahren aus Aufgabenteil a), um flr einen beliebigen
Graphen den Umfang zu berechnen. Welche Laufzeit erhalten Sie?

c) Beschleunigen Sie lhren Algorithmus fur den Fall, dass der Eingabegraph pla-
nar ist.
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Karlsruher Institut fur Technologie

4. Ubungsblatt
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Aufgabe 1 AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Zeigen Sie:

1. Sei G = (V, E) ein planarer, zusammenhangender Graph mit Dualgraph G*. Fir
eine Teilmenge E’ C E gilt, dass der Teilgraph (V, E’) von G genau dann einen
Kreis enthalt, wenn der Teilgraph (V*, (E \ E’)*) von G* unzusammenhangend
Ist.

2. Sei G = (V,E) ein planarer, zusammenhangender Graph mit Dualgraph
G* = (V*,E*), und E’ C E. Dann ist (V, E’) ein aufspannender Baum von
G genau dann, wenn (V*, (E \ E’)*) ein aufspannender Baum von G* ist.
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Aufgabe 2 ST

Karlsruher Institut fur Technologie

Geben Sie flr jede natlrliche Zahl n > 2 einen zusammenhangenden Graphen mit
n Knoten an, fir den ein Matching maximaler Kardinalitat genau

1. LgJ Kanten
2. eine Kante

enthalt. Geben Sie jeweils an, wie ein solches kardinalitatsmaximales Matching
aussieht.
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Aufgabe 3 QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ein Matching M zu einem Graphen G heil3t perfekt, falls jeder Knoten von G zu
einer Kante aus M inzident ist. Fur welche n > 1 und m > 1 besitzen die folgenden
Graphen jeweils ein perfektes Matching?

1. P, (der Graph bestehend aus einem einfachen Weg mit n Knoten)
C, (der Graph bestehend aus einem einfachen Kreis mit n Knoten)

Qs
Kn

ok 0D

Kn,m
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Aufgabe 4 AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Sei G ein planarer Graph mit n Knoten. Geben Sie eine Datenstruktur mit linearer
Grof3e an, mit deren Hilfe nach linearer Vorberechnung Adjazenzen von Knoten in
konstanter Zeit abgefragt werden konnen.

Das heil3t, gegeben zwei Knoten u und v von G, kann die Frage ob die Kante
{u, v} in Gist, in konstanter Zeit beantwortet werden.

Hinweis: Richten Sie die Kanten so, dass jeder Knoten hochstens fliinf ausgehende
Kanten hat.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen flr Planare Graphen — Sommersemester 2016



