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http://i11www.iti.kit.edu/teaching/sommer2015/routenplanung/index
http://i11www.iti.kit.edu/teaching/sommer2015/routenplanung/index

I Organisatorisches A\K"

Vorlesung
® Montags 14:00-15:30 Uhr, SR 301 (hier)
a Mittwochs 11:30—13:00 Uhr, SR 301 (hier)

Prifung
a Prifbar im Hauptstudium (Diplom) und Master
a Im Master: 5 ECTS Kredite
a VF: 1 (Theoretische Grundlagen), 2 (Algorithmentechnik)

Vorlesungswebseite:
http://illwww.iti.kit.edu/teaching/sommer2015/
routenplanung/index
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I Weitere Vorlesungen A\K“

Algorithmische Kartografie
a Dozenten: Dr. Martin Néllenburg und Benjamin Niedermann
m Vorlesung: dienstags und donnerstags 9:45-11:15 Uhr (SR 301)

Algorithmen fiir planare Graphen
a Dozenten: Prof. Dorothea Wagner

a Vorlesung: dienstags 14:00—15:30 Uhr
(Horsaal Il - Gebaude 30.41 - Chemie Flachbau)

a Vorlesung: mittwochs 14:00-15:30 Uhr
(Mittlerer Hoérsaal - Gebaude 10.91 - Maschinenbau)

= Ubungs: zusatzlich an einigen Vorlesungsterminen
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I Routenplanung in der Anwendung IT
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I Routenplanung in der Anwendung

000 Waldhornstrae 53, Germany to CarmerstraRe 12, 10623 Berlin, Germany - Google Maps

IT

Karkruher Insttut i Technologie

¢ Q- Google

[« »][@) [+ http://maps.google.com/

Mail

Image: Shoppir More -

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung
Folie 5 — 13. April 2015

[ ]
“:l
14

Google - K.
g
P g 7
cate i R
Gotdiroctions My places B oo AT igen = i by
(¢ M ronsanon, B¢ Harover 5% Wolsbua
. LA\> g o) e Osnabrack’  liogen °° Braungchwesg
m > 7o " cad Wanger o
® £ *eectede - 0 e A ¥ worensiner OB 20
I arster Bieleteldo, owgon fansh e\ Magdebury
@ Waldhomstrae 53, Karlsruhe, Deutschland 5 L] ° Guersioh. X fo N Stafurt
3 R Padsrbom WO b tw
@® Camerstratie 12, Berlin, Deutschiand o Hamm P r, Outifode b
Heme otz . ospnt
GET DIRECTIONS Mo Esmww?i,. - B Wyl " 5 Rigss e g
Dusseldhio | O Wupperta L Kathel Mg ) < oazen
e : : reter: 1o
~ Suggested routes b Pah 4 5 Rotegburg _£isanacn o Atétbyg Dresdeno e
o Segen 4 o ogo Ne iy
A6 and A9 666 km, 6 hours 22mins 4" ofluen o g GRG0 S Chemnitz AL
o " o
fhen 8o s s A S
AS, Ad and A9 671 km, 6 hours 24 mins ook G ve o
[ R T ety S e M‘ -
Kéblenz pary pien ooy
A9 662 km, 6 hours 27 mins S hot
o Franktu,
. I S w-mPr&gw,/mm
?‘;usvzuggs dl:n: ons to CarmerstraBe 12, ey lzm o B o @ [
erlin, German: poasfoben >
Y | Darmetact - Sy e
A ° (o] w Forchnemb Welden
Waldhornstrae 53 S T Erangen®
Gemany i M.mnmg v gosencery %
NG oo e ebery oams oy
1. Head southeast on Waldhornstraie N ok sanoien oot Stpmaraiof  Coam e
toward Kapellenstralie °,_,_s®f\ = ¢ oy
oo |Rm s I Ranmpe Howpan B oo\ Regensbirg -y
1 2. Take the 1st left onto KapellenstraBie I W': ‘;{‘ N,g:m:/mm Suigatt Asen
([l gl s AN s s <

Institut fir Theoretische Informatik

Lehrstuhl Algorithmik



I Routenplanung in der Anwendung AT

006
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I Routenplanung in der Anwendung

Karkruher Insttut i Technologie

Fahrkarten r'
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I Motivation Routenplanung

Wichtiger Anwendungsbereich
a Navigationssysteme
m Kartendienste: Google Maps, Bing Maps, . ..
@ Fahrplanauskunftssysteme

- Viele kommerzielle Systeme
- skel] = Nutzen heuristische Methoden

= — | = Betrachten nur Teile des Transportnetzwerkes
m Geben keine Qualitatsgarantien

Wir untersuchen Methoden zur Routenplanung in Transportnetzwerken
mit beweisbar optimalen Lésungen
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I Problemstellung

Anfrage:
a Finde beste Verbindung in Transportnetz

Modellierung:
a Netzwerk als Graph G = (V, E)
a Kantengewichte sind Reisezeit

m Kirzeste Wege in G entsprechen
schnellsten Verbindungen

a Kilassisches Problem (Dijkstra [?])

Probleme:
a Transportnetzwerke sind riesig

a Dijkstras Algorithmus zu langsam
(> 1 Sekunde)
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I Beschleunigungstechniken

Beobachtung:
a Viele Anfragen in (statischem) Netzwerk
a ,Unnotige” Berechnungen
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I Beschleunigungstechniken

Beobachtung:
a Viele Anfragen in (statischem) Netzwerk
a ,Unnotige” Berechnungen

Idee:

m Zwei Phasen
m Offline: Generiere Zusatzinformation in
Vorberechnung
a Online: Beschleunige Anfrage mit dieser
Information

m Drei Kriterien: Vorberechnungsplatz,
Vorberechnungszeit, Beschleunigung
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I Experimentelle Evaluation ~  XIT

Eingabe: StraBennetzwerk von Europa
m ca. 18 Mio. Knoten
m ca. 42 Mio. Kanten

VORBERECHNUNG ANFRAGEN
Algorithmus  Zeit [h:m] Platz [GIB]  Zeit [us] Beschleun.
Dijkstra i 2550000
ALT 2.2 0:42 2.2 24521 104
CRP < 0:01 <0.1 1650 1545
Arc-Flags 0:20 0.3 408 6250
CHp 0:05 0.2 110 23181
TNR 0:20 2.1 1.25 2040000
HL 1z 0:37 18.4 0.56 4553571
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I Experimentelle Evaluation
Eingabe: StraBennetzwerk von Europa

a ca. 18 Mio. Knoten
m ca. 42 Mio. Kanten

VORBERECHNUNG ANFRAGEN

Algorithmus  Zeit [h:m] Platz [GIB]  Zeit [us] Beschleun.
Dijkstra i 2550000

ALT p2. 2 2.2 24521 104
CRP < 0:01 <0.1 1650 1545
Arc-Flags 0.3 408 6250
CHp 0.2 110 23181
TNR 2.1 1.25 2040000
HL 18.4 0.56 4553571

Mittlerweile im Einsatz bei Bing, Google, Tomtom, . ..
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I Klassischer Algorithmenentwurf IT

problem
algorithm
asymptotic
bounds
theoretical
applied

implementation
experiments

v
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I Moderne CPU Architektur

Einige Fakten:
a steile Speicherhierarchie
m viele Kerne
m mehr Kerne als Speicherkontroller
m Cache-Kohérenz
a SIMD (SSE, AVX)

Hauptherausforderungen:
m Speicherzugriff/Datenlokalitat

m Parallelisierung

a Nicht nur race-conditions, etc.
a auch Speicherzugriff
z.B. “false-sharing” (Cache-Kohéarenz)
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| Licke Theorie vs. Praxis T

Theorie | vs. | Praxis
einfach Problem-Modell komplex
einfach Maschinenmodell komplex
komplex Algorithmen einfach
fortgeschritten Datenstrukturen einfach
worst-case Komplexitats-Messung | typische Eingaben
asymptotisch Effizienz konstante Faktoren
Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung iﬁ. Institut fir Theoretische Informatik

Folie 12 — 13. April 2015 ‘"= Lehrstuhl Algorithmik



| Licke Theorie vs. Praxis T

Theorie | vs. | Praxis
einfach Problem-Modell komplex
einfach Maschinenmodell komplex
komplex Algorithmen einfach
fortgeschritten Datenstrukturen einfach
worst-case Komplexitats-Messung | typische Eingaben
asymptotisch Effizienz konstante Faktoren

Routenplanung:
m sehr anwendungsnahes Gebiet

a Eingaben sind echte Daten

m StraBBengraphen
m Eisenbahn (Fahrpléne)
a Flugpléane
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I Algorithm Engineering ﬂ(“'

Algorithmics

pnalyze
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I Algorithm Engineering

Realistische
Rechnermodelle

Algorithmics

pnalyze

Theoretische Garantien & Praktische Anwendung
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I Schwerpunkte der Vorlesung AT

Algorithm Engineering + ein bisschen Theorie
Beschleunigungstechniken

Implementierungsdetails

Ergebnisse auf Real-Welt Daten

aktuellster Stand der Forschung (Veréffentlichungen bis 2014)
ideale Grundlage fur Bachelor, Master und Diplomarbeiten
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I Was diese Vorlesung nicht ist AT

keine Algorithmen llI
a Vertiefung von kirzesten Wegen (Dijkstra)

m Grundlagen sind Stoff von Algo I/11;
heute nochmal Crashkurs

a Grundvorlesung “vereinfachen” Wahrheit oft
a Implementierung
a Betonung auf Messergebnisse

keine reine Theorievorlesung
a relativ wenig Beweise (wenn doch, eher kurz)
a reale Leistung vor Asymptotik
a Vielen vorkommende Optimierungsproblemen sind N'P-schwer
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I Inhalt der Vorlesung

1. Grundlagen

a Algorithm Engineering
a Graphen, Modelle, usw.

m Kirzeste Wege

a Dijkstra’s Algorithmus

2. Beschleunigung von (statischen) Punkt-zu-Punkt Anfragen

a zielgerichtete Verfahren
a hierarchische Techniken
® many-to-many-Anfragen und Distanztabellen

a Kombinationen
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I Inhalt der Vorlesung A“("

3. Theorie
m Theoretische Charakterisierung von StraBennetzwerken
a Highway-Dimension
a Komplexitat von Beschleunigungstechniken

4. Fortgeschrittene Szenarien
a schnelle many-to-many und all-pairs shortest-paths
a Alternativrouten
a zeitabh&ngige Routenplanung
a Fahrplanauskunft
® multi-modale Routenplanung
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I Nitzliche Vorkenntnisse A“(“'

a Informatik I/l oder Algorithmen |

a Algorithmentechnik oder Algorithmen Il (muss aber nicht sein)
m ein bisschen Rechnerarchitektur

m passive Kenntnisse von C++/Java

Vertiefungsgebiet: Algorithmentechnik, (Theoretische Grundlagen)
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I Material

a Folien

IT

m wissenschaftliche Aufsatze (siehe Vorlesunghomepage)
a Basiskenntnisse:

\

(W=
“

INTRODUCTION TO

-

THOMAS H.CORMEN
CHARLES E. LEISERSON
RONALD L. RIVEST

CLIFFORD STEIN
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Kurt Mehlhorn
PeterSanders

Algorithms and

Data Structures

The Basic Toolbox

&) Springer
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1. Grundlagen
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I Graph-Reprasentationen

Drei klassische Ansitze:
a Adjazenzmatrix
a Adjazenzlisten
@ Adjazenzarray

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ===.. Institut fir Theoretische Informatik
Folie 21 — 13. April 2015 Syap Lehrstuhl Algorithmik



I Graph-Reprasentationen

Drei klassische Ansitze:
@ Adjazenzmatrix
a Adjazenzlisten
@ Adjazenzarray
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I Graph-Représentationen <IT

Drei klassische Ansitze:
a Adjazenzmatrix
a Adjazenzlisten
@ Adjazenzarray

@Aizﬂ
13 22 3o oo

Institut fir Theoretische Informatik
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I Graph-Reprasentationen

Drei klassische Anséitze:

a Adjazenzmatrix
a Adjazenzlisten
@ Adjazenzarray

firstEdge

targetNode
weight

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung
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I Was brauchen wir?

Eigenschaften: | Matrix | Liste | Array
Speicher o) | O(n+m) | O(n+ m)
Ausgehende Kanten iterieren | O(n) | O(degu) | O(degu)
Kantenzugriff (u, v) O(1) | O(degu) | O(degu)
Effizienz (Speicherlayout) + - +
Updates (topologisch) + + _
Updates (Gewicht) + + +

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung
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I Was brauchen wir?

Eigenschaften: | Matrix | Liste | Array
Speicher o) | O(n+m) | O(n+ m)
Ausgehende Kanten iterieren | O(n) | O(degu) | O(degu)
Kantenzugriff (u, v) O(1) | O(degu) | O(degu)
Effizienz (Speicherlayout) + - +
Updates (topologisch) + + -
Updates (Gewicht) + + +
Fragen:

m Was brauchen wir?
® Was muss nicht super effizient sein?
m erstmal Modelle anschauen!

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung
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I Modellierung (StraBengraphen) AIT

Karbruher Insttut far

File Speed Options Disasters Windows Newspaper
I Nou 1903 <Latis> $3,959 =]

Ee T
-

e
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I Modellierung (StraBengraphen) AIT

Karbruher Insttut far

File Speed Options Disasters Windows Newspaper
I Nou 1903 <Latis> $3,959 =]

e s
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I Modellierung (StraBengraphen) AT

a Knoten sind Kreuzungen
m Kanten sind StraBBen
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I Modellierung (StraBengraphen) AT

a Knoten sind Kreuzungen
m Kanten sind Stral3en
m Einbahnstraf3en
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I Modellierung (StraBengraphen) AT

a Knoten sind Kreuzungen
m Kanten sind StraBBen
a EinbahnstraBen
ma Metrik ist Reisezeit
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I Modellierung (StraBengraphen) AT

Eigenschaften (sammeln):
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I Modellierung (StraBengraphen) AT

Eigenschaften:
a dunn
a (fast) ungerichtet
a geringer Knotengrad
ma Kantenziige
m Hierarchie (Autobahnen!)
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I Modellierung (Eisenbahngraphen) IT

Beispiel:
m 4 Stationen (A,B,C,D)
@ Zug 1: StatonA—-B—-C — A
[ StatonA B —-D—-C — A
m Zige operieren alle 10 Minuten
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I Modellierung (Eisenbahngraphen)

Beispiel:
m 4 Stationen (A,B,C,D)
@ Zug 1: StatonA—-B—-C — A
[ StatonA B —-D—-C — A
m Zige operieren alle 10 Minuten

©

®
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I Modellierung (Eisenbahngraphen) IT

Beispiel:
m 4 Stationen (A,B,C,D)
@ Zug 1: StatonA—-B—-C — A
[ StatonA B —-D—-C — A
m Zige operieren alle 10 Minuten
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I Modellierung (Eisenbahngraphen) IT

Beispiel:
m 4 Stationen (A,B,C,D)
@ Zug 1: StatonA—-B—-C — A
[ StatonA B —-D—-C — A
m Zige operieren alle 10 Minuten
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I Modellierung (Eisenbahngraphen) IT

Beispiel:
a 4 Stationen (A,B,C,D)
@ Zug 1: StatonA—-B—-C — A
[ StatonA B —-D—-C — A
m Zige operieren alle 10 Minuten

Kanten sind zeitabhangig!
(wann fahrt ein Zug wie lange?)
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I Modellierung (Eisenbahngraphen) IT

Beispiel:
a 4 Stationen (A,B,C,D)
@ Zug 1: StatonA—-B—-C — A
[ StatonA B —-D—-C — A
m Zige operieren alle 10 Minuten

Kanten sind zeitabhangig! oder roll die Zeit aus
(wann fahrt ein Zug wie lange?)
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I Zeitexpandiertes Modell AT

Vorgehen: Station B:
a Knoten sind Abfahrts-/
Ankunftsereignisse
a Kanten flr die Fahrt von
Station zu Station

® Wartekanten an den P
Stationen fiir Umstiege
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I Zeitexpandiertes Modell AT

Vorgehen: Station B:

a Knoten sind Abfahrts-/
Ankunftsereignisse

a Kanten fiir die Fahrt von
Station zu Station

® Wartekanten an den P
Stationen fiir Umstiege

Diskussion:
+ keine zeitabhangigen Kanten
— Graph groBer
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I Modellierung (Flugdaten) AIT
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I Eigenschaften der Graphen AIT

a zusammenhangend

@ dinn

m gerichtet

m geringer Knotengrad

m meist verborgene Hierarchie (Autobahnen, ICE)
m Einbettung vorhanden (fast planar?)

m Kantengewichte nicht-negativ

a teilweise zeitabhangig

® dlinne Separatoren?
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I Eigenschaften der Graphen AIT

a zusammenhangend

@ dinn

m gerichtet

m geringer Knotengrad

m meist verborgene Hierarchie (Autobahnen, ICE)
m Einbettung vorhanden (fast planar?)

m Kantengewichte nicht-negativ

a teilweise zeitabhangig

® dlinne Separatoren?

Diskussion:
m berechne beste Verbindungen in solchen Netzwerken
m Adjazenzarray als Graphdatenstruktur
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2. Klrzeste Wege
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I Problemstellung A“("

Gegeben:
Graph G = (V, E, len) mit positiver Kantenfunktion len: E — Rxq,
Knoten s,t € V

Méogliche Aufgaben

a Berechne Distanz d(s, t)
a Finde kirzesten s-t-Pfad P := (s, ...
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Eigenschaften von kiirzesten Wegen ;\KIT

Azyklitat:
a Kirzeste Wege sind zyklenfrei

Aufspannungseigenschaft:

a Alle kiirzesten Wege von s aus bilden
DAG bzw. Baum

Vererbungseigenschaft:

a Teilwege von kiirzesten Wegen sind
kirzeste Wege

2
Abstand: S
m Steigender Abstand von Wurzel zu
Blattern
d(sit) =7 t
2
Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ===.. Institut fir Theoretische Informatik
Folie 30 — 13. April 2015 Syap Lehrstuhl Algorithmik



I Berechnung kiirzester Wege AIT

Komplexitat von Single-Source Shortest Paths abhangig vom
Eingabegraphen.

a In dieser Vorlesung: Kantengewichte (fast) immer nicht-negativ.

u Ein negativer Zyklus ist ein Kreis mit negativem Gesamtgewicht.

a Ein einfacher Pfad ist ein Pfad bei dem sich kein Knoten wiederholt.

Problemvarianten
a Kantengewichte alle positiv:
Dijkstra’s Algorithmus anwendbar (Laufzeit |V|log|V| + |E|)
a Kantengewichte auch negativ, aber kein negativer Zyklus:
Algorithmus von Bellmann-Ford anwendbar (Laufzeit | V| - |E|)

a Kantengewichte auch negativ, suche kiirzesten einfachen Pfad:
NP-schwer, Reduktion von ,Problem Longest Path®
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| Der Bellman-Ford Algorithmus IT

Bellman-Ford(G, s)

1 forv e Vdo d[v] +

2

3 d[s] «+ 0

4fori=1to|V|—1do

5 forall the edges (u,v) € E do

6 if d[u] + len(u, v) < d[v] then
| d[v] « d[u] + len(u, v)

~

Institut fr Theoretische Informatik
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| Der Bellman-Ford Algorithmus XIT

Bellman-Ford(G, s)

1 forv e Vdo d[v] +
2
3 d[s] «+ 0

4fori=1to|V|—1do

5 forall the edges (u,v) € E do

6 if d[u] + len(u, v) < d[v] then
7 L | d[v] « d[u] + len(u, v)

8 forall the edges (u,v) € E do
9 if d[v] > d[u] + len(u, v) then
10 L negative cycle found

Institut fr Theoretische Informatik
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I Problem Longest Path AIT

Problem Longest Path

Gegeben:

a Gerichteter, gewichteter Graph G = (V, E) mit LAngenfunktion
len: E - N

m Zahl K e N
m Knoten s, te V

Frage:
m Gibt es einen einfachen s-t-Pfad der Ld&nge mindestens K?

Problem Longest Path ist AP-schwer (siehe [Garey & Johnson 79])
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| Dijkstras Algorithmus T

DIJKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

-

2 L d[v] = oo, p[v] = NULL // distances, parents
3ds]=0
4 Q.clear(), Q.insert(s,0) // container
5 while 'Q.empty() do
6 u <+ Q.deleteMin() // settling node u
7 forall the edges e = (u,v) € E do
// relaxing edges
8 if d[u] + len(e) < d[v] then
9 d[v] < d[u] +len(e)
10 plv] < u
11 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])
12 else Q.insert(v, d[v])

Institut fir Theoretische Informatik
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

] 2 L]

Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

2 L]

Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ===.. Institut fir Theoretische Informatik
Folie 35 — 13. April 2015 Syap Lehrstuhl Algorithmik



I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

2 L]

2 9]
Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

,

2 9]
Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

,

Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Dijkstras Algorithmus AT
Gegeben: Graph G, Startknoten.

Idee: Suche in G mit zunehmender Distanz von s.

Invariante: Pfade zu roten Knoten sind optimal.
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I Kantenrelaxierung A\K"

DIJKSTRA(G = (V, E), s)

forall the nodes v € V do

| d[v] = o0, p[v] = NULL // distances, parents
d[s]=0

Q.clear(), Q.insert(s,0) // container
while 'Q.empty() do

u + Q.deleteMin() // settling node u
forall the edges e = (u,v) € E do

N o a s~ 0w N

©o

10
1
12
13

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ==‘.
Folie 36 — 13. April 2015 &%

// relaxing edges
if d[u] +len(e) < d[v] then
d[v] < d[u] + len(e)
plv] < u
if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])

else Q.insert(v,d[v])

m Institut fir Theoretische Informatik
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I Definitionen A“(".

Kantenrelaxierung: Der Vorgang
1 if d[u] + len(u, v) < d[v] then d[v] < d[u] + len(u, v)

heiBt Kantenrelaxierung.
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I Definitionen A\K"

Kantenrelaxierung: Der Vorgang
1 if du] + len(u, v) < d[v] then d[v] + d[u] + len(u, v)

heiBt Kantenrelaxierung.

Besuchte Knoten: Ein Knoten heif3t (zu einem Zeitpunkt) besucht
(visited) wenn er (zu diesem Zeitpunkt) schon in die Queue eingefiigt
wurde (unabhangig davon, ob er noch in der Queue ist).

Institut fir Theoretische Informatik
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I Definitionen A\K"

Kantenrelaxierung: Der Vorgang
1 if du] + len(u, v) < d[v] then d[v] + d[u] + len(u, v)

heiBt Kantenrelaxierung.

Besuchte Knoten: Ein Knoten heif3t (zu einem Zeitpunkt) besucht
(visited) wenn er (zu diesem Zeitpunkt) schon in die Queue eingefiigt
wurde (unabhangig davon, ob er noch in der Queue ist).

Abgearbeitete Knoten: Ein Knoten heif3t (zu einem Zeitpunkt)
abgearbeitet (settled/scanned) wenn er (zu diesem Zeitpunkt) schon in
die Queue eingefugt und wieder extrahiert wurde.

Institut fir Theoretische Informatik
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL

3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0)

4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin()

6 forall the edges e = (u,v) € E do
7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])
1

12 else Q.insert(v, d[v])

13
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL // n Mal
3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0)

4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin()

6 forall the edges e = (u,v) € E do

7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])
1

12 else Q.insert(v, d[v])

13
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL // n Mal
3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0) // 1 Mal
4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin()

6 forall the edges e = (u,v) € E do

7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])

1

12 else Q.insert(v, d[v])

13
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL // n Mal
3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0) // 1 Mal
4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin() // n Mal
6 forall the edges e = (u,v) € E do

7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])

1

12 else Q.insert(v, d[v])

13
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL // n Mal
3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0) // 1 Mal
4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin() // n Mal
6 forall the edges e = (u,v) € E do

7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v]) // m Mal
1

12 else Q.insert(v, d[v])

13
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL // n Mal
3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0) // 1 Mal
4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin() // n Mal
6 forall the edges e = (u,v) € E do

7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v]) // m Mal
1

12 else Q.insert(v, d[v]) // n Mal
13
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I Komplexitat von Dijkstra AIT

DIUKSTRA(G = (V, E), s)
forall the nodes v € V do

Y

2 | d[v] = oo, p[v] = NULL // n Mal

3 d[s] =0, Q.clear(), Q.insert(s,0) // 1 Mal

4 while 'Q.empty() do

5 u « Q.deleteMin() // n Mal

6 forall the edges e = (u,v) € E do

7 if d[u] + len(e) < d[v] then

8 d[v] < d[u] +len(e)

9 plv] < u

10 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v]) // m Mal

1

12 else Q.insert(v, d[v]) // n Mal

13

TDIJKS]'RA — Tinit +n- TdeleteMin +m- TdecreaseKey ‘L‘-ﬁ . T_/’nsgrt _ _
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I Laufzeit Dijkstra

IT

TDIJKSTRA = Tinit +n- TdeleteMin +m- TdecreaseKey +n- Tinsert

Liste Binary Heap  Binomial heap Fibonacci heap
Operation (worst-case) (worst-case) (worst-case) (amortized)
Init (1) o(1) o(1) o(1)
Insert (1) O(log k) O(log k) o(1)
Minimum o(n) o(1) O(log k) (1)
DeleteMin o(n) O(log k) O(log k) O(log k)
Union o(1) O(k) O(log k) (1)
DecreaseKey (1) O(log k) O(log k) o(1)
Delete o(1) O(log k) O(log k) O(log k)
Dijkstra | O(n* + m) O((n+ m)log n) O((n+ m)log n) O(m + nlog n)

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung
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| Laufzeit Dijkstra T

TDIJKSTRA = Tinit +n- TdeleteMin +m- TdecreaseKey +n- Tinsert

Liste Binary Heap  Binomial heap Fibonacci heap
Operation (worst-case) (worst-case) (worst-case) (amortized)
Init (1) o(1) o(1) o(1)
Insert (1) O(log k) O(log k) o(1)
Minimum o(n) o(1) O(log k) (1)
DeleteMin o(n) O(log k) O(log k) O(log k)
Union o(1) O(k) O(log k) o(1)
DecreaseKey (1) O(log k) O(log k) o(1)
Delete o(1) O(log k) O(log k) O(log k)
Dijkstra O(r? +m) O((n+ m)logn) O((n+ m)logn) O(m + nlog n)
Dij (m € O(n))| O(r) O(nlog n) O(nlog n) O(nlog n)

Transportnetzwerke sind diinn = Binary Heaps
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I Laufzeit Dijkstra Experimente KIT

k-ary Heap: Baum mit (max.) k Kindern je Vorgangerknoten
k Query[sec]

2

0 o1k~ W
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I Laufzeit Dijkstra Experimente KIT

k-ary Heap: Baum mit (max.) k Kindern je Vorgangerknoten
k Query[sec]

2

0 o1k~ W

Dijkstra:
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1.561

Graph: 18M Knoten, 42M Kanten

~ 1.5s = nicht interaktiv
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I Laufzeit Dijkstra Experimente <IT

k-ary Heap: Baum mit (max.) k Kindern je Vorgangerknoten
k Query[sec]

2 1.834

3 1.595 Graph: 18M Knoten, 42M Kanten
4 1.507

5 1.525

8 1.561

Dijkstra: ~ 1.5s = nichtinteraktiv

n+ m CPU clock cycles: =~ 30ms = viel schneller
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I Laufzeit Dijkstra Experimente <IT

k-ary Heap: Baum mit (max.) k Kindern je Vorgangerknoten
k Query[sec]

2 1.834

3 1.595 Graph: 18M Knoten, 42M Kanten
4 1.507

5 1.525

8 1.561

Dijkstra: ~ 1.5s = nichtinteraktiv

n+ m CPU clock cycles: =~ 30ms = viel schneller

BFS: ~1.2s = ander Queue liegt’s nicht
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I Laufzeit Dijkstra Experimente KIT

k-ary Heap: Baum mit (max.) k Kindern je Vorgangerknoten
k Query[sec]

2 1.834

3 1.595 Graph: 18M Knoten, 42M Kanten
4 1.507

5 1.525

8 1.561

Dijkstra: ~ 1.5s = nichtinteraktiv

n+ m CPU clock cycles: =~ 30ms = viel schneller

BFS: ~1.2s = ander Queue liegt’s nicht

Performanz von Graphsuchen ist speicher-begrenzt
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I Schematischer Suchraum, Dijkstra AT
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I Schematischer Suchraum, Dijkstra AT

Karkruher Insttut i Technologie
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Beobachtung
a Dijkstra’s Algorithmus durchsucht den ganzen Graphen
a Viel unnuitze Information, vor allem wenn s und t nahe beinander
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Beobachtung
a Dijkstra’s Algorithmus durchsucht den ganzen Graphen
a Viel unnuitze Information, vor allem wenn s und t nahe beinander

Idee
a stoppe die Anfrage, sobald t aus der Queue entfernt wurde
m Suchraum: Menge der abgearbeiteten Knoten
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| Abbruch IT

Beobachtung
a Dijkstra’s Algorithmus durchsucht den ganzen Graphen
@ Viel unniitze Information, vor allem wenn s und t nahe beinander

Idee
a stoppe die Anfrage, sobald t aus der Queue entfernt wurde
m Suchraum: Menge der abgearbeiteten Knoten

Korrektheit
a Wert d[v] &ndert sich nicht mehr, sobald v abgearbeitet wurde
a Korrektheit des Vorgehens bleibt also erhalten
a Reduziert durchschnittlichen Suchraum von n auf =~ n/2

Andreas Gemsa — Algorithmen fur Routenplanung ==. Institut fir Theoretische Informatik
Folie 42 — 13. April 2015 =,{; Lehrstuhl Algorithmik



I Schematischer Suchraum, Dijkstra AT

Karkruher Insttut i Technologie
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I Schematischer Suchraum, Dijkstra AT

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ===.. Institut fir Theoretische Informatik
Folie 43 — 13. April 2015 Syap Lehrstuhl Algorithmik



| Dijkstra mit Abbruchkriterium AT

DIUKSTRA(G = (V,E), s, t)
forall the nodes v € V do

-

2 L d[v] = oo, p[v] = NULL // distances, parents
3 d[s]=0
4 Q.clear(), Q.add(s,0) // container
5 while !|Q.empty() do
6 u « Q.deleteMin() // settling node u
7 if u = t then return

forall the edges e = (u,v) € E do

if d[u] + len(e) < d[v] then

10 d[v] < d[u] + len(e)
1 p[v] < u
12 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])
13
14 else Q.insert(v, d[v])

Institut fir Theoretische Informatik
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I Frage

m Haufig werden viele Anfragen auf gleichem Netzwerk gestellt.

a Wo kdnnte ein Problem bzgl. der Laufzeit liegen?
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| Dijkstra mit Abbruchkriterium AT

DIJKSTRA(G = (V, E), s, 1)
1 forall the nodes v € V do

2 L d[v] = o, p[v] = NULL // distances, parents
3 d[s]=0
4 Q.clear(), Q.add(s,0) // container
5 while 'Q.empty() do
6 u « Q.deleteMin() // settling node u
7 break if u =t
8 forall the edges e = (u,v) € E do
// relaxing edges
9 if d[u] + len(e) < d[v] then
10 d[v] < d[u] + len(e)
11 p[v] + u
12 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])
13
14 else Q.insert(v, d[v])

Institut fir Theoretische Informatik
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| Dijkstra mit Abbruchkriterium AT

DIJKSTRA(G = (V, E), s, 1)
1 forall the nodes v € V do

2 L d[v] = o0, p[v] = NULL // distances, parents
3d[s]=0
4 Q.clear(), Q.add(s,0) // container
5 while !Q.empty() do
6 u < Q.deleteMin() // settling node u
7 break if u =t
8 forall the edges e = (u,v) € E do
// relaxing edges
9 if d[u] + len(e) < d[v] then
10 d[v] < d[u] + len(e)
11 plv] < u
12 if v € Q then Q.decreaseKey(v, d[v])
13
14 else Q.insert(v, d[v])

Institut fir Theoretische Informatik
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I Viele Anfragen A“(IT

Problem
m Haufig viele Anfragen auf gleichem Graphen

a Die Initialisierung muss immer fir alle Knoten neu ausgefiihrt
werden
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I Viele Anfragen A“(IT

Problem
m Haufig viele Anfragen auf gleichem Graphen

a Die Initialisierung muss immer fir alle Knoten neu ausgefiihrt
werden

Idee
m Speiche zusétzlichen ,Timestamp® run[v] fur jeden Knoten
m Benutze Zahler count

a Damit kann abgefragt werden, ob ein Knoten im aktuellen Lauf
schon besucht wurde.
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I Dijkstra mit Timestamps
count < count + 1

dis]=0
Q.clear(), Q.add(s,0)

while 'Q.empty() do

1

w N

o b

10
1

12
13
14

u « Q.deleteMin()

if u = t then return

forall the edges e = (u,v) € E do

if run[v] # count then
d[v] < d[u] + len(e)
Q.insert(v,d[v])
run[v] + count

Ise if d[u] + len(e) < d[v] then
d[v] < d[u] + len(e)

| Q.decreaseKey (v, d[Vv])

(1)
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Folie 48 — 13. April 2015

ST

// Uberlauf

Institut fir Theoretische Informatik
Lehrstuhl Algorithmik



Bidirektionale Suche
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| Bidirektionale Suche <7

Beobachtung: Ein kirzester s-t-Weg lasst sich finden durch
a Normaler Dijkstra (Vorwéartssuche) von s

a Dijkstra auf Graph mit umgedrehten Kantenrichtungen
(Ruckwartssuche) von t
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| Bidirektionale Suche <7

Idee: Kombiniere beide Suchen
m ,Gleichzeitig" Vor- und Rickwartssuche
m Abbruch wenn beide Suchen ,weit genug fortgeschritten®
® Weg dann zusammensetzen
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| Bidirektionale Suche <7

Anfrage:
m alterniere Vorwarts- und Rickwartsuche

m vorwarts: relaxiere ausgehende Kanten
m rlckwarts: relaxiere eingehende Kanten
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| Bidirektionale Suche <7

Anfrage:
m alterniere Vorwarts- und Rickwartsuche

m vorwarts: relaxiere ausgehende Kanten
m rlckwarts: relaxiere eingehende Kanten
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| Bidirektionale Suche <7

Anfrage:
m alterniere Vorwarts- und Rickwartsuche

m vorwarts: relaxiere ausgehende Kanten
m rlckwarts: relaxiere eingehende Kanten

3] 3 [[8] w=10
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| Bidirektionale Suche <7

Anfrage:
m alterniere Vorwarts- und Rickwartsuche

m vorwarts: relaxiere ausgehende Kanten
m rlckwarts: relaxiere eingehende Kanten

3] 3 [6[3] w=9
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| Bidirektionale Suche <7

Anfrage:
m alterniere Vorwarts- und Rickwartsuche

m vorwarts: relaxiere ausgehende Kanten
m rlckwarts: relaxiere eingehende Kanten

3[6] 3 [6[3] w=9
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| Bidirektionale Suche <7

Anfrage:
m alterniere Vorwarts- und Rickwartsuche

m vorwarts: relaxiere ausgehende Kanten
m rlckwarts: relaxiere eingehende Kanten

3[6] 3 [6[3] n=9
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I Graph-Datenstruktur

Problem:

m ein- und ausgehende Kanten-Inzidenz
bendtigt

a Graph (fast) ungerichtet
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I Graph-Datenstruktur A\K"

Problem:

m ein- und ausgehende Kanten-Inzidenz
bendtigt
a Graph (fast) ungerichtet

firstEdge ’0 31517 10‘

targetNode [ 1313|0121/ 3
weight 312(1(3(2]2]1
isIncoming | — | — \/ \/ — \/ \/
isOutgoing \/ \/ —|— — \/

Institut fir Theoretische Informatik
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I Bidirektionale Suche - Definitionen AIT

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ==‘.
Folie 53 — 13. April 2015 &%

Input ist Graph G = (V, E,len) und Knoten s, f € V.
Fir Inputgraphen G bezeichne G- (v, <E, E‘n) den umgekehrten
Graphen, d.h.
%
E = {(vyuyeVxV]|(uyv)eE}
%
len(u,v) = len(v,u)
Die Vorwértssuche ist Dijkstra’s Algo mit Start s auf G
Die Riickwartssuche ist Dijkstra’s Algo mit Start t auf E

Die Queue der Vorwartssuche ist 8%
Die Queue der Rickwértssuche ist Q
Der Distanzvektor der Vorwartssuche ist 7[]

(_
Der Distanzvektor der Rlickwartssuche ist d|]

m Institut fir Theoretische Informatik
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I Bidirektionale Suche - Vorgehen AIT

m Vor- und Rickwartssuche werden abwechselnd ausgefiihrt

a Es wird zusétzlich die vorlaufige Distanz
. —
w=min(d[v] + d[v))
veV

berechnet, sowie der (vorlaufige) Mittelknoten m.
a Dazu wird bei der Relaxierung von Kante (u, v) zusétzlich

= min{p, d[v] + d[v]}

ausgefihrt und m ggfs. aktualisiert. (Initial ist 1 = o).

a Nach Terminierung beinhaltet 1 die Distanz d(s, f),
P=s,....,m, ..., tistkirzester Pfad.
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I Bidirektionale Suche - Vorgehen AIT

m Vor- und Rickwartssuche werden abwechselnd ausgefiihrt

a Es wird zusétzlich die vorlaufige Distanz
. —
w=min(d[v] + d[v))
veV

berechnet, sowie der (vorlaufige) Mittelknoten m.
a Dazu wird bei der Relaxierung von Kante (u, v) zusétzlich

p=min{p, d[v] + d[v])

ausgefihrt und m ggfs. aktualisiert. (Initial ist 1 = o).

a Nach Terminierung beinhaltet 1 die Distanz d(s, f),
P=s,....,m, ..., tistkirzester Pfad.

Was sind gute Abbruchstrategien?
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I Abbruchstrategie (1) ﬂ("

Abbruchstrategie (1)

Abbruch, sobald ein Knoten m existiert, der von beiden Suchen
abgearbeitet wurde.
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I Abbruchstrategie (1) ﬂ("

Abbruchstrategie (1)

Abbruch, sobald ein Knoten m existiert, der von beiden Suchen
abgearbeitet wurde.

Frage: Ist m dann auf einem kirzesten s-f-Weg enthalten?

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung
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I Abbruchstrategie (1) ﬂ("

Abbruchstrategie (1)

Abbruch, sobald ein Knoten m existiert, der von beiden Suchen
abgearbeitet wurde.

Frage: Ist m dann auf einem kirzesten s-f-Weg enthalten?

Nein, Gegenbeispiel:

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung =%. Institut fir Theoretische Informatik
r)

Folie 55 — 13. April 2015 ‘"= Lehrstuhl Algorithmik



I Abbruchstrategie (1) AIT

Abbruchstrategie (1)

Abbruch, sobald ein Knoten m existiert, der von beiden Suchen
abgearbeitet wurde.

Abbruchstrategie (1) berechnet d(s, t) korrekt. Beweisskizze:

a O.B.d.Aseid(s,t) < oo (andernfalls klar).
w Klar: d[v] + d[v] > dist(s, ¢).

a Seien 3, <§ die abgearbeiteten Knoten von Vor- und
Ruckwartssuche nach Terminierung.

a Sei P = (wv1,... V) ein kirzester s-t-Weg. Wir zeigen:
{vi,... v} € S U S oder len(P) = dist(s, m) + dist(m, t).
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I Abbruchstrategie (1)

Abbruchstrategie (1)

Abbruch, sobald ein Knoten m existiert, der von beiden Suchen
abgearbeitet wurde.

m Sei P = (w,... V) ein kirzester s-t-Weg. Wir zeigen:
{(v1,... v} C SU'S oder len(P) = dist(s, m) + dist(m, 1).

® Angenommen es gibt v; ¢ § U <§

a Dann gilt

dist(s, v;)
diSt(Vj, t)

dist(s, m)
dist(m, )

Also
len(P) = dist(s, v;) + dist(v;, t) > dist(s, m) + dist(m, f).
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I Abbruchstrategie (2)

Abbruchstrategie (2)
Abbruch, sobald ;2 < minKey(3) + minKey( Q)
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I Abbruchstrategie (2)

Abbruchstrategie (2)
Abbruch, sobald ;2 < minKey(3) + minKey( Q)

Abbruchstrategie (2) berechnet d(s, t) korrekt. Beweisskizze:
a O.B.d.Asei d(s,t) < oo (andernfalls klar).
w Klar: d[v]+ d[v] > dist(s, t).
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I Abbruchstrategie (2) AIT

Abbruchstrategie (2)
Abbruch, sobald ;2 < minKey(3) + minKey( Q)

Annahme: 1 > d(s, t) nach Terminierung.
a Dann gibt es einen s-t Pfad P der kirzer als . ist.
a Auf P gibt es eine Kante (u, v) mit -
d(s, u) < minKey(Q) und d(v, t) < minKey( Q).
a Also missen u und v schon abgearbeitet worden sein
(0.B.d.A. u vor v)

a Beim relaxieren von (u, v) wére P entdeckt worden und
aktualisiert

Damit ist u < d(s, t). Widerspruch!
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I Wechselstrategien A“("

Frage: Was sind mdgliche Wechselstrategien?
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I Wechselstrategien A\K"

Mogliche Wechselstrategien

a Prinzipiell jede Wechselstrategie mdglich
® Wechsle nach jedem Schritt zur entgegengesetzten Suche

m Flhre immer die Suche mit der kleineren Anzahl Elemente in
Queue aus

@ Flhre immer die Suche mit dem kleineren minimalen
Queueelement aus

a Oder: Parallele Ausfiihrung auf zwei Kernen

Institut fir Theoretische Informatik
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AT

Karkruher Insttut i Technologie
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Beispiel

Karkruher Insttut i Technologie
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I Bemerkungen A“(".

Beschleunigung
@ Annahme: Suchraum ist Kreisscheibe mit Radius r.
= Speedup bzgl. Suchraum (ca.):

Dijkstra ~ ar?

Bidir. Suche ~ 5. . (@2 =2

a Flhre Suchen parallel aus.
= Gesamtspeedup ca. 4.

Andreas Gemsa — Algorithmen fiir Routenplanung ===.. Institut fir Theoretische Informatik
Folie 59 — 13. April 2015 Syap Lehrstuhl Aigorithmik



I Bemerkungen A“(".

Beschleunigung
@ Annahme: Suchraum ist Kreisscheibe mit Radius r.
= Speedup bzgl. Suchraum (ca.):

Dijkstra ~ ar?

Bidir. Suche ~ 5. . (@2 =2

a Flhre Suchen parallel aus.
= Gesamtspeedup ca. 4.

Wichtiger Bestandteil vieler effizienter Techniken!
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I Dijkstra-Rank

Problem:
a Zufallsanfragen geben wenig Informationen
a Wie ist die Varianz?
® Werden nahe oder ferne Anfragen beschleunigt?
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| Dijkstra-Rank IT

Problem:
a Zufallsanfragen geben wenig Informationen
a Wie ist die Varianz?
® Werden nahe oder ferne Anfragen beschleunigt?

Idee:
m DIUKSTRA definiert fiir gegebenen Startknoten Ordnung fiir auf den
Knoten
m DIUKSTRA-Rang rs(u) eines Knoten u fiir gegebenes s
m wahle 1000 Startknoten und analysiere jeweils die Suchzeiten um
die Knoten mit Rang 2', ..., 2!°9" zy finden

a zeichne Plot

Institut fir Theoretische Informatik
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I Rank Bidirektionale Suche AT

Karkruher Insttut i Technologie
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Rank Bidirektionale Suche AT

1000 10000

Query Time [ms]
0.1 1 3 10 100

0.01
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Dijkstra Rank

Ausreif3er bei nahen Anfragen (vor allem unidirektional)
Beschleunigung unabhangig vom Rang (immer ca. Faktor 2)
Varianz etwas hdéher als bei unidirektionaler Suche

manche Anfragen sehr schnell

Folie 61 — 13. April 2015
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I Nachster Termin

Montag, 20. April 2014
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