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1 Folgerung aus dem Planar Separator Theorem:

Zeigen Sie:

Zu einem zusammenhingenden, planaren Graphen G = (V, E) mit n > 5 Knoten und maxima-
lem Knotengrad A gibt es einen Schnitt S C E von G mit |S| < 4Ay/n, so dass G—S = (V, E\S)
aus zwei disjunkten Graphen Gi = (V4,E1) und Gy = (Vo, Ep) mit [Vi| < 2n, |Vo| < 2n,
ViUV =V und Ey1 U Ey = E'\ S besteht.

2 Separatoren

Wir sagen eine Klasse K von Graphen hat einen f(n)-Separator, wenn folgende Aussagen fiir
diese Graphklasse stimmt:

Fiir jeden Graph G = (V, F) in K mit n Knoten gibt es Konstanten o < 1, ¢ > 0, so dass eine
Partition der Knotenmenge in Mengen Vi, V5 und S mit folgenden Eigenschaften existiert: Es
gibt kein Knotenpaar u,v mit v € V3 und v € V5 fiir die gilt {u,v} € E, und es gelte auflerdem
Vil, |Va] < a-n, und [S| < c- f(n).

a) Zeigen Sie, dass die Graphklasse der Baume einen 1-Separator hat.
Hinweis: Probieren Sie die Aussage fiir « = 2/3 zu zeigen.
b) Zeigen Sie, dass die Klasse der 2-fach zusammenhéingenden Graphen einen 1-Separator hat.

Hinweis: Ein auflenplanarer Graph ist ein planarer Graph fiir den eine planare Einbettung
existiert bei der alle Knoten auf der dufleren Facette liegen. Ein 2-fach zusammenhéngender
auBlenplanarer Graph G ist eine Triangulation eines n-gons (wobei evtl. Kanten fehlen kénnen).
Loéscht man vom dualen Graph G* (dual zu G) den Knoten welcher der dufleren Facetten in G
entspricht, dann ist der resultierende Graph ein Baum. Nutzen Sie diese Eigenschaft in Kombi-
nation mit der Erkenntnis aus a) um b) zu zeigen.

Bitte wenden.



3 Schnitte, Kreise und Bdume im Dualgraph

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

1. Sei G = (V,E) ein planarer, zusammenhingender Graph mit Dualgraph G*. Fiir eine
Teilmenge E' C E gilt, dass der Teilgraph (V, E’) von G genau dann einen Kreis enthélt,
wenn der Teilgraph (V*, (E'\ E')*) von G* unzusammenhéngend ist.

2. Sei G = (V, E) ein planarer, zusammenhiéingender Graph mit Dualgraph G* und E’ C E.
Dann ist (V, E’) ein aufspannender Baum von G genau dann, wenn (V* (E \ E’)*) ein
aufspannender Baum von G* ist.

4 Adjazenztest in planaren Graphen

Sei G ein planarer Graph mit n Knoten. Geben Sie eine Datenstruktur mit linearer Grofle an, mit
deren Hilfe nach linearer Vorberechnung Adjazenzen von Knoten in konstanter Zeit abgefragt
werden konnen. Das heifit, gegeben zwei Knoten v und v von G, kann die Frage ob die Kante
{u,v} in G ist, in konstanter Zeit beantwortet werden.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass sich jeder planare Graph in einen gerichteten Graph umwan-
deln lédsst bei dem jeder Knoten hochstens fiinf ausgehende Kanten hat. Geben Sie dann einen
Algorithmus mit linearer Laufzeit an der dieses leistet.

Bonusfrage: Lisst sich die Datenstruktur so erweitern, dass auch abgefragt werden kann ob
und v durch einen Weg aus hochstens zwei Kanten verbunden sind?

5 Bonus: Vorfreude auf die Fufiball WM

Ein Fuiball! mit Wabenstruktur hat eine Oberfliche die ausschlieBlich aus Fiinf- und Sechsecken
besteht. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Fiinfecke auf jedem Fufiball mit Wabenstruktur 12 ist.

Hinweis: Nehme Sie an, dass ein Fufiball eine Kugel ist.

"http://de.wikipedia.org/wiki/FuBball_(Sportgeriit)



