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Motivation: Spanner QAT

stitute of Technology

Aufgabe:
Eine Menge von Stadten soll liber ein
. neues StraBennetz miteinander
. ’ verbunden werden.
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Motivation: Spanner QAT

Aufgabe:

Eine Menge von Stadten soll liber ein
neues StraBennetz miteinander
[ verbunden werden.

1. Idee: Euklid. min. Spannbaum
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Motivation: Spanner QAT
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Aufgabe:
Eine Menge von Stadten soll liber ein
________ neues StralBennetz miteinander
T verbunden werden.

Allerdings soll fiir kein Paar (x,y)
# der Weg im StraBennetz viel langer
als die Distanz ||zy|| sein.

1. Idee: Euklid. min. Spannbaum
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Motivation: Spanner QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Aufgabe:

Eine Menge von Stadten soll liber ein
neues StraBennetz miteinander
verbunden werden.

Allerdings soll fiir kein Paar (x,y)
der Weg im StraBennetz viel langer
als die Distanz ||zy|| sein.

1. Idee: Euklid. min. Spannbaum
2. ldee: vollstandiger Graph
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Motivation: Spanner QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Aufgabe:

Eine Menge von Stadten soll liber ein
neues StraBennetz miteinander
verbunden werden.

Allerdings soll fiir kein Paar (x,y)
der Weg im StraBennetz viel langer
als die Distanz ||zy|| sein.

Die Baukosten sollen im Rahmen
bleiben, also z.B. nur O(n) Kanten.

1. Idee: Euklid. min. Spannbaum
2. ldee: vollstandiger Graph
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Motivation: Spanner QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Aufgabe:

Eine Menge von Stadten soll liber ein
neues StraBennetz miteinander
verbunden werden.

Allerdings soll fiir kein Paar (x,y)
der Weg im StraBennetz viel langer
als die Distanz ||zy|| sein.

Die Baukosten sollen im Rahmen
bleiben, also z.B. nur O(n) Kanten.

1. Idee: Euklid. min. Spannbaum
2. ldee: vollstandiger Graph
3. ldee: sparse t-Spanner
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Well-Separated Pairs AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Ein Paar disjunkter Punktmengen A und B im R? heiBt
s-well separated fiir ein s > 0, falls A und B jeweils
von einer Kugel mit Radius r tiberdeckt werden und der

Abstand der beiden Kugeln mindestens sr ist.

B

Well-Separated Pair Decomposition
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Well-Separated Pairs AT
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Def.: Ein Paar disjunkter Punktmengen A und B im R? heiBt
s-well separated fiir ein s > 0, falls A und B jeweils
von einer Kugel mit Radius r tiberdeckt werden und der

Abstand der beiden Kugeln mindestens sr ist.
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Well-Separated Pairs AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Ein Paar disjunkter Punktmengen A und B im R? heiBt
s-well separated fiir ein s > 0, falls A und B jeweils
von einer Kugel mit Radius r tiberdeckt werden und der

Abstand der beiden Kugeln mindestens sr ist.

Beob.: = s-well separated = s’-well separated fiir alle s’ < s
= Singletons {a} und {b} sind s-well separated fiir

alle s > 0
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Well-Separated Pair Decomposition (WSPD) A\CIT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Fiir wohlsepariertes Paar { A, B} gilt, dass der Abstand fiir alle
Punktpaare in AQ B ={{a,b} | a € A,b € B,a # b} adhnlich ist.

Ziel: o(n?)-Datenstruktur, die den Abstand aller () Paare von

Punkten einer Menge P = {p1,...,pn,} approximiert.
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Well-Separated Pair Decomposition (WSPD) A\CIT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Fiir wohlsepariertes Paar { A, B} gilt, dass der Abstand fiir alle
Punktpaare in AQ B ={{a,b} | a € A,b € B,a # b} adhnlich ist.

Ziel: o(n?)-Datenstruktur, die den Abstand aller () Paare von

Punkten einer Menge P = {p1,...,pn,} approximiert.

Def.: Fiir eine Punktmenge P und ein s > 0 ist eine s-well
separated pair decomposition (s-WSPD) eine Menge
von Paaren {{A1,B1},...,{Amn, By} mit

w» A;, B, C P fiir alle ¢

2 A, N B; = fiir alle ¢

. U:’;lAz@BZ PP

» {A;, B;} s-well separated fiir alle i
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology

28 Punktpaare
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Beispiel AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

28 Punktpaare 12 s-well separated pairs
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Beispiel AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

28 Punktpaare 12 s-well separated pairs

WSPD der GréBe O(n?) ist trivial. Geht es auch in O(n)?
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Wiederholung: Quadtrees AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Def.: Ein Quadtree 7 (P) fiir eine Punktmenge P ist ein
Wurzelbaum, in dem jeder innere Knoten vier Kinder

hat. Jeder Knoten entspricht einem Quadrat und die
Quadrate der Blatter bilden eine Unterteilung des

Wurzelquadrats.

W

SO

Ol@,
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Wiederholung: Quadtrees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Ein Quadtree 7 (P) fiir eine Punktmenge P ist ein
Wurzelbaum, in dem jeder innere Knoten vier Kinder
hat. Jeder Knoten entspricht einem Quadrat und die
Quadrate der Blatter bilden eine Unterteilung des
Wurzelquadrats.

Lemma 1: Die Tiefe d von T (P) ist hochstens
log(s/c) + 3/2, wobei ¢ der kleinste Abstand in P
ist und s die Seitenlange des Wurzelquadrats ().

Satz 1:  Ein Quadtree 7 (P) fiir n Punkte und mit Tiefe d
hat O((d + 1)n) Knoten und kann in O((d 4+ 1)n)
Zeit konstruiert werden.
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Komprimierte Quadtrees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Ein komprimierter Quadtree ist ein Quadtree, bei dem
Pfade nicht-separierender innerer Knoten zu einer Kante
komprimiert sind. Die Kante hat ein Label zur
Rekonstruktion der Pfadstruktur.

Quadtree
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Komprimierte Quadtrees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Ein komprimierter Quadtree ist ein Quadtree, bei dem
Pfade nicht-separierender innerer Knoten zu einer Kante
komprimiert sind. Die Kante hat ein Label zur
Rekonstruktion der Pfadstruktur.

Quadtree komprimierter Quadtree
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Komprimierte Quadtrees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Ein komprimierter Quadtree ist ein Quadtree, bei dem
Pfade nicht-separierender innerer Knoten zu einer Kante
komprimiert sind. Die Kante hat ein Label zur
Rekonstruktion der Pfadstruktur.

(SW,NW,NQ)

Quadtree komprimierter Quadtree
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Eigenschaften komprimierter Quadtrees QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: = innere Knoten teilen ihre Punktmenge in > 2
nichtleere Teile = max. n — 1 innere Knoten
= Tiefe kann d = n sein, so dass der Algorithmus aus
VL11 O(n?) Zeit zur Konstruktion braucht

(SW,NW,NG)
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Eigenschaften komprimierter Quadtrees QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: = innere Knoten teilen ihre Punktmenge in > 2
nichtleere Teile = max. n — 1 innere Knoten
= Tiefe kann d = n sein, so dass der Algorithmus aus
VL11 O(n?) Zeit zur Konstruktion braucht

Satz 2: Ein komprimierter Quadtree fiir n Punkte im R? fiir
festes d kann in O(nlogn) Zeit konstruiert werden.

z.B. Skip-Quadtree [Eppstein et al. 2005] (hier ohne Beweis)

(SW,NW,NG)
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Packungslemma AT
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Lemma 2: Gegeben sei eine Kugel K mit Radius 7 im R und
eine Menge X paarweise disjunkter Quadtree-Zellen
mit Seitenlange > z, die K schneiden. Dann gilt

X < (14 [2r/z])".

9 Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Well-Separated Pair Decomposition



Packungslemma AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 2: Gegeben sei eine Kugel K mit Radius 7 im R und
eine Menge X paarweise disjunkter Quadtree-Zellen
mit Seitenlange > z, die K schneiden. Dann gilt

X < (14 [2r/z])".

Beweis:

21

|
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Packungslemma AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 2: Gegeben sei eine Kugel K mit Radius » im R? und
eine Menge X paarweise disjunkter Quadtree-Zellen
mit Seitenlange > z, die K schneiden. Dann gilt

| X] < (1+ [2r/x])".
Beweis:

L L

4P 4P

AN . dr

%
e \\_/
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Packungslemma AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 2: Gegeben sei eine Kugel K mit Radius » im R? und
eine Menge X paarweise disjunkter Quadtree-Zellen
mit Seitenlange > z, die K schneiden. Dann gilt

X < (14 [2r/z])".

Beweis:

A 2

| JR S g

“
_Exh_z_ -

A
v
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Reprasentanten und Level AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Fiir jeden Knoten u eines Quadtrees T (P) der
Punktmenge P sei P, = ), N P die Menge der Punkte
im zugehorigen Quadrat (),,. In jedem Blatt u definiere
den Repré’sentanten

p falls P, = {p} (u ist Blatt)
0 sonst.

\

Fiir einen inneren Knoten v setze rep(v) = rep(u) fiir ein
nichtleeres Kind u von v.

rep(u) = <
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Reprasentanten und Level AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Fiir jeden Knoten u eines Quadtrees T (P) der
Punktmenge P sei P, = ), N P die Menge der Punkte
im zugehorigen Quadrat (),,. In jedem Blatt u definiere
den Repré’sentanten

p falls P, = {p} (u ist Blatt)
0 sonst.

\

Fiir einen inneren Knoten v setze rep(v) = rep(u) fiir ein
nichtleeres Kind u von v.

rep(u) = <

Def.: Fiir jeden Knoten u eines Quadtrees T (P) sei level(u)
das Level von u im zugeh. unkomprimierten Quadtree. Es

gilt level(u) < level(v) gdw. Flache(Q,) > Flache(Q,).
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Reprasentanten und Level

AT
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Def.: Fiir jeden Knoten u eines Quadtrees T (P) der
D oo D A—=-D dije Menge der Punkte

Pun

m z
den

Flr e

Level 0

Level 3
¥

an Level 1

jedem Blatt u definiere

v} (u ist Blatt)

e rep(v) = rep(u) fir ein

nichtleeres Kmdﬂon .

Def.: Fiir jeden Knoten u eines Quadtrees T (P) sei level(u)
das Level von u im zugeh. unkomprimierten Quadtree. Es

gilt level(u) < level(v) gdw. Flache(Q,) > Flache(Q,).
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else

if level(u) > level(v) then tausche u und v
(U1, ..., Up) < Kinder von u in T

return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)

°oq b°
oc

€o b C
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Konstruktion einer WSPD

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)

tttttttttttttttttttttttttttttt
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fiir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else

if level(u) > level(v) then tausche u und v
(U1, ..., Up) < Kinder von u in T

return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)

oq | |° 0

°C

od

€o b C

11-8 Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Well-Separated Pair Decomposition



Konstruktion einer WSPD QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

wsPairs(u, v, T .s
Input: Quad

Output: WS
if rep(u) = () oder rep(v atter u — v then return

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" | wsPairs(u;, v, T, s)
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Konstruktion einer WSPD QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

wsPairs(u, v, T .s
Input: Quad

Output: WS
if rep(u) = () oder rep(v atter u — v then return

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" | wsPairs(u;, v, T, s)

B b, ¢} 1dy}
b, ¢} 1dy}
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0

Output: WSPD fir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()

else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v

(U1, ..., Up) < Kinder von u in T

return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
B - {16, ¢}, {d}}
T° , {{a}, 1d}} {{a},{d}}

©d

d e

per
6O
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0
Output: WSPD fir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()
else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}

else
if level(u) > level(v) then tausche u und v
(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)
B {10, ¢}, {d}}
oa |_|0° lay, {d}}
°c 110, ¢}, {e}}
o d & 11d};1e;
isoum)e la}, {b}}
};@Hﬁ.* 1 {{a}. {c})
“o | LTI {{b}, {c}}

ay, {e}}
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0
Output: WSPD fir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()
else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}
else
if level(u) > level(v) then tausche u und v
(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)

initialer Aufruf wsPairs(ug, ug, 7T, s) Wie?
Duplikate wsPairs(u;, u;, T, s) und wsPairs(u;, u;, T, s) vermeiden
Blattpaare sind immer s-well separated, Algorithmus terminiert also
Ausgabe sind Paare von Quadtree-Knoten

Speicherplatz?
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Konstruktion einer WSPD QAT

wsPairs(u, v, T, s)
Input: Quadtree-Knoten u, v, Quadtree 7, s > 0
Output: WSPD fir P, ® P,
if rep(u) = () oder rep(v) = () oder Blatter u = v then return ()
else if P, und P, s-well separated then return {{u,v}}
else
if level(u) > level(v) then tausche u und v
(U1, ..., Up) < Kinder von u in T
return | J;" , wsPairs(u;, v, T, s)

initialer Aufruf wsPairs(ug, ug, 7T, s) Wie?
Duplikate wsPairs(u;, u;, T, s) und wsPairs(u;, u;, T, s) vermeiden
Blattpaare sind immer s-well separated, Algorithmus terminiert also
Ausgabe sind Paare von Quadtree-Knoten

Speicherplatz?
Frage: Wie viele Paare erzeugt der Algorithmus?

11-14 Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Well-Separated Pair Decomposition



Analyse WSPD-Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 3: Gegeben eine Punktmenge P im R? und s > 1 so
|4sst sich eine s-WSPD mit O(s%n) Paaren in Zeit
O(nlogn + s%n) konstruieren.
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Analyse WSPD-Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 3: Gegeben eine Punktmenge P im R? und s > 1 so
|4sst sich eine s-WSPD mit O(s%n) Paaren in Zeit
O(nlogn + s%n) konstruieren.

Beweisskizze:
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Analyse WSPD-Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 3: Gegeben eine Punktmenge P im R? und s > 1 so
|4sst sich eine s-WSPD mit O(s%n) Paaren in Zeit
O(nlogn + s%n) konstruieren.

Beweisskizze: Wdh. Lemma 2:

Geg. Kugel K mit Radius r
im R? und Menge X paarw.
disjunkter Quadtree-Zellen
mit Seitenlange > x, die K
schneiden. Dann gilt

x 2 < lsz\/d 1 X| < (1+ [2r/x]).
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Analyse WSPD-Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 3: Gegeben eine Punktmenge P im R? und s > 1 so
|4sst sich eine s-WSPD mit O(s%n) Paaren in Zeit
O(nlogn + s%n) konstruieren.

Beob.: jedes Punktepaar {u, v} wird in dieser WSPD von
genau einem ws-Paar {A;, B;} reprasentiert
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t-Spanner QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Fiir eine Menge P von n Punkten in R? ist der Euklidische
Graph £G(P) = (P, (%)) der vollstindige gewichtete Graph,
dessen Kantengewichte dem Euklidischen Abstand der
Kantenendpunkte entsprechen.
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t-Spanner QAT
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Fiir eine Menge P von n Punkten in R? ist der Euklidische
Graph £G(P) = (P, (%)) der vollstindige gewichtete Graph,
dessen Kantengewichte dem Euklidischen Abstand der
Kantenendpunkte entsprechen.

w(uv) = ||luv| Y
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t-Spanner QAT
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Fiir eine Menge P von n Punkten in R? ist der Euklidische
Graph £G(P) = (P, (%)) der vollstindige gewichtete Graph,
dessen Kantengewichte dem Euklidischen Abstand der
Kantenendpunkte entsprechen.

Da £G(P) ©(n?) Kanten hat, wird oft ein diinner Graph mit
O(n) Kanten gesucht, dessen kiirzeste Wege die
Kantengewichte in £G(P) approximieren.

w(uv) = |[uv]] i
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t-Spanner QAT
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Fiir eine Menge P von n Punkten in R? ist der Euklidische
Graph £G(P) = (P, (%)) der vollstindige gewichtete Graph,
dessen Kantengewichte dem Euklidischen Abstand der
Kantenendpunkte entsprechen.

Da £G(P) ©(n?) Kanten hat, wird oft ein diinner Graph mit
O(n) Kanten gesucht, dessen kiirzeste Wege die
Kantengewichte in £G(P) approximieren.

Def.: Ein gewichteter Graph G mit Knotenmenge P heif3t
t-Spanner fiir P und einen Dehnungsfaktor ¢t > 1, falls
fir alle Paare =,y € P gilt

I

lzyl| < dg(z,y) <t-|lzy
wobei dg(x,y) = Lange kiirzester x-y-Weg in G.
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WSPD und t-Spanner QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def.: Fiir n Punkte P in R? und eine WSPD W von P
definiere den Graphen G = (P, E) mit

E={{z,y} | Hu,v} € W mit rep(u) = z,rep(v) = y}.

A

Wdh.: Jedes Paar {u,v} € W entspricht zwei Quadtreeknoten u
und v. Aus jedem Quadtreeknoten wird wie folgt ein Reprasentant
gewahlt. Fir Blatt u definiere den Reprasentanten

rep(u) = {g Zzl,:it_ = {p} (u ist Blatt)

Fiir einen inneren Knoten v setze rep(v) = rep(u) fiir ein nichtleeres
Kind u von v.
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WSPD und t-Spanner QAT
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Def.: Fiir n Punkte P in R? und eine WSPD W von P
definiere den Graphen G = (P, E) mit

E={{x,y} | Hu,v} € W mit rep(u) = x, rep(v) = y}.
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WSPD und t-Spanner QAT
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Def.: Fiir n Punkte P in R? und eine WSPD W von P
definiere den Graphen G = (P, E) mit

E={{x,y} | Hu,v} € W mit rep(u) = x, rep(v) = y}.

Lemma 3: Ist W eine s-WSPD fiir ein geeignetes s = s(t) > 4,
so ist G ein t-Spanner fiir P mit O(s%n) Kanten.
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WSPD und t-Spanner QAT
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Def.: Fiir n Punkte P in R? und eine WSPD W von P
definiere den Graphen G = (P, E) mit

E={{x,y} | Hu,v} € W mit rep(u) = x, rep(v) = y}.

Lemma 3: Ist W eine s-WSPD fiir ein geeignetes s = s(t) > 4,
so ist G ein t-Spanner fiir P mit O(s%n) Kanten.

Beweis: (Tafel)
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WSPD und t-Spanner QAT
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Def.: Fiir n Punkte P in R? und eine WSPD W von P
definiere den Graphen G = (P, E) mit

E={{x,y} | Hu,v} € W mit rep(u) = x, rep(v) = y}.

Lemma 3: Ist W eine s-WSPD fiir ein geeignetes s = s(t) > 4,
so ist G ein t-Spanner fiir P mit O(s%n) Kanten.

Beweis: (Tafel)

. 2T
)\
Pu f > gr

Py
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/usammenfassung QAT
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Satz 4: Fiir eine Menge P von n Punkten in R? und ein
e € (0,1] kann ein (1 + &)-Spanner fiir P mit O(n/c?)
Kanten in O(nlogn +n/c%) Zeit berechnet werden.
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/usammenfassung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 4: Fiir eine Menge P von n Punkten in R? und ein
e € (0,1] kann ein (1 + &)-Spanner fiir P mit O(n/c?)
Kanten in O(nlogn +n/c%) Zeit berechnet werden.

Beweis: Fiir t = (1 +¢) gilt mit s =4 - =

on=o((12) e) co((2)'r) o
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/usammenfassung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 4: Fiir eine Menge P von n Punkten in R? und ein
e € (0,1] kann ein (1 + &)-Spanner fiir P mit O(n/c?)
Kanten in O(nlogn +n/c%) Zeit berechnet werden.

Beweis: Fiir t = (14 ¢) gilt mit s = 4 - 1

t—1
O(s%) =0 ((4 2:;€> n) C O ((g) n) =0 (gﬁd)
P
| O(nlogn)
komprimierter Quadtree
' O(n/e?)
WSPD
' O(n/e?)

(1 4 ¢)-Spanner .
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