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Dozent

Martin Nollenburg
noellenburg@kit.edu

Raum 319
Sprechzeiten: nach Vereinbarung

Benjamin Niedermann
benjamin.niedermann@kit.edu

Raum 322
Sprechzeiten: nach Vereinbarung

Termine
a Vorlesung: Di 9:45 — 11:15 Uhr, Raum 301

= Ubung:  Mi 15:45 — 17:15 Uhr, Raum 301 (ab 16.04.)
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illwww.iti.kit.edu/teaching/sommer2014/compgeom
aktuelle Informationen

Vorlesungsfolien
Ubungsblatter

|
a
|
s Zusatzmaterial

Algorithmische Geometrie im Master-Studium Informatik

Master

Algorithmen 1+2 Algorithmische

Theoretische Grundlagen Geometrie

Algorithmen fiir Planare Graphen

VF Algorithmentechnik,
Theoretische Grundlagen,
Computergrafik
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Algorithmische Geometrie AT

stitute of Technology

Lernziele: Am Ende der Vorlesung konnen Sie

Begriffe, Strukturen und Problemdefinitionen erklaren

behandelte Algorithmen ausfiihren, erklaren und analysieren
geeignete Algorithmen und Datenstrukturen auswahlen und anpassen
neue geometrische Probleme analysieren und eigene effiziente
Losungen entwerfen
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Algorithmische Geometrie AT

stitute of Technology

Lernziele: Am Ende der Vorlesung konnen Sie

Begriffe, Strukturen und Problemdefinitionen erklaren

behandelte Algorithmen ausfiihren, erklaren und analysieren
geeignete Algorithmen und Datenstrukturen auswahlen und anpassen
neue geometrische Probleme analysieren und eigene effiziente
Losungen entwerfen

Vorkenntnisse: Algorithmik und elementare Geometrie
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Algorithmische Geometrie AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lernziele: Am Ende der Vorlesung konnen Sie

= Begriffe, Strukturen und Problemdefinitionen erklaren

= behandelte Algorithmen ausfiihren, erklaren und analysieren

a geeignete Algorithmen und Datenstrukturen auswahlen und anpassen

= neue geometrische Probleme analysieren und eigene effiziente
Losungen entwerfen

Vorkenntnisse: Algorithmik und elementare Geometrie

Anforderungen /Priifung: 5LP = 150h
= aktive Teilnahme an Vorlesung und Ubung ca. 35h
= Vor- und Nachbereitung ca. 2bh
= Bearbeiten der Ubungsblitter ca. 20h
= Projektarbeit ca. 40h
= Priifungsvorbereitung ca. 30h
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Priufbarkeit AT
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Master Informatik

Algorithmische Geometrie (IN4INAG) 5
Algorithm Engineering & Anwendungen (IN4INAEA) [5
Design und Analyse von Algorithmen (IN4INDAA) [5L
Algorithmen der Computergrafik (IN4AINACG) 3
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Priufbarkeit AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Master Informatik

= Algorithmische Geometrie (IN4INAG) 5
= Algorithm Engineering & Anwendungen (IN4INAEA) [5
= Design und Analyse von Algorithmen (IN4INDAA) [5L
= Algorithmen der Computergrafik (IN4AINACG) 3

Priifungsmodalitaten

a semesterbegleitende Projektarbeit in kleinen Teams
(Visualisierung von geometrischen Algorithmen)
— 20% der Note

= miindliche Einzelpriifung (ca. 20 Minuten)
— 80% der Note
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Priufbarkeit AT
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Master Informatik

= Algorithmische Geometrie (IN4INAG) 5
= Algorithm Engineering & Anwendungen (IN4INAEA) [5
= Design und Analyse von Algorithmen (IN4INDAA) [5L
= Algorithmen der Computergrafik (IN4AINACG) 3

Prifungsmodalititen mehr dazu in 1-2 Wochen

a semesterbegleitende Projektarbeit in kleinen Teams
(Visualisierung von geometrischen Algorithmen)
— 20% der Note

= miindliche Einzelpriifung (ca. 20 Minuten)
— 80% der Note
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Ubungsbetrieb AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Ausgabe Blatt 1 morgen

for Woche 1 =2...14 do

if Tag = Dienstag then
Ausgabe Blatt ¢

L Abgabe Blatt 7+ — 1

if Tag = Mittwoch then
| Besprechung Blatt i — 1

» Bearbeitung der Aufgaben und Abgabe der Losungen in
/welergruppen erwiinscht

= aktive Ubungsteilnahme wird erwartet

= Ubung wochentlich ca. 45-60 Minuten

= Abweichungen werden rechtzeitig bekannt gegeben
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Ubungsbetrieb AT
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Ausgabe Blatt 1 morgen

for Woche 1 =2...14 do

if Tag = Dienstag then
Ausgabe Blatt ¢

L Abgabe Blatt 7+ — 1

if Tag = Mittwoch then
| Besprechung Blatt i — 1

» Bearbeitung der Aufgaben und Abgabe der Losungen in
/welergruppen erwiinscht

= aktive Ubungsteilnahme wird erwartet

= Ubung wochentlich ca. 45-60 Minuten

= Abweichungen werden rechtzeitig bekannt gegeben

nichste Woche (23.04.) keine Ubung!
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Literatur AT

Karlsruhe Institute of Technology

M. de Berg, O. Cheong, M. van Kreveld, M. Overmars:

Computational Geometry: Algorithms and Applications
Springer, 3. Auflage, 2008

Rolf Klein:

Algorithmische

Geomctric Algorithmische Geometrie

|

% - Springer, 2. Auflage, 2005

David Mount:
Computational Geometry
Lecture Notes CMSC 754, U. Maryland, 2012

http://www.cs.umd.edu/class/spring2012/cmsc754/Lects/cmsc754-1lects.pdf

Beide Biicher in der Bibliothek erhaltlich!
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Was ist algorithmische Geometrie? QAT

Karlsruhe Institute of Technology

-Fw 0 Algorithmische Geometrie
n

&
:ﬁ Als Algorithmische Geometrie (engl. Computational Geometry) bezeichnet man ein Teilgebiet der
Informatik, das sich mit der algorithmischen Lasung geometrisch formulierter Probleme beschaftigt. Ein
zentrales Problem ist dabei die Speicherung und Verarbeitung geometrischer Daten. Im Gegensatz zur
Bildbearbeitung, deren Grundelemente Bildpunkte (Fixel) sind, arbeitet die algorithmische Geometrie mit
geometrischen Strukturelementen wie Punkten, Linien, Kreisen, Polygonen und Kdrpern.
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Was ist algorithmische Geometrie? \“(l'l'

F-FN , Algorithmische Geometrie

N WY\ | Als Algorithmische Geometrie (engl. Computational Geometry) bezeichnet man ein Teilgebiet der
Q # } Informatik, das sich mit der algorithmischen Lasung geometrisch formulierter Probleme beschaftigt. Ein

= zentrales Problem ist dabei die Speicherung und Verarbeitung geometrischer Daten. Im Gegensatz zur
Bildbearbeitung, deren Grundelemente Bildpunkte (Fixel) sind, arbeitet die algorithmische Geometrie mit
geometrischen Strukturelementen wie Punkten, Linien, Kreisen, Polygonen und Kdrpern.

Wo treten Probleme der algorithmischen Geometrie auf?

Computergrafik und Bildverarbeitung
Visualisierung

Geoinformationssysteme (GIS)
Robotik
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Was ist algorithmische Geometrie? \‘(lT

F-F« 3 Algorithmische Geometrie

v } Als Algorithmische Geometrie (engl. Computational Geometry) bezeichnet man ein Teilgebiet der

1.7 Informatik, das sich mit der algorithmischen Lasung geometrisch formulierter Probleme beschaftigt. Ein
= zentrales Problem ist dabei die Speicherung und Verarbeitung geometrischer Daten. Im Gegensatz zur

Bildbearbeitung, deren Grundelemente Bildpunkte (Fixel) sind, arbeitet die algorithmische Geometrie mit
geometrischen Strukturelementen wie Punkten, Linien, Kreisen, Polygonen und Kdrpern.

"o

T

Wo treten Probleme der algorithmischen Geometrie auf?

Computergrafik und Bildverarbeitung
Visualisierung

Geoinformationssysteme (GIS)
Robotik

Zentrale Themen
a geometrische Algorithmen und Datenstrukturen
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Beispiel 1 ST

tttttttttttttttttttttttttttttt

Ein sonniger Frihlingstag in Karlsruhe. Man kennt die
Eisdielen in der Stadt und sucht die nachstgelegene. Wie kann
man die nachste Eisdiele fiir jeden beliebigen Standort in einer
Landkarte bestimmen?

s s ¢
X ‘ X )
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Ein sonniger Frihlingstag in Karlsruhe. Man kennt die
Eisdielen in der Stadt und sucht die nachstgelegene. Wie kann
man die nachste Eisdiele fiir jeden beliebigen Standort in einer
Landkarte bestimmen?

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille



Beispiel 1 ST
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Ein sonniger Frihlingstag in Karlsruhe. Man kennt die
Eisdielen in der Stadt und sucht die nachstgelegene. Wie kann
man die nachste Eisdiele fiir jeden beliebigen Standort in einer
Landkarte bestimmen?

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille



Beispiel 1 ST

tttttttttttttttttttttttttttttt

Ein sonniger Frihlingstag in Karlsruhe. Man kennt die
Eisdielen in der Stadt und sucht die nachstgelegene. Wie kann
man die nachste Eisdiele fiir jeden beliebigen Standort in einer
Landkarte bestimmen?

Die Losung ist eine Unterteilung der Ebene, die sich
Voronoi-Diagramm nennt.

Anwendungen z.B. in der Standortplanung, Berechnung von
Einzugsgebieten etc.
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Beispiel 2 AT

stitute of Technology

Wir wollen unseren Roboter losschicken um ein Eis zu kaufen.
Wie kommt der Roboter zum Ziel ohne gegen Hauser,
Parkbanke und Biaume zu laufen?

X
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Beispiel 2 AT

stitute of Technology

Wir wollen unseren Roboter losschicken um ein Eis zu kaufen.
Wie kommt der Roboter zum Ziel ohne gegen Hauser,
Parkbanke und Biaume zu laufen?
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Beispiel 2 AT

stitute of Technology

Wir wollen unseren Roboter losschicken um ein Eis zu kaufen.
Wie kommt der Roboter zum Ziel ohne gegen Hauser,
Parkbanke und Biaume zu laufen?

Bewegungsplanungsproblem in der Robotik:
Gegeben eine Menge von Hindernissen, einen Start- und einen
Zielpunkt, finde einen kollisionsfreien kiirzesten Weg zum Ziel.
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Beispiel 3 AT
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Karten in Geoinformationssystemen bestehen aus mehreren
Ebenen, z.B. StraBBen, Gewasser, Grenzen usw. Uberlagert man
mehrere Ebenen, stellt sich die Frage nach den Schnittpunkten.

Modelliert man z.B. StraBBen und Fliisse als Menge von
Strecken und fragt nach den Briicken, muss man alle
Schnittpunkte der beiden Streckenmengen finden.
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Karten in Geoinformationssystemen bestehen aus mehreren
Ebenen, z.B. StraBBen, Gewasser, Grenzen usw. Uberlagert man
mehrere Ebenen, stellt sich die Frage nach den Schnittpunkten.

Modelliert man z.B. StraBBen und Fliisse als Menge von
Strecken und fragt nach den Briicken, muss man alle
Schnittpunkte der beiden Streckenmengen finden.
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Karten in Geoinformationssystemen bestehen aus mehreren
Ebenen, z.B. StraBBen, Gewasser, Grenzen usw. Uberlagert man
mehrere Ebenen, stellt sich die Frage nach den Schnittpunkten.

Modelliert man z.B. StraBBen und Fliisse als Menge von
Strecken und fragt nach den Briicken, muss man alle
Schnittpunkte der beiden Streckenmengen finden.
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Beispiel 3 AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Karten in Geoinformationssystemen bestehen aus mehreren
Ebenen, z.B. StraBBen, Gewasser, Grenzen usw. Uberlagert man
mehrere Ebenen, stellt sich die Frage nach den Schnittpunkten.

Modelliert man z.B. StraBBen und Fliisse als Menge von
Strecken und fragt nach den Briicken, muss man alle
Schnittpunkte der beiden Streckenmengen finden.

o Alle Kantenpaare
testen ist zu langsam.
Wie findet man schnell
alle Schnittpunkte?
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Beispiel 4

KT

Karlsruhe Institute of Technology

Gegeben eine Landkarte und einen Anfragepunkt g (z.B.
Mausklick). Bestimme das Land, in dem ¢ liegt.

Istand
/' Finniand
Schweden
Russiand
. Norwegen
 Estiand
Lettand
Dane.
. mark.} 5
Tt ? Litaven
S enatd Kasachstan
Vereinigtes S Weitussiand
Konigreich
Nieder-
tande Polen
Belgier beutschiand
. Ulaaine
Stowakel 4
Molda:
Osterreich CiEn N
Frankreich Serwfll (Ucht Ufigam
Siowe- Rumanien Georgien
i 5 ‘Aserbaidschan
> Kroatien 3
A Amenien
45, \Bosnienu
Monaco San - Herzego-> serbien
Marino wina
Andorra Nonte- Bulgarien
Portugal Italien negro {2
7 Wiaze-
Spenien Vatikanstadi Al- donien
e Tarkel
nien
Griechen-
land
Syrien
Irak
Liba’
Zypem o
Marokko Algerien Tunesien b
Israel |~ Jordanien Saudi-Arabien
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Beispiel 4 AT

Karlsruhe Institute of Technology

Gegeben eine Landkarte und einen Anfragepunkt g (z.B.
Mausklick). Bestimme das Land, in dem ¢ liegt.

nnnnnnnnnnnnn
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rrrrrrrrrr

oooooo

MMMMMM

eeeeeeeee

aaaaaa

MMMMM

eeeeeeeee

TTTTTT

LLLLL

aaaaaaaaaaaaa

eeeeeeee

SSSSSS

aaaaaaaaaaaaa

Ziel:

Datenstruktur zur schnellen Beantwortung von Punktanfragen
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Beispiel 5 AT

Karlsruhe Institute of Technology

Ein Navigationssystem soll einen aktuellen Kartenausschnitt
anzeigen. Wie wahlt man effizient die benotigten Daten aus?

Island
¢/ Finnland
Schweden
Russland
. Norwegen
‘ Estiand
Lettiand
Dane.
S marks
Tar Ady Litaven
. Inand ¢ A& y Kasachstan
Vereinigtes S S Weirussiand
Konigreich
Nieder.
tende Polen
Belgierl Deutschiand
Ukreine
Luxemburg Tschechien
Slowakei Y
Moldas
Osterreich wien B
Branees Schweiz {Liseht Ungam
Siowe- Rumanien GRome
nien Aservaidschan
> Kroatien 1
A Armenien
4%\ Bosnienu
Monaco, San : Herzego-> serbien
Marino wina
Andorra Za\ Monte- Bulgarien
Portugal Italien S negro {2
7 Maze-
Seenen Vtikanstadi Al- donien
pa- Tarkei
nien
Griechen-
land 3¢
Syrien
rak
Liba!
Zypem fog
Marokko Algerien Tunesien b
Israel | Jordanien, Saudi-Arabien
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Beispiel 5

SKIT

Karlsruhe Institute of Technology

Ein Navigationssystem soll einen aktuellen Kartenausschnitt
anzeigen. Wie wahlt man effizient die benotigten Daten aus?

Island
. Iand ¢
Portugal
‘ Spanien
Marokko

/' Fi

Schweden

| Norwegen

Dane.
mark.

Vereinigtes

Konigreich
Nieder.
e Polen
Belgiert
Luxemburg Tschechien
Slowakei
Osterreich
Frankreich Sctwelz BN 7ol
Siowe-.
> N Kroatien
4%\ Bosnienu
o 2 ‘ Herzego-= serbien
{ Marino N i
e Z:\ Monte-
Italien S negro
Vatikanstadi Al
ba-
! nien
Algerien Tunesien b

innland

Estland

Lettiand

Kasachstan

Weitrussiand

Ukraine

Molda 7
wien '

‘Amenien

Bulgarien
Maze-
donien
Tarkel
Griechen-
land 2"
Syrien
Irak
Liba’
2Zypern g

Israel |~ Jordanien, Saudi-Arabien

Rumanien Georgien
Aserbaidschan |
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Beispiel 5

AT

Ein Navigationssystem soll einen aktuellen Kartenausschnitt
anzeigen. Wie wahlt man effizient die benotigten Daten aus?

aaaaa

LLLLL

SSSSSS

Y 5

e
7L
-

\'\

X
%S‘uﬂgan st
?

RN
un

aaaaaaaaaaaaa

Priifung fiir jedes einzelne Kartenobjekt ist unrealistisch

Ziel: Datenstruktur zur schnellen Beantwortung von Bereichsabfragen
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Vorlesungsthemen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Folgende Themen werden wir voraussichtlich behandeln:
= konvexe Hiillen

= Streckenschnitte

Polygone triangulieren

Ineare Programmierung geometrisch
Datenstrukturen fiir Bereichsanfragen
Datenstrukturen zur Punktlokalisierung
Voronoi-Diagramm und Delaunay-Triangulierung
Dualitat von Punkten und Geraden

Quadtrees

Well-Separated Pair Decompositions
Sichtbarkeitsgraphen
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SKIT

Karlsruhe Institute of Technology
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Mischungsverhaltnisse AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Gegeben...

Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % 5 %
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Mischungsverhaltnisse AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Gegeben...

Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % 5 %

mische folgende Mixturen

aus Si, Sof
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Mischungsverhaltnisse AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Gegeben...

Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % 5 %

mische folgende Mixturen

aus Si, Sof

q1: Ja! Verhaltnis 1:1

g2: Nein!
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Mischungsverhaltnisse

Gegeben...
Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % 5) %
S3 40 % 25 %

mische folgende Mixturen

d1
q2

15 %
25 %

20 %
28 %

aus si, So, S3?

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie
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Mischungsverhaltnisse

Gegeben...
Mixtur | Anteil A | Anteil B
S1 10 % 35 %
S9 20% 5%
S3 40 % 25 %
mische folgende Mixturen

aus si, So, S3?

nterpretafiol

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

B A
4
S1
3
083

2
1

.82

>
2 3 4 A

W
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Mischungsverhaltnisse

Gegeben...
Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % D %
S3 40 % 25 %

mische folgende Mixturen

d1
q2

15 %
25 %

20 %
28 %

aus si, So, S3?

W

nterpretafiol
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B A
A4
81'
3
*q2 03

2 q{‘

N

082
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Mischungsverhaltnisse

Gegeben...
Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % 5) %
S3 40 % 25 %

mische folgende Mixturen

d1
q2

15 %
25 %

20 %
28 %

aus si, So, S3?

W

nterpretafiol
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Mischungsverhaltnisse

Gegeben...
Mixtur | Anteil A | Anteill B
S1 10 % 35 %
S9 20 % D %
S3 40 % 25 %

mische folgende Mixturen

1 15 %
00 29 %

20 %
28 %

aus si, So, S3?

nterpretafiol

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

B A
4
3
S3
2 d1
1
52
>
1 2 3 4 A

W

Beob: Gegeben eine Menge S C R? von Mixturen, kann man
eine weitere Mixtur ¢ € R? aus S mischen &
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Mischungsverhaltnisse

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Gegeben... B A
Mixtur | Anteil A | Anteil B 4
S 10 % 35 % ' 51
S9 20% 5% 3
53 0% | 25% - S3
mische folgende Mixturen 2 0
¢ 25 % 28 % 1
? . S2
aus S1, 52, 83 . \ terpretat\on -
| geom WM 1 2 3 4y

Beob: Gegeben eine Menge S C R? von Mixturen, kann man
eine weitere Mixtur ¢ € R? aus S mischen &

g € konvexer Hille CH(S).
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Mischungsverhaltnisse

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Gegeben... B A
Mixtur | Anteil A | Anteil B 4
S 10 % 35 % ' 51
S9 20% 5% 3
53 0% | 25% - S3
mische folgende Mixturen 2 0
¢ 25 % 28 % 1
? . S2
aus S1, 52, 83 . \ terpretat\on -
| geom WM 1 2 3 4y

Beob: Gegeben eine Menge S ¢ R?*?von Mixturen, kann man
eine weitere Mixtur q € R? aus S mischen <

g € konvexer Hille CH(S).
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Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.
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Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.
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Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.

In der Physik:
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Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.

In der Physik: .
® °
= lege groBes Gummiband um
alle Punkte ° °
°
® ®
)
°
)
°
°
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Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.

In der Physik: v 4
o

N -
= lege groBes Gummiband um
alle Punkte
= und lass es los!

P
DN

\

b
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Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.

In der Physik: v 4
o

N -
= lege groBes Gummiband um
alle Punkte °
= und lass es los!
\ .

P
o
DN

= hilft algorithmisch leider nicht L

\

b

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille



Definition Konvexe Hiille QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Eine Menge S C R? heit konvex, wenn fiir je zwei
Punkte p,q € S auch gilt pg € S.

Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste
konvexe Menge, die .S enthalt.

In der Physik: v 4
o

N\ e
= lege groBes Gummiband um
alle Punkte
= und lass es los!
= hilft algorithmisch leider nicht \
In der Mathematik: /
= definiere CH(S) = M c

C'DOS: C konvex
= hilft auch nicht :-(
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Algorithmischer Ansatz AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: ¢

Fiir eine Punktmenge P C R? ist o
C'H(P) ein konvexes Polygon, das P °
enthalt und dessen Ecken in P liegen.
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Algorithmischer Ansatz AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: e
Fiir eine Punktmenge P C R? ist o
C'H(P) ein konvexes Polygon, das P °

enthalt und dessen Ecken in P liegen.

Eingabe: Punktmenge P = {p1,...,pn}
Ausgabe: Knotenliste von CH(P) im UZS
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Algorithmischer Ansatz . AT
p

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma:

Fiir eine Punktmenge P C R? ist
C'H(P) ein konvexes Polygon, das P
enthalt und dessen Ecken in P liegen.

Eingabe: Punktmenge P = {p1,...,pn}
Ausgabe: Knotenliste von CH(P) im UZS

Beobachtung:
(p, q) ist Kante von C'H(P) < jeder Punkt r € P\ {p, q} liegt

» strikt rechts der orientierten Geraden 1@ oder
= auf der Strecke pg
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Ein erster Algorithmus AT

FirstConvexHull( P)

E ()

foreach (p,q) € P x P with p # g do
valid < true

foreach » € P do

if not (r strikt rechts von D or T € pq) then
| valid « false

if valid then
| E<~EU{(p.q)}

konstruiere sortierte Knotenliste L von CH(P) aus F
return L
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Ein erster Algorithmus AT
FirstConvexHull( P)

E <+ >
foreach (p,q) € P x P with p # g do

valid < true
foreach r € P do

if not (r strikt rechts von D or T € pq) then
| valid « false

if valid then
| E<~EU{(p.q)}

konstruiere sortierte Knotenliste L von CH(P) aus F
return L
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Ein erster Algorithmus

FirstConvexHull( P)
E « () Priife alle moglichen

foreach (p, q) € P x P with p # ¢ do< |y (21
valid <+ true
foreach r € P do

if not (r strikt rechts von DG or r € pq) then
| valid « false

Lasst sich in O(1) Zeit testen als

if valid then
L E <+ EU{(p,q)} — Ubung

konstruiere sortierte Knotenliste L von CH(P) aus E
return L
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von pGorr e pq) then
| valid « false

return L
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von pGorr e pq) then
| valid « false

return L
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von pGorr e pq) then
| valid « false

return L
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von pGorr e pq) then
| valid « false

return L
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von pGorr e pq) then
| valid « false

return L
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von DG or 1 € pq) then
| valid « false

return L :
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von pGorr e pq) then
| valid « false

return L Q
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Laufzeitanalyse AT

FirstConvexHull(P)

E <+ ()
foreach (p,q) € P x P with p # ¢ do

if not (r strikt rechts von DG or 1 € pq) then
| valid « false

return L Q

Lemma: Die konvexe Hille von n Punkten in der Ebene lasst
sich in O(n?) Zeit berechnen.
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Laufzeitanalyse AT
FirstConvexHull( P)

E 0

foreach (p,q) € P x P with p # g do (n? )-
valid < true

foreach r € P do

if not (r strikt rechts von @ or r € p_q) then — g@
L valid < false

if valid then
| E< EU{(p,q)}

return L C

Lemma: Die konvexe Hille von n Punkten in der Ebene l3sst

sich in O(n?) Zeit berechnen.
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Inkrementeller Ansatz QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Fiir : = 1, e, bestimme CH(PZ) mit PZ = {pl; . . 7pz}
Frage: Welche Ordnung der Punkte ist sinnvoll?
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Inkrementeller Ansatz QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Fiir : = 1, ey bestimme CH(Pz) mit P,L = {pl; “e 7pz}
Frage: Welche Ordnung der Punkte ist sinnvoll?

Antwort: Von links nach rechts!
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Inkrementeller Ansatz QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Fiir : = 1, ey bestimme CH(Pz) mit P,L = {pl, “e 7pz}
Frage: Welche Ordnung der Punkte ist sinnvoll?

Antwort: Von links nach rechts!

Betrachte und T
untere Hiille getrennt

untere Hulle
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Inkrementeller Ansatz QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Idee: Fiir i = 1,...,n bestimme CH(P;) mit P, = {p1,...,pi}
Frage: Welche Ordnung der Punkte ist sinnvoll?

Antwort: Von links nach rechts!
Betrachte obere und
untere Hille getrennt

UpperConvexHull( P)

(p1,p2,-...,DPn) < sortiere P von links nach rechts

L + <p1ap2>
for . +— 3 ton do

L.append(p;)

obere Hiulle

untere Hulle

return L
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Inkrementeller Ansatz QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Fiir : = 1, ey bestimme CH(Pz) mit Pz = {pl; “e 7pz}
Frage: Welche Ordnung der Punkte ist sinnvoll?

Antwort: Von links nach rechts!

Betrachte und T
untere Hiille getrennt

UpperConvexHull( P) ere Hiille
(p1,P2,-..,Pn) < sortiere P von links nach rechts
L «+ <p17p2>

for . +— 3 ton do

L.append(p;)
while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do

L entferne vorletzten Punkt aus L

return L
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Inkrementeller Ansatz QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Idee: Fiir : = 1, ey bestimme OH(PZ) mit Pz = {pl, “e 7p7,}
Frage: Welche Ordnung der Punkte ist sinnvoll?

obere Hiille
Antwort: Von links nach rechts!
Betrachte obere und
untere Hiille getrennt
UpperConvexHull( P) untere Hiille

(p1,p2,-..,Pn) < sortiere P von links nach rechts

L« <p17p2>
for : < 3 ton do untere Hiille analog!

L.append(p;)
while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do

L entferne vorletzten Punkt aus L

return L
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Laufzeitanalyse AT

UpperConvexHull( P)

L <+ !plap2!

while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do
| entferne vorletzten Punkt aus L

return L
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Laufzeitanalyse AT

UpperConvexHull( P)

() s P von ks rach s 5
L <+ P1, P2

while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do
| entferne vorletzten Punkt aus L

return L
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Laufzeitanalyse AT

UpperConvexHull( P)

() s P von ks rach s 5
L <+ P1, P2

while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do
| entferne vorletzten Punkt aus L

return L
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Laufzeitanalyse ST
UpperConvexHull(P) ”

) s P von ks v s
L <+ P1, P2

for i <+ 3 ton do (n —2)-

L.append(p;)
while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do 2

L entferne vorletzten Punkt aus L

return L

Amortisierte Analyse

m jeder Punkt wird genau einmal in L eingefiigt
m ein Punkt in L wird hochstens einmal aus L entfernt
= = Laufzeit der for-Schleife inkl. while-Schleife ist O(n)
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Laufzeitanalyse ST
UpperConvexHull(®)

) s P von ks v s
L <+ P1, P2

for : < 3 ton do M

L.append(p;) -
while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do ,?—\Q/
L entferne vorletzten Punkt aus L !

return L

Amortisierte Analyse

m jeder Punkt wird genau einmal in L eingefiigt
m ein Punkt in L wird hochstens einmal aus L entfernt
= = Laufzeit der for-Schleife inkl. while-Schleife ist O(n)
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Laufzeitanalyse

tttttttttttttttttttttttttttttt

UpperConvexHull( P)

) s P von ks v s
L <+ P1, P2

for : < 3 ton do M

L.append(p;) -
while |L| > 2 and letzte 3 Punkte in L kein Rechtsknick do ,?—\Q/
L entferne vorletzten Punkt aus L !

return L

Amortisierte Analyse

= jeder Punkt wird genau einmal in L eingefiigt
= ein Punkt in L wird hochstens einmal aus L entfernt
= = Laufzeit der for-Schleife inkl. while-Schleife ist O(n)

Satz 1: Die konvexe Hiille von n Punkten in der Ebene |3sst
sich mit Graham's Scan in O(nlogn) Zeit berechnen.
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

pj+1 < argmax{4p;_1,0;.9 | ¢ € P\ {pj—1,p;}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

pj+1 < argmax{4p;_1,0;.9 | ¢ € P\ {pj—1,p;}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

° e o P1
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h}?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

° o /opl
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

P2
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h]?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

° ° o /pl
— Do

p3
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h}?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

p4\ ® ./pl
P2

p3
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h}?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

Pa o o / P1
P2

p3
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

Pj+1 < al‘gmax{lpj—h}?j,q ’ qge P \ {pj—lapj}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — j + 1

return (pl, c o 7pj—|—1)

P3 P2
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

pj+1 < argmax{4p;_1,0;.9 | ¢ € P\ {pj—1,p;}}
if Pj+1 = P1 then break else ] — ] + 1

return (pl; . . 7pj—|—1)

P3 P2
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); 7 + 1
while true do

pj+1 < argmax{4p;_1,0;.9 | ¢ € P\ {pj—1,p;}} On)
if Pj+1 = P1 then break else ] — ] + 1

return (p1,...,pjy1)

p3 P2
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (w1,y1) < rechtester Punkt in P; pg + (x1,00); j < 1
while true do O(h)

pj+1 < argmax{4p;_1,0;.9 | ¢ € P\ {pj—1,p;}} On)
if Pj+1 = P1 then break else ] — ] + 1

return (p1,...,pjy1)

Pa o P1 = De6

p3 P2
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde nachste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg  (z1,00); j < 1 O(n)
while true do O(h)

p]+]. < argmaX{épj_]_’pj’q ’ q e P \ {p]_l,p]}} | h
L if pj+1 = p1 then break else j < 7+ 1 O(n) O(n - h)

return (p1,...,pjy1)

Pa o P1 = De6

p3 P2
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde ndchste Kante
von CH(P) im UZS
GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); j <1 O(n)
while true do O(h)

pj+1 < argmax{Zp;_1,p;,q | ¢ € P\{pj—1,p;}} o
L if pj+1 = p1 then break else j < 7+ 1 O(n) O(n - h)

return (p1,...,pj11)

Satz 2: Die konvexe Hiille CH(P) von n Punkten P in R?
lasst sich mit Gift Wrapping (auch Jarvis’ March)
in O(n - h) Zeit berechnen, wobei h = |CH(P)].
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Alternativer Ansatz: Gift Wrapping QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: beginnend mit einem Punkt p; von C'H(P) finde ndchste Kante
von CH(P) im UZS

GiftWrapping(P)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P; pg < (z1,00); j <1 O(n)
while true do O(h)

pj+1 < argmax{Zp;_1,p;,q | ¢ € P\{pj—1,p;}} o
L if pj+1 = p1 then break else j < 7+ 1 O(n) O(n - h)

return (p1,...,pj11)

Satz 2: Die konvexe Hiille CH(P) von n Punkten P in R?
lasst sich mit Gift Wrapping (auch Jarvis’ March)
in O(n - h) Zeit berechnen, wobei h = |CH(P)].

— mehr dazu in der Ubung!
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Bewertung A\‘(IT

stitute of Technology

Welcher Algorithmus ist besser?

= Graham’'s Scan: O(nlogn) Zeit
= Jarvis' March: O(n - h) Zeit
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Bewertung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Welcher Algorithmus ist besser?

= Graham’'s Scan: O(nlogn) Zeit
= Jarvis' March: O(n - h) Zeit

Es kommt darauf an wie groB CH(P) ist!
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Bewertung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Welcher Algorithmus ist besser?

= Graham’'s Scan: O(nlogn) Zeit
= Jarvis' March: O(n - h) Zeit

Es kommt darauf an wie groB CH(P) ist!

Idee: Kombiniere beide Ansatze fiir optimalen Algorithmus!

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille



Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)
unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for i von 1 bis [n/h| do
| Berechne per GrahamScan C'H (P;)
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
po  (x1,00)
for ) =1to h do
for i =1to [n/h| do
| g < argmax{Zp;_1p;q | q € Pi\ {pj-1,p;}}
| pj+1 < argmax{Zp;-1p;q | ¢ € {q1,- -, qrnym 1}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)
unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for : von 1 bis [n/h| do
| Berechne per GrahamScan C'H (P;)
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
po < (x1,00)
for ) =1to h do
for i =1to [n/h| do
| @i« argmax{Zp;_1p;q | ¢ € Pi\ {pj-1,p;}}
| pj+1 < argmax{ZLp;_1p;q | ¢ € {q1,- -, qn/n }}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)
unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for : von 1 bis [n/h| do
L Berechne per GrahamScan C'H (F;) GrahamScan
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
Po < (xlv OO)

for ) =1to h do : ;
for i = 1 to [n/h] do Gift Wrapping
L q; < argmax{Zp;_1p;q | q € P; \{pj—1,p0;}}

| Dj+1 < aIg max{Zp;—1p;q | ¢ € {q1,- -, qrn/n 1}
return (p1,...,pp)
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Beispiel

GrahamScan

n =106
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology

GrahamScan

n =106
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Beispiel

AT

Karlsruhe Institute of Technology

n =106

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie

Gift Wrapping

Einfiihrung & Konvexe Hiille



Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology

n— 16 Gift Wrapping

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille




Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology

n— 16 Gift Wrapping

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille




Beispiel

n =106

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Gift Wrapping

Einfiihrung & Konvexe Hiille



Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology

n— 16 Gift Wrapping

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille




Beispiel

n =106

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Gift Wrapping

Einfiihrung & Konvexe Hiille



Beispiel

n =106

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie

AT

Karlsruhe Institute of Technology

Gift Wrapping

Einfiihrung & Konvexe Hiille



Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology
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n— 16 Gift Wrapping
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology

n— 16 Gift Wrapping
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)
unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for : von 1 bis [n/h| do
L Berechne per GrahamScan C'H (F;) Grahamscan
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
Po < (xla OO)

for ) =1to h do : ;
for i = 1 to [n/h] do Gift Wrapping

L q; < argmax{Zp;_1p;q | q € P; \{pj—1,p0;}}
| pj+1 < argmax{Zp;j_1p;q | ¢ € {q1,- -, q[n/n1 t}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P, mit je < h Knoten
for : von 1 bis [n/h| do
L Berechne per GrahamScan CH(F;)
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
po < (x1,00)
for ) =1to h do
for i =1to [n/h| do
| G < argmax{Zp;1p;q | ¢ € Pi\{pj-1,p;}}

| pjt1 < argmax{Zp;_1p;q | ¢ € {q1,- -, qn/n) )}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P, mit je < h Knoten
for : von 1 bis [n/h| do
| Berechne per GrahamScan C'H (P;) O(hlogh)
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
po < (x1,00)
for ) =1to h do
for i =1to [n/h| do
| G < argmax{Zp;1p;q | ¢ € Pi\{pj-1,p;}}

| pjt1 < argmax{Zp;_1p;q | ¢ € {q1,- -, qn/n) )}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P, mit je < h Knoten
for ¢ von 1 bis [n/h]| do O(n/h)
| Berechne per GrahamScan C'H (P;) O(hlogh)
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P
po < (x1,00)
for ) =1to h do
for i =1to [n/h| do
| G < argmax{Zp;1p;q | ¢ € Pi\{pj-1,p;}}

| pjt1 < argmax{Zp;_1p;q | ¢ € {q1,- -, qn/n) )}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P, mit je < h Knoten

<

for i von 1 bis [n/h] do O(n/h)
L Berechne per GrahamScan C'H (F;) O(hlogh) E
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P >

po < (x1,00)

for ) =1to h do
for i =1to [n/h| do

| i < argmax{Zp;_1p;q | q € P;\ {pj—1,pj}}
| Dj+1 s aTg max{Zp;_1p;q | g € {q1,. .. 7qfn/h1}}
return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P, mit je < h Knoten

<

for i von 1 bis [n/h] do O(n/h)
L Berechne per GrahamScan CH(F;) O(hlogh) E
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P >

Po (xla OO)

for 5 =1to h do .

for i = 1 to [n/h] do O(log h) — s. Ubung!
L q; < argmax{Zp;_1p;q | q € P; \{pj—1,p0;}} >

| pj+1 < argmax{Zp;_1p;q | ¢ € {q1;-- -, q[n/n1 1}

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P, mit je < h Knoten

<

for i von 1 bis [n/h] do O(n/h)
L Berechne per GrahamScan CH(F;) O(hlogh) E
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P >

po + (1, 00)

for j=1to hdo O On/h)=0(n) ..

for i = 1 to [n/h] do O(log h) — s. Ubung!
g argmax{Zp;_1p;q | 4 € P\ {pj_1.p;}} 2

| pj1 < argmax{Zp;_1p;jq | ¢ € {q1,- -, qn/n1 )

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

ttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for ¢ von 1 bis [n/h]| do O(n/h)
| Berechne per GrahamScan C'H (P;) O(hlogh)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P

f&? fi’to:)h do O()-O(n/h) =0O(n)

for i = 1 to [n/h] do O(log h) — s. Ubung!
g argmax{Zp;_1p;q | 4 € P\ {pj_1.p;}} 2

| pj1 < argmax{Zp;_1p;jq | ¢ € {q1,- -, qn/n1 )

return (p1,...,pn)

ooooo

O(nlogh)

O(nlogh)
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Chans Algorithmus AT

ttttttttttttttttttttttttt

Angenommen, wir kennen h;:
ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for ¢ von 1 bis [n/h]| do O(n/h)
| Berechne per GrahamScan C'H (P;) O(hlogh)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P

f&? fi’to:)h do O()-O(n/h) =0O(n)

for i = 1 to [n/h] do O(log h) — s. Ubung!
g argmax{Zp;_1p;q | 4 € P\ {pj_1.p;}} 2

| pj1 < argmax{Zp;_1p;jq | ¢ € {q1,- -, qn/n1 )

return (p1,...,pn)

Insgesamt: O(nlogh)

ooooo

O(nlogh)

O(nlogh)
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Chans Algorithmus AT

ttttttttttttttttttttttttt

ooooo

Im Allgemeinen ist i aber unbekannt!

ChanHull(P,h)

unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten
for ¢ von 1 bis [n/h]| do O(n/h)
| Berechne per GrahamScan C'H (P;) O(hlogh)

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P

fgr? fi’to:)h do O()-O(n/h) =0O(n)

for i = 1 to [n/h] do O(log h) — s. Ubung!
g argmax{Zp;_1p;q | 4 € P\ {pj_1.p;}} 2

| pj1 < argmax{Zp;_1p;jq | ¢ € {q1,- -, qn/n1 )

return (p1,...,pn)

O(nlogh)

O(nlogh)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Im Allgemeinen ist i aber unbekannt!

ChanHull(P Ye—""

unterteile P in Mengen P; mit je < h Knoten =
for i von 1 bis [n/h] do O(n/h) 0
L Berechne per GrahamScan C'H (F;) O(hlogh) E
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P ©

Po < (xla OO)
for j=1to hdo O On/h)=0(n) .. —~
: O(log h) — s. Ubung! o
fori =1to [n/h| do & & o0
g+ argmax{Zp;_1pjq | ¢ € P\ {pj-1.p;}} 2 &
| pj+1 < argmax{Lp;_1p;q | ¢ € {q1,- -, qrnyn1 H} >

return (p1,...,pn)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Im Allgemeinen ist i aber unbekannt!
ChanHull(P,m)

unterteile P in Mengen P, mit je < m Knoten 2

for i von 1 bis [n/m]| do O(n/m) 0

L Berechne per GrahamScan C'H (F;) O(mlogm) E

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P ©
Po < (xla OO)

for j =1 tom do O(m) - O(n/m) = (’)(n) =

for i =1to [n/m]| do %m 0

| ¢ < argmax{Zp;_1p;q | q € P\ {pj_1, pg}} =

| pje1 - argmax{Zpjpiq | a € {ai, -t} O

return (p1,...,pm)

Insgesamt: O(nlogm)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Im Allgemeinen ist i aber unbekannt!
ChanHull(P,m)

unterteile P in Mengen P, mit je < m Knoten 2

for i von 1 bis [n/m]| do O(n/m) 0

L Berechne per GrahamScan C'H (F;) O(mlogm) E

p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P ©
po < (%1, 00)

(for j=1tomdo> O(m)-O(n/m)= (’)(n) =

for i =1to [n/m]| do %m 0

| ¢ < argmax{Zp;_1p;jq | q € P; \ {pj-1, pg}} =

| pje1 - argmax{Zpjpiq | a € {ai, -t} O

return (p1,...,pm)

Insgesamt: O(nlogm)
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Chans Algorithmus AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Im Allgemeinen ist i aber unbekannt!
ChanHull(P,m)

unterteile P in Mengen P, mit je < m Knoten 2
for i von 1 bis [n/m]| do O(n/m) 0
L Berechne per GrahamScan C'H (F;) O(mlogm) E/
p1 = (x1,y1) < rechtester Punkt in P ©
po < (x1,00)
(for j=ltomds> O(m) O(n/m) = On) e
for i — 1 to [n/m] do O(loim) o0
g argmax{Zp;1pja | g € P\ {pjonp}h 4 2
pj+1 < argmax{Zp;_1p;q | q € {qr, .-, qpuym1}} O
~if pj11 = p1 then return (py,. .. ,Di+1))

return failure _——
Insgesamt: O(nlogm)
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Was ist mit m? A\‘(".

Karlsruhe Institute of Technolo

Vorschlage?
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Was ist mit m?

FullChanHull(P)
fort=20,1,2,... do
m =<« min{n, 22 }
result < ChanHull(P, m)
if result = failure then break

return result

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Einfiihrung & Konvexe Hiille



Was ist mit m? AT

FullChanHull( P)
fort =20,1,2,... do
m =<« min{n, 22 }
result <— ChanHull(P, m) O(nlogm)
if result # failure then break O(n log 22t)

return result

Laufzeit:
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Was ist mit m? AT

FullChanHull( P)
fort =20,1,2,... do
m =<« min{n, 22 }
result <— ChanHull(P, m) O(nlogm)
if result # failure then break O(n log 22t)

return result

Laufzeit:
[log log h |

S O(nlog2?)
£=0
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Was ist mit m? AT

FullChanHull( P)
fort =20,1,2,... do
m =<« min{n, 22 }
result <— ChanHull(P, m) O(nlogm)
if result # failure then break O(n log 22t)

return result

Laufzeit:

[log log h] t [log log h ]|
¥ Onlog2)  —O@m) S 0@
t=0 t=0
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Was ist mit m? AT

tttttttttttttttttt

FullChanHull( P)
fort =20,1,2,... do
m =<« min{n, 22}
result <— ChanHull(P, m) O(nlogm) =
if result # failure then break O(nlog 22t)

return result

Laufzeit:

[log log h] t [log log h ]|
¥ Onlog2)  —O@m) S 0@
t=0 t=0

S O(n) . O(zloglogh)
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Was ist mit m? AT

tttttttttttttttttt

FullChanHull( P)
fort =20,1,2,... do
m =<« min{n, 22}
result <— ChanHull(P, m) O(nlogm) =
if result # failure then break O(nlog 22t)

return result

Laufzeit:

[log log h] t [log log h ]|
¥ Onlog2)  —O@m) S 0@
t=0 t=0

< O(n) - O(2sloshy = O(n) - O(log h)
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Was ist mit m? AT

FullChanHull( P)
fort =20,1,2,... do
m =< min{n, 22t}
result <— ChanHull(P, m) O(nlogm) =
if result # failure then break O(nlog 22t)

return result

Laufzeit:
[log log h | [loglog h ]

> O(nlog?”) m % o)

O
< (’)(n) . O (2loslogh) O(n) - O(log h)
O(nlog h)
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Was ist mit m? AT

FullChanHull(P)
fort=20,1,2,... do
m =<« min{n, 22 }
result < ChanHull(P, m)
if result = failure then break

return result

Satz 3: Die konvexe Hiille CH(P) von n Punkten P in R?
asst sich mit Chans Algorithmus in O(nlogh) Zeit
berechnen, wobei h = |CH(P)|.
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Diskussion AT

Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?
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Diskussion AT

stitute of Technology

Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?

Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke 2(nlogn).
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Diskussion AT

stitute of Technology

Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?
Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke Q2(nlogn).

Was passiert in Graham’s Scan, wenn die Sortierung von P nicht
eindeutig ist?
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Diskussion AT
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Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?
Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke 2(nlogn).

Was passiert in Graham’s Scan, wenn die Sortierung von P nicht
eindeutig ist?

Nutze lexikographische Ordnung!
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Diskussion AT
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Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?

Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke Q2(nlogn).
Was passiert in Graham’s Scan, wenn die Sortierung von P nicht
eindeutig ist?

Nutze lexikographische Ordnung!

Was passiert mit kollinearen Punkten in CH(P)?

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Einfiihrung & Konvexe Hiille



Diskussion A“(IT
Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?

Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke 2(nlogn).

Was passiert in Graham’s Scan, wenn die Sortierung von P nicht
eindeutig ist?

Nutze lexikographische Ordnung!

Was passiert mit kollinearen Punkten in CH(P)?

Graham: Bilden keinen Rechtsknick, also wird innerer Punkt geloscht.
Jarvis: wahle entfernteren Punkt
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Diskussion AT
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Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?

Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke Q2(nlogn).

Was passiert in Graham’s Scan, wenn die Sortierung von P nicht
eindeutig ist?

Nutze lexikographische Ordnung!

Was passiert mit kollinearen Punkten in CH(P)?

Graham: Bilden keinen Rechtsknick, also wird innerer Punkt geloscht.
Jarvis: wahle entfernteren Punkt

Wie steht es um die Robustheit der Algorithmen?
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Diskussion AT
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Geht es schneller als in O(nlogn) bzw. O(nlogh) Zeit?

Im allgemeinen nicht! Denn ein Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille kann auch Sortieren (s. Ubung) = untere Schranke 2(nlogn).
Was passiert in Graham’s Scan, wenn die Sortierung von P nicht
eindeutig ist?

Nutze lexikographische Ordnung!

Was passiert mit kollinearen Punkten in CH(P)?

Graham: Bilden keinen Rechtsknick, also wird innerer Punkt geloscht.
Jarvis: wahle entfernteren Punkt

Wie steht es um die Robustheit der Algorithmen?

= Robustheit bzgl. Ungenauigkeit von FlieBkommaarithmetik

a FirstConvexHull liefert evtl. kein giiltiges Polygon

= Graham und Jarvis liefern zumindest immer ein giiltiges Polygon, evtl.
mit kleinen Fehlern
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Phasen der Algorithmenentwicklung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

1.) Degenerierte Fille ausblenden (— allgemeine Lage)
= eindeutige x-Koordinaten
= keine drei kollinearen Punkte

2.) Anpassung an degenerierte Eingaben
» in bisherige Behandlung integrieren
(z.B. lexikographische Ordnung)

= notfalls gesonderte Behandlung

3.) Implementierung
= primitive Operationen (verfiigbar in Bibliotheken?)

a Robustheit
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