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Ublich: Leader werden aus Sequenz von Strecken zusammengesetzt.

Typische Beispiele:
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/ielfunktion T

Bewertungsfunktion:
bad: L x P —- R

Bewertet Zuordnung von Labeln L und Punkten P.

Optimierungsproblem:
Finde fiir gegebene Instanz (R, P, L) eine kreuzungsfreie
Zuordnung L, sodass

> bad(¢(2),p(\))

AEL

unter allen kreuzeungsfreien Zuordnungen minimiert wird.

Notation:
= /(A): Label aus L, das von Leader A angebunden wird.
= p(A): Punkt aus p, der von Leader A angebunden wird.
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Beispiele fiir Bewertungsfunktionen

Langenminimierung:
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Knickminimierung:

L

Interferenzminimierung mit Karte

Il
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Einschrankung AT

Karlsruhe Institute of Technolo

Annahme: Allgemeine Lage der Punkte in P und der Label in L.

= Keine zwei Punkte in P liegen auf einer gemeinsamen
vertikalen oder horizontalen Geraden.

= Kein Punkt in P liegt auf einer horizontalen Geraden, welche
die obere oder untere Seite eines Labels in L verlangert.
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vertikalen oder horizontalen Geraden.

= Kein Punkt in P liegt auf einer horizontalen Geraden, welche
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Wie kann Einschrankung aufgehoben werden?

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



Losung A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



Losung A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technolo

5 Flige Storungen ein: Bewege Punkte und
' o Labels um kleine Distanz e.
_______ P
i,
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Karlsruhe Institute of Technolo

Flige Storungen ein: Bewege Punkte und
Labels um kleine Distanz e.

Punktbeschriftung in Landkarten



Losung A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technolo

5 Flige Storungen ein: Bewege Punkte und
' o Labels um kleine Distanz e.
_______ P
i,

Nur eine Losung moglich. Leader fiihrt sehr nahe an Punkt vorbei.
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5 Flige Storungen ein: Bewege Punkte und
' o Labels um kleine Distanz e.
_______ P
i,

Problem: Es konnen unerwiinschte Losungen entstehen.

Nur eine Losung moglich. Leader fiihrt sehr nahe an Punkt vorbei.

Losung: Bestrafe Leader mit geringem Abstand zu Punkten.

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



Sweep-Line-Verfahren AT
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Jetzt: Verfahren fiir Minimierung der Leader-Langen in O(nlogn) Zeit.

Vorgehen in zwei Phasen:
1. Teile Instanz in unabhangige Teilinstanzen auf.
2. Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.
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Jetzt: Verfahren fiir Minimierung der Leader-Langen in O(nlogn) Zeit.

Vorgehen in zwei Phasen:
1. Teile Instanz in unabhangige Teilinstanzen auf.
2. Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.

[ IIIIIIIIIIIIIIMIIIIgnIIIiiis

------------------------------- Unterteile hierzu Instanz in Streifen
- -* - induziert durch Punkte in PP und
i horizontale Seiten der Label.
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Sweep-Line-Verfahren AT
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1. Phase: Teile Instanz in unabhangige Teilinstanzen auf.

Traversiere Streifen von unten nach oben und bestimme folgende

Anzahlen fiir jeden Streifen o:
pa, =7#Punkte oberhalb von o inkl.

Punkte auf oberer Kante von o.

............... o fa, =F#Label oberhalb von o inkl.

............................... Label die o schneiden.

pb, =#Punkte unterhalb von o inkl.
Punkte auf unterer Kante von o.

AP R 1) ) —=#Label unterhalb von o inkl.

............................... Label die o schneiden.
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1. Phase: Teile Instanz in unabhangige Teilinstanzen auf.

Traversiere Streifen von unten nach oben und bestimme folgende

Anzahlen fiir jeden Streifen o:
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pa, =7#Punkte oberhalb von o inkl.
Punkte auf oberer Kante von o.

Ya, =#Label oberhalb von o inkl.
Label die o schneiden.

pb, =#Punkte unterhalb von o inkl.
Punkte auf unterer Kante von o.

¢b, =7#Label unterhalb von o inkl.
Label die o schneiden.
Ein Streifen o heiB3t:
absteigend, falls pa, > la,

aufsteigend, falls pb, > /b,

neutral, in allen anderen Fallen.
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2. Phase: Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.
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Sweep-Line-Verfahren AT
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2. Phase: Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.
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2. Phase: Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.

Neutrale Instanz: Verbinde Punkte und Label mit horizontaler Strecke.
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2. Phase: Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.

Neutrale Instanz: Verbinde Punkte und Label mit horizontaler Strecke.

Aufsteigende Instanz: Sweep-Line-Verfahren von unten nach oben.

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Sweep-Line stoppt bei unterer Kante der

Label und bei Punkten:

Punkt-Event p:
Flige p zu einer nach z-Koordinanten
sortierten Warteliste W hinzu.

Label-Event /:

Entferne Punkt p aus W, der am
weitesten links liegt. Verbinde p mit £
mittels kiirzesten Leader.
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............................... Sweep—Line stoppt bei unterer Kante der
e P S | abel und bei Punkten:

............................... Punkt-Event p:
""""""""""""""""" Flige p zu einer nach x-Koordinanten
i sortierten Warteliste W hinzu.
" Label-Event /:
_______________________________ Entferne Punkt p aus W, der am
""""""""""""""""" weitesten links liegt. Verbinde p mit /¢
mittels kiirzesten Leader.
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2. Phase: Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.

Neutrale Instanz: Verbinde Punkte und Label mit horizontaler Strecke.

Aufsteigende Instanz: Sweep-Line-Verfahren von unten nach oben.

Sweep-Line stoppt bei unterer Kante der
Label und bei Punkten:

Punkt-Event p:
Flige p zu einer nach z-Koordinanten
sortierten Warteliste W hinzu.

Label-Event /:

Entferne Punkt p aus W, der am

weitesten links liegt. Verbinde p mit £
f mittels kiirzesten Leader.
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2. Phase: Lose Teilinstanzen mithilfe eines Sweep-Line-Verfahrens.

Neutrale Instanz: Verbinde Punkte und Label mit horizontaler Strecke.

Aufsteigende Instanz: Sweep-Line-Verfahren von unten nach oben.

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Sweep-Line stoppt bei unterer Kante der

Label und bei Punkten:

Punkt-Event p:
Flige p zu einer nach z-Koordinanten
sortierten Warteliste W hinzu.

Label-Event /:

Entferne Punkt p aus W, der am
weitesten links liegt. Verbinde p mit £
mittels kiirzesten Leader.

Analoges Vorgehen fiir absteigende
Instanz.
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Lemma 1: Fiir jede kreuzungsfreie Zuordnung mit minimaler Lange gilt,
dass kein Leader einen neutralen Streifen kreuzt (Ubung).
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Lemma 1: Fiir jede kreuzungsfreie Zuordnung mit minimaler Lange gilt,
dass kein Leader einen neutralen Streifen kreuzt (Ubung).

Satz 1: Fiir jede Zuordnung £* mit po-Leadern und minimaler Lange
gibt es eine kreuzungsfreie Zuordnung £ mit po-Leadern selber

Linge. £ kann mithilfe von £* in O(n?) Zeit konstruiert
werden. (Bekos et al. '07 und Benkert et al. '09)
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Lemma 1: Fiir jede kreuzungsfreie Zuordnung mit minimaler Lange gilt,
dass kein Leader einen neutralen Streifen kreuzt (Ubung).

Lemma 2: Fiir eine Instanz (P, L, R) kann eine kreuzungsfreie
Zuordnung minimaler Lange mithilfe von po-Leadern in
O(nlogn) Zeit und O(n) Speicher berechnet werden.
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dass kein Leader einen neutralen Streifen kreuzt (Ubung).

Lemma 2: Fiir eine Instanz (P, L, R) kann eine kreuzungsfreie
Zuordnung minimaler Lange mithilfe von po-Leadern in
O(nlogn) Zeit und O(n) Speicher berechnet werden.

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in 2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).
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Sweep-Line-Verfahren AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 1: Fiir jede kreuzungsfreie Zuordnung mit minimaler Lange gilt,
dass kein Leader einen neutralen Streifen kreuzt (Ubung).

Lemma 2: Fiir eine Instanz (P, L, R) kann eine kreuzungsfreie
Zuordnung minimaler Lange mithilfe von po-Leadern in
O(nlogn) Zeit und O(n) Speicher berechnet werden.

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in 2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Satz 2: Die Berechnung einer kreuzungsfreien Zuordnung minimaler
Lange einer Instanz (P, L, R) mit po-Leadern bendtigt Laufzeit
O(nlogn) Zeit und ©O(n) Speicher.
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Beweis Lemma 3 AT

Karlsruhe Institute of Technolo

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).
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Beweis Lemma 3 AT

Karlsruhe Institute of Technolo

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von nn Zahlen auf Problem.
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Beweis Lemma 3 AT

stitute of Technology

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von n Zahlen auf Problem.

L»Q(n logn) Zeit in vergleichsbasierten Rechnermodell.
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Beweis Lemma 3

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von n Zahlen auf Problem.

L»Q(n logn) Zeit in vergleichsbasierten Rechnermodell.

Gegeben: Zahlen x4,..., 2,

123

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Punkt (z;,y;) mit 0 <y, <1
fiir jede Zahl z;.
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Beweis Lemma 3 AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von n Zahlen auf Problem.

L»Q(n logn) Zeit in vergleichsbasierten Rechnermodell.

Gegeben: Zahlen x4,..., 2,

Punkt (z;,y;) mit 0 <y, <1
fiir jede Zahl z;.

123
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Beweis Lemma 3 AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von n Zahlen auf Problem.

L»Q(n logn) Zeit in vergleichsbasierten Rechnermodell.

Gegeben: Zahlen x4,..., 2,

( Punkt (z;,y;) mit 0 <y, <1
fiir jede Zahl z;.

n Labell

123
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Beweis Lemma 3

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von n Zahlen auf Problem.

L»Q(n logn) Zeit in vergleichsbasierten Rechnermodell.

Gegeben: Zahlen x4,..., 2,
(
n Label{
\
1__
X & x(y’ivaji)
X

123

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Punkt (z;,y;) mit 0 <y, <1
fiir jede Zahl z;.
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Beweis Lemma 3

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 3: Eine kreuzungsfreie Zuordnung minimaler Lange kann nicht
schneller als in Q2(nlogn) Zeit berechnet werden (s. Ubung).

Idee: Reduziere Sortieren von n Zahlen auf Problem.

L»Q(n logn) Zeit in vergleichsbasierten Rechnermodell.

Gegeben: Zahlen x4,..., 2,
([ n
n Label{ T
(L1
T x| ! X(Yi> Ti)

123

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Punkt (z;,y;) mit 0 <y, <1
fiir jede Zahl z;.
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Arten von Boundary-Labeling

— g I
— g I
— g I
— g I
— g I
— g I
— g I

Dreiseitiger Fall

Vorlesung Algorithmische Kartografie

e ]
— g I
— g I
—  —
—  —
—  —
[ | |
Vierseitiger Fall
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Arten von Boundary-Labeling AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

— g I
e ]
— g I
— g I
— g I
I ]
— g I
— g I

Zweiseitiger Fall
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Aufgabe 3.1 AUT

Karlsruhe Institute of Technolo

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei benachbarten Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?
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Aufgabe 3.1 AUT

Karlsruhe Institute of Technolo

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei benachbarten Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?
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Aufgabe 3.1 AUT

Karlsruhe Institute of Technolo

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei benachbarten Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?
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Aufgabe 3.1 AUT

Karlsruhe Institute of Technolo

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei benachbarten Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?
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Aufgabe 3.2 AUT

Karlsruhe Institute of Technolo

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei gegeniiberliegenden Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?
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Aufgabe 3.2 ST

Karlsruhe Institute of Technology

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei gegeniiberliegenden Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?

1. Teile zweiseitiges Problem in zwei unabhangige einseitige Probleme auf,
so dass die Label- und Punktanzahlen balanciert sind.
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Aufgabe 3.2 AUT

e Institute of Technology

Nehmen Sie an, dass die Label an zwei gegeniiberliegenden Seiten von R
angrenzen. Kann fiir n Label und n Punkte immer eine kreuzungsfreie
Zuordnung gefunden werden?

.

1. Teile zweiseitiges Problem in zwei unabhangige einseitige Probleme auf,
so dass die Label- und Punktanzahlen balanciert sind.

2. Lose jedes Problem fiir sich (immer moglich).

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



SKIT

Karlsruhe Institute of Technology

Ubungsblatt 5
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Warum immer uniforme Labels? QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

LABELZUWEISUNG:

Gegeben: Rechteck R und Menge L an Labels unterschiedlicher Hohe.
Gesamthohe der Labels entspricht zweimal der Hohe von R.

Gesucht: Platzierung der Label entlang der linken und rechten Seite von
R, sodass kein Label die obere noch die untere Seite iiber- bzw.
unterschreitet.
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Warum immer uniforme Labels? QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

LABELZUWEISUNG:

Gegeben: Rechteck R und Menge L an Labels unterschiedlicher Hohe.
Gesamthohe der Labels entspricht zweimal der H6he von R.

Gesucht: Platzierung der Label entlang der linken und rechten Seite von
R, sodass kein Label die obere noch die untere Seite iiber- bzw.
unterschreitet.

Problem ist N/P-vollstandig.
1. LABELZUWEISUNG € NP:
a.) Rate Mengen S, S, C L.

b.) Uberprijfe ob Summe der Hohen der Label in S; bzw. S, H6he von
R einhalt.
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Warum immer uniforme Labels? QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

1. LABELZUWEISUNG ist NP-schwer:
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Warum immer uniforme Labels? QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

1. LABELZUWEISUNG ist N P-schwer:

PARTITION:
Gegeben: Menge S an Zahlen.
Gesucht: Mengen 57 € S und S5 C S, sodass

1. SlmSQZ(D und S]_USQZS
2. ZmESl L = ZQZ‘ESQ L

PARTITION ist A P-vollstandig.
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Warum immer uniforme Labels?

1. LABELZUWEISUNG ist N P-schwer:

PARTITION:
Gegeben: Menge S an Zahlen.
Gesucht: Mengen 57 € S und S5 C S, sodass

1. SlmSQZ(D und S]_USQZS
2. ZmESl L = ZQZ‘ESQ L

PARTITION ist A P-vollstandig.

Reduktion: Ubersetze 2 € S in Label I, mit Hohe z.

Vorlesung Algorithmische Kartografie

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt
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AT
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einseitig

uniforme Label

feste Labelpositionen
kreuzungsfrei

po-Leader

sliding Ports

allgemeine Bewertungsfunktion
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AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Allgemeine Bewertungsfunktion

/ .

= einseitig

= uniforme Label
a

a

feste Labelpositionen
kreuzungsfrei

= posbestler do-Leader

» sliding Ports
= allgemeine Bewertungsfunktion
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Dynamisches Programm

Erinnerung:

KIT

Karlsruhe Institute of Technolo

Leader des rechtesten Punktes zerlegt Instanz in zwei unabhangige Telle.

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Punktbeschriftung in Landkarten



Dynamisches Programm AT

stitute of Technology

Erinnerung:

Leader des rechtesten Punktes zerlegt Instanz in zwei unabhangige Telle.
Streifen 5, in dem der Arm des Leaders liegt, definiert Trennung.
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Dynamisches Programm AT

stitute of Technology

Erinnerung:

Leader des rechtesten Punktes zerlegt Instanz in zwei unabhangige Telle.
Streifen 5, in dem der Arm des Leaders liegt, definiert Trennung.

do-Leader:

N

Leader des rechtesten Punktes zerlegt Instanz in zwei unabhangige Telle.
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Erinnerung: | |

Leader des rechtesten Punktes zerlegt Instanz in zwei unabhangige Telle.
Streifen 5, in dem der Arm des Leaders liegt, definiert Trennung.

do-Leader:

Leader des rechtesten Punktes zerlegt Instanz in zwei unabhangige Telle.
Streifen 5, in dem der Arm des Leaders liegt, und angebundener Punkt p

definieren Trennung.
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Dynamisches Programm

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.

Vorlesung Algorithmische Kartografie
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Dynamisches Programm

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.
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Dynamisches Programm

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.
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Dynamisches Programm

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.
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Dynamisches Programm

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.

Vorlesung Algorithmische Kartografie
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Dynamisches Programm

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.

Vorlesung Algorithmische Kartografie
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

oI IIIIIIII®IIIiiigllIiiiii: Idee:

Streifen ist bzgl. Punkt r nicht zulissig, wenn:
1. der Streifen kein Label schneidet, oder

2. #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen, oder
3. die Hand des Leaders zu weit links endet.

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz:
&

Cy

Annahme:
= Punkte rechts von b und ¢ sind bereits angebunden.

» Labels in Ly, sind noch nicht angebunden.
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz:
&

Cy

Annahme:
= Punkte rechts von b und ¢ sind bereits angebunden.

» Labels in Ly, sind noch nicht angebunden.
—» Label in L;;, kdnnen nur mit Punkten in R(3, 7, b,t) verbunden werden.
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz:

by

Cy

Annahme:
= Punkte rechts von b und ¢ sind bereits angebunden.

» Labels in Ly, sind noch nicht angebunden.
—» Label in L;;, kdnnen nur mit Punkten in R(3, 7, b,t) verbunden werden.

—» R(B,7,b,t) induziert unabhangige Instanz I.
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (3, 7,b,t) fiir Instanz I
, + induziert durch R(3,7,b,t)

Cy

Annahme:
= Punkte rechts von b und ¢ sind bereits angebunden.

» Labels in Ly, sind noch nicht angebunden.
—» Label in L;;, kdnnen nur mit Punkten in R(3, 7, b,t) verbunden werden.

—» R(B,7,b,t) induziert unabhangige Instanz I.
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (3, 7,b,t) fiir Instanz I
, + induziert durch R(3,7,b,t)

r(I): rechtester Punkt in .

" s

Betrachte alle zuldssigen Streifen o von r(I).
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (3, 7,b,t) fiir Instanz I
, + induziert durch R(3,7,b,t)

r(I): rechtester Punkt in .

" s

Betrachte alle zuldssigen Streifen o von r(I).
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (8, 7,b,t) fiir Instanz I
+ induziert durch R(3,7,b,t)

r(I): rechtester Punkt in .

Betrachte alle zuldssigen Streifen o von r(I).
—» [ zerfillt in Teilinstanzen Iy = (o, 7,7(I),t) und Iy = (B, 0,b,7(I))
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (8, 7,b,t) fiir Instanz I
+ induziert durch R(3,7,b,t)

r(I): rechtester Punkt in .

Betrachte alle zuldssigen Streifen o von r(I).
—» [ zerfillt in Teilinstanzen Iy = (o, 7,7(I),t) und Iy = (B, 0,b,7(I))
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (5,7, b,t) fiir Instanz [
"""""""""""""""" + induziert durch R(B,1,b,t)
Nl rechueste Punkein
........................ o S(B,T): Streifen zwischen § und 7.
- L .

— :::::::::::::6

Betrachte alle zuldssigen Streifen o von r(I).
—» [ zerfillt in Teilinstanzen Iy = (o, 7,7(I),t) und Iy = (B, 0,b,7(I))

T[] = » 52%9%577) bad(A\*(r(1),0)) + T[11] + T'[I2]

A*(r,o0): optimaler Leader fiir Punkt r in Streifen o
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Dynamisches Programm AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte folgende Instanz: Schreibe I = (3, 7,b,t) fiir Instanz I
""""""""""""""""" + induziert durch R(B,1,b,t)

------------------------------ r(I): rechtester Punkt in 1.

............................. S(B,T): Streifen zwischen 3 und 7.

t____O'

(Y- -
r(f) O(n*) Speicher und

'::::::::::?:::I_QI [ O(’n,5) Lanzelt

Betrachte alle zuldssigen Streifen o von r(I).
—» [ zerfillt in Teilinstanzen Iy = (o, 7,7(I),t) und I = (8,0,b,7([))

T[] = » 5215%5,7) bad(A\*(r(1),0)) + T[11] + T'[I2]

A*(r,o0): optimaler Leader fiir Punkt r in Streifen o
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Allgemeine Bewertungsfunktion

— |
—

L

Vorlesung Algorithmische Kartografie

zweiseitig (gegeniiberliegende Seiten)
uniforme Label

feste Labelpositionen

kreuzungsfrei

po-Leader

sliding Ports

allgemeine Bewertungsfunktion
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte optimale Losung L einer Instanz:

(V)

1K

—

R
—

—

Sei v vertikale Gerade, sodass
a die Anzahl der Punkte und Labels links von v libereinstimmt,
a die Anzahl der Punkte und Labels rechts von v libereinstimmt.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte optimale Losung L einer Instanz:

(V)

1K

—

R
—

—

Sei v vertikale Gerade, sodass
a die Anzahl der Punkte und Labels links von v libereinstimmt,
a die Anzahl der Punkte und Labels rechts von v libereinstimmt.

Annahme: Es gibt Leader die v schneiden.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte optimale Losung L einer Instanz:

(V)

1K

—

R
—

—

Sei v vertikale Gerade, sodass
a die Anzahl der Punkte und Labels links von v libereinstimmt,
a die Anzahl der Punkte und Labels rechts von v libereinstimmt.

Annahme: Es gibt Leader die v schneiden.

—» Immer gleiche Anzahl linker und rechter Leader schneiden v.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte optimale Losung L einer Instanz:

(V)

1K

—

R
—

—

Sei v vertikale Gerade, sodass
a die Anzahl der Punkte und Labels links von v libereinstimmt,
a die Anzahl der Punkte und Labels rechts von v libereinstimmt.

Annahme: Es gibt Leader die v schneiden.

—» Immer gleiche Anzahl linker und rechter Leader schneiden v.

—» Es gibt linken und rechten Leader, die v schneiden, sodass
kein anderer Leader v dazwischen schneidet.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Betrachte optimale Losung L einer Instanz:

(V)

—

JTQ

R
—

—

Sei v vertikale Gerade, sodass
a die Anzahl der Punkte und Labels links von v libereinstimmt,
a die Anzahl der Punkte und Labels rechts von v libereinstimmt.

Annahme: Es gibt Leader die v schneiden.

—» Immer gleiche Anzahl linker und rechter Leader schneiden v.

—» Es gibt linken und rechten Leader, die v schneiden, sodass
kein anderer Leader v dazwischen schneidet.

—» |Leader-Paar induziert unabhangige Teilinstanzen.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

oY
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

oY

1. Es gibt O(n?) Paarungen der Labels.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

7

1. Es gibt O(n?) Paarungen der Labels.

2. Unterteile Rechteck in vertikale Streifen induziert durch Punkte in P.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

7

1. Es gibt O(n?) Paarungen der Labels.

2. Unterteile Rechteck in vertikale Streifen induziert durch Punkte in P.
—» vertikale Segment von ¢ liegt in einem dieser Streifen.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

7

1. Es gibt O(n?) Paarungen der Labels.

2. Unterteile Rechteck in vertikale Streifen induziert durch Punkte in P.
—» vertikale Segment von ¢ liegt in einem dieser Streifen.

—» Es gibt O(n) viele mogliche Positionen fiir vertikales Segment.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

7

1. Es gibt O(n?) Paarungen der Labels.

2. Unterteile Rechteck in vertikale Streifen induziert durch Punkte in P.
—» vertikale Segment von ¢ liegt in einem dieser Streifen.

—» Es gibt O(n) viele mogliche Positionen fiir vertikales Segment.

— Es gibt O(n?) viele Méglichkeiten fiir g.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

stitute of Technology

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

oY

Unterscheide zul3ssige und nicht zulassige Trennkurven:
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

stitute of Technology

Wie viele verschiedene Trennkurven g kann es geben?

oY

Unterscheide zul3ssige und nicht zulassige Trennkurven:

Fiir zulassige Instanzen muss gelten: #Punkte # #Label fiir Teilinstanzen.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Teilinstanz ist definiert durch:
= untere Trennkurve (3, und
a obere Trennkurve 7.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Teilinstanz ist definiert durch:
= untere Trennkurve (3, und
a obere Trennkurve 7.

1. Probiere alle zulassigen Trennkurven durch.
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Dynamisches Programm (Skizze) AUT

stitute of Technology

Teilinstanz ist definiert durch:
= untere Trennkurve (3, und
a obere Trennkurve 7.

1. Probiere alle zulassigen Trennkurven durch.

2. Betrachte auch degenerierte Falle:
Instanz zerfallt in zwei einseitige-Probleme.
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Tell 2: Langenminimierung allgemein

N L

k-seitig

uniforme Label

feste Labelpositionen
kreuzungsfrei
verschiedene Leadertypen
fixed Ports
Langenminimierung
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Generischer Algorithmus (Bekos et al. '10) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E/ und Kantenlangenfunktion w
B) bestimme bipartites Matching mit minimalem Gewicht in G
C) transformiere Matching in langenminimale Beschriftung
D) I6se Kreuzungen langenneutral auf
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Generischer Algorithmus (Bekos et al. '10) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E/ und Kantenlangenfunktion w
B) bestimme bipartites Matching mit minimalem Gewicht in G
C) transformiere Matching in langenminimale Beschriftung
D) I6se Kreuzungen langenneutral auf

Beispiel: 2-seitig, do- und pd-Leader

:
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Generischer Algorithmus (Bekos et al. '10) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E/ und Kantenlangenfunktion w
B) bestimme bipartites Matching mit minimalem Gewicht in G
C) transformiere Matching in langenminimale Beschriftung
D) I6se Kreuzungen langenneutral auf

Beispiel: 2-seitig, do- und pd-Leader

I
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Generischer Algorithmus (Bekos et al. '10) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E/ und Kantenlangenfunktion w
B) bestimme bipartites Matching mit minimalem Gewicht in G
C) transformiere Matching in langenminimale Beschriftung
D) I6se Kreuzungen langenneutral auf

Beispiel: 2-seitig, do- und pd-Leader

l Schritte A-C:

= Matching garantiert giiltige
Beschriftung

= Matchinggewicht entspricht
Gesamtleaderlange

a Schritt B in O(n3) Zeit [Kuhn 's5]

= Kreuzungen werden ignoriert
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des

Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des
Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader
1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R
2. beide Leader sind vom gleichen Typ
3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung
4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Beweis: Typ und Orientierung bleiben gleich.

1.) Fallunterscheidung, z.B.

.
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des

Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

Beweis:
1.) Fallunterscheidung, z.B.

. 1

¥

Punktbeschriftung in Landkarten
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des

Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

Beweis:
2.) Fallunterscheidung, z.B.

/.—4:
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des

Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

Beweis:
2.) Fallunterscheidung, z.B.

1 ?
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des

Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

Beweis:
3.) Fallunterscheidung, z.B.

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des

Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

Beweis:
3.) Fallunterscheidung, z.B.

¥
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des
Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R

2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

/%:

Beweis:
4.) Fallunterscheidung

/ L
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Eigenschaften AT

Lemma 1: Sei M die Beschriftung aus Schritt C des
Algorithmus. Dann gilt fiir sich kreuzende Leader

1. beide Leader gehen zur gleichen Seite von R
2. beide Leader sind vom gleichen Typ

3. beide Leader zeigen in die gleiche Richtung

4. durch Tauschen der Zuordnung lost sich die
Kreuzung auf, die Gesamtlange bleibt gleich,
Typ und Orientierung bleiben gleich.

/%:

Beweis:
4.) Fallunterscheidung

—

/ L
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Sliding Ports AT

Karlsruhe Institute of Technolo

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?
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Sliding Ports AT

stitute of Technology

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w
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Sliding Ports AT

stitute of Technology

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w

I—VFUr feste Ports sind Leader eindeutig: Somit Berechnung von w einfach.
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Sliding Ports AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w

—» Fiir feste Ports sind Leader eindeutig: Somit Berechnung von w einfach.
—® Fiir sliding Ports sind Leader nicht eindeutig.
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Sliding Ports AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w

—» Fiir feste Ports sind Leader eindeutig: Somit Berechnung von w einfach.
—® Fiir sliding Ports sind Leader nicht eindeutig.

Idee: Berechne fiir jeden Punkt p; und jedes Label ¢, kiirzesten Leader.
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Sliding Ports AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w

—» Fiir feste Ports sind Leader eindeutig: Somit Berechnung von w einfach.
—® Fiir sliding Ports sind Leader nicht eindeutig.

Idee: Berechne fiir jeden Punkt p; und jedes Label ¢, kiirzesten Leader.

Problem:

d- und o-Leader konnen kiirzeste Leader sein: bisher nicht betrachtet.
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Sliding Ports AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w

—» Fiir feste Ports sind Leader eindeutig: Somit Berechnung von w einfach.
—® Fiir sliding Ports sind Leader nicht eindeutig.

Idee: Berechne fiir jeden Punkt p; und jedes Label ¢, kiirzesten Leader.

Problem:

d- und o-Leader konnen kiirzeste Leader sein: bisher nicht betrachtet.

—» Lemmas nicht unbedingt korrekt fiir d- und o-Leader.
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Sliding Ports AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie kann der Algorithmus auf sliding Ports erweitert werden?

A) erstelle gewichteten vollstandigen bipartiten Graphen
G = (PUL, E,w) fiir Punktmenge P, Labelmenge L,
Punkt-Label-Kanten E und Kantenlangenfunktion w

—» Fiir feste Ports sind Leader eindeutig: Somit Berechnung von w einfach.
—® Fiir sliding Ports sind Leader nicht eindeutig.

Idee: Berechne fiir jeden Punkt p; und jedes Label ¢, kiirzesten Leader.

Problem:

d- und o-Leader konnen kiirzeste Leader sein: bisher nicht betrachtet.

—» Lemmas nicht unbedingt korrekt fiir d- und o-Leader.
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Sliding Ports AT

N A Y Karlsruhe Institute of Technolo
Y
* M R ) AI
* N Js

Kiirzeste Leader:
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Sliding Ports AT

N A Y Karlsruhe Institute of Technolo
N N R
\\ N ]74
R ‘ )
373 \0372\‘\
Y
A N
——————————————————————————————————————— \“—————
Y
H e [
' x
J Vs (N j
/7
---------------------- pj. - 5
) ) .
7/
. ,’,
R, D) i
752 0k
R,
R 7,1
/7

Kiirzeste Leader:
Wenn p; in H;: o-Leader
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Sliding Ports AT

N A Y Karlsruhe Institute of Technolo
N N R .
\\ N ]74
R “D:o
j?3 S 372\\\
Y
A N
N
_______________________________________ _.—————
Y
H e [
' x
J Vs (N j
/7 \
_________________________________ “

Kiirzeste Leader:

Wenn p; in H;: o-Leader

Wenn p; in R; 2 U D; 1: od/do-Leader zur linken unteren Ecke von [,
Wenn p; in R; 3 U D; o: od/do-Leader zur linken oberen Ecke von [;
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Sliding Ports AT

N A Y Karlsruhe Institute of Technolo
N N R
\\ N ]74
R ‘ )
373 \0372\‘\
Y
A N
N
_______________________________________ _.—————
Y
H e [
' x
'-7 e N "7
/7
_________________________________ n’.
4
e
7/
e
2 ,
R, Dy
7,2 9N D
4 ’ .
R 7,1
/7

Kiirzeste Leader:

Wenn p; in H;: o-Leader

Wenn p; in R; 2 U D; 1: od/do-Leader zur linken unteren Ecke von [,
Wenn p; in R; 3 U D; o: od/do-Leader zur linken oberen Ecke von [;
Wenn p; in R, 1: pd-Leader zur linken unteren Ecke von [;

Wenn p; in R, 1: pd-Leader zur linken oberen Ecke von [;

Vorlesung Algorithmische Kartografie Punktbeschriftung in Landkarten



Sliding Ports AT

N N \\ R Karlsruhe Institute of Technolo
N .
\\ \\\ ],4
R “D:o
N
j?3 \\ 372\\\
A N
N
_______________________________________ _.—————
Y
H e [
' x
J Vs (N j
/7
_________________________________ n’.
4
’ /7
/,/ ,’,
R, Dy
752 )’
R,
R 7,1
/7

Kiirzeste Leader:

Wenn p; in H;: o-Leader

Wenn p; in R; 2 U D; 1: od/do-Leader zur linken unteren Ecke von [,
Wenn p; in R; 3 U D; o: od/do-Leader zur linken oberen Ecke von [;
Wenn p; in R, 1: pd-Leader zur linken unteren Ecke von [;

Wenn p; in R, 1: pd-Leader zur linken oberen Ecke von [;

—» Alle bis auf o-Leader enden auf einer Ecke von [;.

—» \Wegen allgemeiner Lage: d-Leader nicht moglich.
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N A Y Karlsruhe Institute of Technolo
Y
* M R ) AI
* N Js

L L

—>

nicht minimal
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Sliding Ports

R‘773 \\~D¢772\\\\
H s
Rjo D

KIT

Karlsruhe Institute of Technolo

Keine Kreuzungen mit o-Leader moglich, da sonst nicht minimal:

L

L

— /

nicht minimal

7

—» d- und o-Leader doch kein Problem: Lemmas gelten weiterhin.

Vorlesung Algorithmische Kartografie

Punktbeschriftung in Landkarten



Sliding Ports

R‘773 \\~D¢772\\\\
H s
Rjo D

KIT

Karlsruhe Institute of Technolo

Keine Kreuzungen mit o-Leader moglich, da sonst nicht minimal:

L

L

— /

nicht minimal

7

—» d- und o-Leader doch kein Problem: Lemmas gelten weiterhin.
—» Schritte B)-D) funktionieren wie bisher.
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