I Heute

@ Medium Access Control / Farbungen, Teil 2

a kurze Wiederholung
m Schoner verteilter Farbungsalgorithmus

m Kapazitat & Scheduling

m Interferenz etwas realistischer
a neue Probleme und Herangehensweisen
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I Erinnerung: MAC-Layer A\K"

a Ubertragungen kdnnen nicht beliebig parallel stattfinden

m Interferenzen naher Ubertragungen verhindert erfolgreiches
Dekodieren

a Ldésung 1: CSMA/CA

® Spontane Benutzung des Mediums, aber vorsichtig
® Warten auf freien Kanal, Anfragen beim Empfanger
a Ubliche Lésung, kostet aber Energie (Kollisionen, Mithéren)

a Loésung 2: TDMA/CDMA/FDMA
a feste Zuweisung von Zeiten/Codierung/Frequenzen an
Sender/Ubertragungen
m gleiche Ressource immer nur so genutzt, dass es keine Konflikte
geben sollte
a (Noch) wenig populér in WSN
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I Erinnerung: Farbungen AT

Definition

Eine Knotenfarbung eines Graphen G = (V, E) ist eine
Abbildung ¢ : V — N, so dass flr jede Kante die beiden
Endpunkte unterschiedliche Farben haben, also

{u,v} € E = c(u) # c(v)
a Eine Farbung c hat die GroBe |c| = max,cy c(Vv)

m darauf lassen sich allgemeinere Farbungsprobleme
reduzieren
m es gibtimmer eine A + 1-Féarbung
a in jeder schlechteren Farbung kann man die Farbe

eines Knotens herabsetzen
a das ging auch verteilt, aber bisher nur langsam

Markus Vélker — Algorithmen fiir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fiir Theoretische Informatik
VL 10 — Eine kurze Geschichte vom Farben (Teil 2) (4/17) ="} Lehrstuhl Algorithmik



| satz SIT

Es gibt einen verteilten Algorithmus, der eine A + 1-Farbung in
O(A2 + log(n)) Schritten berechnet.

a log*(n): Anzahl der Anwendungen von log, bevor das Argument

unter 1 fallt. (Bsp.: log;(10%°) = 5)
a Andere Mdglichkeit sich das zu merken:

2 22
logi(x) =5« 22 < x< 2%
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I Beweisstruktur ﬂ("

Beweisstruktur

m es gibt einen Algorithmus, der in einem Baum in log*(n)
Schritten eine 6-Farbung berechnet

m es gibt einen Algorithmus, der in einem Baum in kK Runden eine
Farbung mit 3 + k Farben auf 3 Farben reduziert

m beide Verfahren funktionieren auch auf ,Pseudo-Waldern®
m jeder Graph laBt sich in konstanter Zeit verteilt in A
Pseudo-Walder zerlegen

m A Farbungen mit je 3 Farben lassen sich in A% Runden auf
A + 1 Farben reduzieren
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I 6-Farbung eines Baumes T

6-Farbung eines Baumes |

@ schreibe Label binar in log, n Bits

m (dafur muss a priori zumindest obere Schranke
an n bekannt sein)

@ Setze L = log, n (aktuelle Labellédnge)

@ Solange L > 3 und dann noch einmal:

m suche ein Bit, in dem sich das eigene Label und
das des Vorgangers unterscheiden

a kodiere dessen Position in log,(L) Bits

m verwende als neues Label die kodierte Position
und den Wert des eigenen Bits

a die Wurzel wahlt dafiir beliebiges Bit aus

a setze L =log,(L) + 1 (neue Labellédnge)
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I 6-Farbung eines Baumes

6-Farbung eines Baumes |

@ schreibe Label binr in log, n Bits 1010

@ Setze L = log, n (aktuelle Labellédnge)
@ Solange L > 3 und dann noch einmal:

(daftir muss a priori zumindest obere Schranke 001
an n bekannt sein)

suche ein Bit, in dem sich das eigene Labelund 1101
das des Vorgangers unterscheiden

kodiere dessen Position in log, (L) Bits
verwende als neues Label die kodierte Position
und den Wert des eigenen Bits

die Wurzel wahlt dafur beliebiges Bit aus

setze L = log,(L) + 1 (neue Labellange)
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I 6-Farbung eines Baumes
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I 6-Farbung eines Baumes

6-Farbung eines Baumes |

@ schreibe Label binar in log, n Bits

000

(daflir muss a priori zumindest obere Schranke
: 110
an n bekannt sein) 110

@ Setze L = log, n (aktuelle Labellédnge)

@ Solange L > 3 und dann noch einmal:

1 110

suche ein Bit, in dem sich das eigene Label und 101
das des Vorgangers unterscheiden

kodiere dessen Position in log, (L) Bits

verwende als neues Label die kodierte Position 100
und den Wert des eigenen Bits

die Wurzel wahlt dafiir beliebiges Bit aus

setze L = log,(L) + 1 (neue Labellange)

110
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I Korrektheit Baum-6-Farbung AIT

Der beschriebene Algorithmus berechnet eine 6-Farbung.

m Nach jeder Runde liegt eine Farbung des Baumes vor

a Annahme: zwei Knoten haben nach einer Runde dasselbe Label

® dann haben sie beide dasselbe Bit ausgewahlt und hatten dort
vorher denselben Wert stehen

m aber das Kind sollte Bit wahlen, in dem es sich vom Vorgéanger
unterscheidet! Widerspruch!

a Die Farbung enthalt zum Schluss maximal 6 Farben

m L istimmer aktuelle Labellange

a sobald L < 3 wird noch eine Runde ausgeflhrt.

a dann reichen die drei Beschreibungen 00,01, 10 f(ir die Position

m dann gibt es nur noch die Labels 000,001,010,011, 100,101
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I Laufzeit Baum-6-Farbung

Der beschriebene Algorithmus terminiert nach O(log*(n)) Schritten.

m Das werden wir nicht beweisen.
a Grobe Vorstellung:

a in jeder Runde wird die Labelldnge von L auf log,(L) + 1 gedriickt
a ohne das +1 ware die Aussage klar
a ein bisschen Formelschieberei 16st das Problem

(bei Interesse an den Details: siehe Buch)

Das war schon Teil 1: Wir kdnnen einen Baum in O(log*(n)) Schritten
mit 6 Farben férben!
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Kompression von 6 auf 3 Farben im
Baum

Baum-(3+k)-zu-3-Farbung |
Firi= (3+ k),...,4 tue folgendes:
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Kompression von 6 auf 3 Farben im SXIT
Baum —ir

Baum-(3+k)-zu-3-Farbung |
Firi= (3+ k),...,4 tue folgendes:

@ jeder Knoten nimmt die Farbe seines
Vorgangers an (,shift down®)

a Wurzel nimmt neue Farbe aus {1, 2,3}
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Kompression von 6 auf 3 Farben im SXIT
Baum —ir

Baum-(3+k)-zu-3-Farbung |
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Kompression von 6 auf 3 Farben im SXIT
Baum —ir

Baum-(3+k)-zu-3-Farbung |
Firi= (3+ k),...,4 tue folgendes:

@ jeder Knoten nimmt die Farbe seines
Vorgangers an (,shift down®)
a Wurzel nimmt neue Farbe aus {1, 2,3}
@ jeder Knoten mit Farbe i wahlt Farbe aus
{1, 2,3}, die kein Nachbar hat
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Kompression von 6 auf 3 Farben im IT
Baum =i

Baum-(3+k)-zu-3-Farbung |
Firi= (3+ k),...,4 tue folgendes:

@ jeder Knoten nimmt die Farbe seines
Vorgangers an (,shift down®)
a Wurzel nimmt neue Farbe aus {1, 2,3}
@ jeder Knoten mit Farbe i wahlt Farbe aus
{1, 2,3}, die kein Nachbar hat

a Korrektheit:

® nach einem Shift hat jeder Knoten die Farbe seines Vorgangers,
und seine Kinder seine alte Farbe

m das ist eine Farbung!
m jeder Knoten ,sieht* nur 2 benachbarte Farben

® in jeder Runde werden wir Farbe i los!
® nach k Runden je 2 Schritte haben wir noch 3 Farben!
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Pseudo-Walder (klingt schlimmer als AT
es ist) =il

Definition Pseudo-Wald

Ein gerichteter Graph hei3t Pseudo-Wald, wenn jeder Knoten
héchstens eine ausgehende Kante hat.

a jeder Knoten zeigt auf maximal einen
LVorganger"
a Vorsicht: Graph kann gerichtete Kreise
enthalten
Satz

Die Dreifarbung von Pseudo-Waldern funktioniert
exakt wie bei Baumen.

a Beweise gehen exakt wie vorher, nur gibt es
ggf. mehrere Knoten ohne Vorgénger
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I Pseudo-Wald-Dekomposition AT

Eine Pseudo-Wald-Dekomposition eines Graphen G
ist eine Menge von Pseudo-Waldern Fy, ..., Fa, SO
dass jede Kante von G in mindestens einem F;
vorkommt (in beliebiger Richtung).

m Institut fir Theoretische Informatik
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I Pseudo-Wald-Dekomposition IT

Eine Pseudo-Wald-Dekomposition eines Graphen G
ist eine Menge von Pseudo-Waldern Fq, ..., Fa, SO
dass jede Kante von G in mindestens einem F;
vorkommt (in beliebiger Richtung).
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Verteilte R
Pseudo-Wald-Dekomposition T

Verteilte Dekomposition, Runde i=1,... A

@ jeder Knoten wahlt eine inzidente unmarkierte Kante aus, wenn
noch maéglich

@ eine gewahlte Kante {u, v} wird markiert und zu F; hinzugefigt,
und zwar von einem Knoten weg, der sie wahlte.
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Verteilte R
Pseudo-Wald-Dekomposition ‘(IT

Verteilte Dekomposition, Runde i=1,... A

@ jeder Knoten wahlt eine inzidente unmarkierte Kante aus, wenn
noch maéglich

@ eine gewahlte Kante {u, v} wird markiert und zu F; hinzugefigt,
und zwar von einem Knoten weg, der sie wahlte.

a nach A Runden (oder
friher) sind alle Kanten
markiert
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Verteilte AT

Pseudo-Wald-Dekomposition

Verteilte Dekomposition, Runde i=1,... A

@ jeder Knoten wahlt eine inzidente unmarkierte Kante aus, wenn
noch maéglich

@ eine gewahlte Kante {u, v} wird markiert und zu F; hinzugefigt,
und zwar von einem Knoten weg, der sie wahlte.

a nach A Runden (oder
friher) sind alle Kanten
markiert

@ in jeder Runde wird ein
Pseudo-Wald gewahlt
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I Wo stehen wir? A\K“

a Wir kdnnen den Graphen in einem Schritt in A Pseudo-Walder
dekomponieren
a Wir kdnnen Baume und Pseudo-Walder verteilt mit 3 Farben
einfarben
a erst farben wir in log*(n) Runden mit konstant vielen Schritten
6-farbig,
a dann reduzieren wir die Farben in 3 Runden mit konstant vielen
Schritten auf 3
= Wir kénnen in O(log*(n)) Schritten jeden der Pseudo-Walder
dreifarben
m das kann in allen Pseudowaldern parallel geschehen

was fangen wir mit A 3-Farbungen fir die Pseudo-Walder an? Wir
wollen eine A + 1-Farbung des Graphen!
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I Farbungen zusammenfiihren AT

Idee: Wir blenden nacheinander die Kanten der Pseudo-Walder ein
und warten eine Farbung mit A + 1 Farben!

Institut fiir Theoretische Informatik
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I Farbungen zusammenfiihren AT

Idee: Wir blenden nacheinander die Kanten der Pseudo-Walder ein
und warten eine Farbung mit A + 1 Farben!

a Wir beginnen mit F1 und dessen 3 Farben )
m dasist eine A + 1-Farbung von F;
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® das sind A - 3A = 3A2 Runden zum
ZusammenfUhren
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I Wo stehen wir jetzt? AIT

® Wir kdnnen den Graphen in einem Schritt in A Pseudo-Walder
dekomponieren
@ Wir kdnnen Baume und Pseudo-Walder verteilt mit 3 Farben
einfarben
a erst farben wir in log®(n) Runden mit konstant vielen Schritten
6-farbig,
a dann reduzieren wir die Farben in 3 Runden mit konstant vielen
Schritten auf 3
= Wir kénnen in O(log*(n)) Schritten jeden der Pseudo-Walder
dreiférben
m das kann ja in allen Pseudowaldern parallel geschehen

® wir kénnen aus den 3-Farbungen fir die A Pseudowalder in
O(A?) Schritten eine A + 1-Farbung des eigentlichen Graphen
gewinnen!

® wir sind fertig, Laufzeit insgesamt: O(A? + log* n)
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I Zusammenfassung ﬂ("

m Farbungen sind ein leichtes Mittel, um gegenseitige Ausschliisse
zu modellieren
a Knoten dirfen nicht gleichzeitig senden oder
a Kanten dlrfen nicht gleichtzeitig aktiv sein
m das lasst sich immer auf Knotenfarbungen reduzieren

m wir haben einen schnellen und verteilten Algorithmus fiir
A + 1-Farbungen kennengelernt!
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