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Motivation

Laufzeit im Worst-Case

Worst-Case-Laufzeit eines Algorithmus A:
Betrachte fir festes n € N die Laufzeit einer (fir A)
“ungunstigsten” Eingabe der Lange n.

TWS(n):=  max  Tu(x)
x Eingabe,|x|=n
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Motivation

Laufzeit im Worst-Case

Worst-Case-Laufzeit eines Algorithmus A:
Betrachte fir festes n € N die Laufzeit einer (fir A)
“ungunstigsten” Eingabe der Lange n.

TWS(n):=  max  Tu(x)
x Eingabe,|x|=n
Beispiel: Quicksort
@ Worst-Case: in jedem Rekursionsschritt sind alle
verbleibenden Elemente im gleichen Teilproblem.
@ Anzahl der nétigen Vergleiche: 37, n—i

o = T&ion(n) € 6(17)
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Motivation

Probleme einer Worst-Case-Analyse

@ Viele Algorithmen bendtigen nur fir wenige Eingaben die
Worst-Case-Laufzeit.

@ Worst-Case-Analysen ignorieren, welche Instanzen in der
Realitat haufig auftauchen.

= Ziel: Laufzeit-Analyse des “durchschnittlichen Falls”.
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Motivation

Verschiedene Betrachtungsweisen eines
durchschnittlichen Falls

Durchschnittliche Korrektheit
@ Algorithmus hat stets polynomielle Laufzeit, ...
@ ... liefert aber nur fir bestimmte Instanzen ein Ergebnis
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Motivation

Verschiedene Betrachtungsweisen eines
durchschnittlichen Falls

Durchschnittliche Korrektheit

@ Algorithmus hat stets polynomielle Laufzeit, ...

@ ... liefert aber nur fir bestimmte Instanzen ein Ergebnis
Durchschnittliche Laufzeit

@ Algorithmus liefert stets das korrekte Ergebnis, ...

@ ... die Laufzeit ist aber nur fir bestimmte Instanzen
polynomiell beschrankt

@ Hauptaugenmerk dieses Vortrags
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Motivation

Laufzeit im Average-Case

Average-Case-Laufzeit eines Algorithmus A:
Betrachte den Erwartungswert der Laufzeit aller Eingaben der
Lange n € N beziglich einer Verteilung D, mit zugehbriger
Wahrscheinlichkeitsfunktion Pp,: {0,1}" — [0, 1].
T30%9(n) == Exep, [TA(X)] = > Ta(x)-Pp,(x)
xe{0,1}"
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Motivation

Laufzeit im Average-Case

Average-Case-Laufzeit eines Algorithmus A:

Betrachte den Erwartungswert der Laufzeit aller Eingaben der
Lange n € N beziglich einer Verteilung D, mit zugehbriger
Wahrscheinlichkeitsfunktion Pp,: {0,1}" — [0, 1].

Tj‘,/%r,?ge( ) - EXGDn[T-A Z T-A IP>Dn )
xe{0,1}"
Beispiel: Quicksort
@ Hier sei Pp,(x) = 27" (Gleichverteilung).
@ Vergleichswahrscheinlichkeit fir das /-te und j-te Element

(i < j) betragt p;; = ,_%
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Motivation

Laufzeit im Average-Case

Beispiel: Quicksort (Fortsetzung)

@ Sei V die Anzahl der Vergleiche bei einer gewissen
Eingabe.

@ Sei V;; die Anzahl der Vergleiche des i-ten und j-ten
Elements bei einer gewissen Eingabe.

@ Beachte: V;; c {0,1}.
2
E[V]:ZE[\/i,j]:Zpi,j:Zj_i+1 =...<2nlnn

i<j i<j i<j

average
= TQuicks%rt,Dn(”) € O(nlog n)
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, dis Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Uberblick

9 Levins Theorie (distP, distNP)
@ Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Verteilungsprobleme

Verteilungsproblem
Ein Verteilungsproblem ist ein Paar (L, D) mit:

@ L ist ein Entscheidungsproblem,
@ D = (Dy) ist eine Familie von Verteilungen tber L.

Zugehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion:

Pp,: {0,1}" — [0,1].

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis



Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Verteilungsprobleme
Zufallsgraphen

Zufallsgraphen (Erdos-Rényi-Modell)

Gegeben: Knotenanzahl n € N und Wahrscheinlichkeit
p € [0,1].

@ Sei G = (V, E) ungerichteter Graph mit V = {vq,..., vp}.
@ Flge {v;, v, } mit Wahrscheinlichkeit p zu E hinzu.
@ Fur G=(V,E) mit |E| = egilt also:

P(G) = p° - (1 — p)(&)—e.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Verteilungsprobleme
Zufallsgraphen

Zufallsgraphen (Erdos-Rényi-Modell)

Gegeben: Knotenanzahl n € N und Wahrscheinlichkeit
p € [0,1].

@ Sei G = (V, E) ungerichteter Graph mit V = {vq,..., vp}.
@ Flge {v;, v, } mit Wahrscheinlichkeit p zu E hinzu.
@ Fur G=(V,E) mit |E| = egilt also:
B(G) =p°- (1-p))e.
Beispiel Erwartete Anzahl Dreiecke in G = (V, E) mit
V| =n:
E(Dreiecke in G) = (3) - p°.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Verteilungsprobleme

Polynomiell berechenbare Verteilungen

Polynomiell berechenbare Verteilung

D = (Dp) heiBt polynomiell berechenbar, wenn die kumulierte
Wahrscheinlichkeit

pp,(X) ==Y Pp,(y).

y<x
lyl=n

far alle n € N polynomiell berechenbar ist.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Verteilungsprobleme

Polynomiell berechenbare Verteilungen

Polynomiell berechenbare Verteilung

D = (Dp) heiBt polynomiell berechenbar, wenn die kumulierte
Wahrscheinlichkeit

pp,(X) ==Y Pp,(y).
y<x
lyl=n

far alle n € N polynomiell berechenbar ist.
Dann ist auch Pp, polynomiell berechenbar:

Pp,(x) = pp,(X) — pp,(x —1).
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Die Klasse distNP

Die Klasse distNP
(L, D) liegt in distNP, wenn gilt:

@ L e NP,
@ D ist polynomiell berechenbar.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Die Klasse distNP

Die Klasse distNP
(L, D) liegt in distNP, wenn gilt:
@ L € NP,

@ D ist polynomiell berechenbar.

Es gilt: distNP C NP.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (d , t Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Uberblick
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@ Die Klasse distP
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Die Klasse distP

Durchschnittlich polynomiell berechenbar

Erster Ansatz

(L, D) hei3t durchschnittlich polynomiell berechenbar, wenn es
einen Algorithmus A fir dieses Problem gibt, fir den gilt:

Exen,[Ta(¥)] < p(|x]) VneN.

Hierbei:
@ T.(x) Rechenzeit bei Eingabe x mit |x| = n,
@ p(-) Polynom.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Die Klasse distP

Durchschnittlich polynomiell berechenbar

Erster Ansatz nicht robust, betrachte Algorithmus A mit:
T4(00...00) = 2", Ta(x) = n sonst

n Nullen

(Eingabelange n, D, Gleichverteilung = Pp,(x) =27")
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Die Klasse distP

Durchschnittlich polynomiell berechenbar

Erster Ansatz nicht robust, betrachte Algorithmus A mit:
T4(00...00) = 2", Ta(x) = n sonst

n Nullen
(Eingabelange n, D, Gleichverteilung = Pp,(x) =27")
Exeno(Ta(x)) = D Pp,(x)* Ta(x)

xe{0,1}"
= (1-2".n4+27".2" < n+1.
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Die Klasse distP

Durchschnittlich polynomiell berechenbar

Erster Ansatz nicht robust, betrachte Algorithmus A mit:
T4(00...00) = 2", Ta(x) = n sonst

n Nullen
(Eingabelange n, D, Gleichverteilung = Pp,(x) =27")
Exeno(Ta(x)) = D Pp,(x)* Ta(x)
xe{0,1}"
= (1-2".n4+27".2" < n+1.
Exepo(T4(X)) = D Pp,(x)* T4(x)

xe{0,1}7
= (1—2"M.np% 4 27M.220 > 2N
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Die Klasse distP

Durchschnittlich polynomiell berechenbar

Robuste Definition

(L, D) heiBBt durchschnittlich polynomiell berechenbar, wenn es
einen Algorithmus A fir dieses Problem gibt, fir den qilt:

3
Exco, [Tf,‘i‘x)} <d firneN.
Hierbei:
@ T 4(x) Rechenzeit bei Eingabe x mit |x| = n,
@ ¢, d > 0 Konstanten.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Die Klasse distP

Die Klasse distP
(L, D) liegtin distP, wenn gilt:

@ (L,D) € distNP,
@ (L, D) ist durchschnittlich polynomiell berechenbar.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Die Klasse distP

Die Klasse distP
(L, D) liegtin distP, wenn gilt:

@ (L,D) € distNP,
@ (L, D) ist durchschnittlich polynomiell berechenbar.

?
Esgilt: P C distP~distNP C NP.
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, dist Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und di st NP-Vollstandigkeit
Satz von Levin

Uberblick
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@ Average-Case Reduktion und di st NP-Vollstandigkeit
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und di st NP-Vollstandigkeit

Satz von Levin

Average-Case Reduktion

Transformationen

Transformation

@ Verteilungsproblem (Ly, D1), Sprache L,,
@ Abbildung f: Ly — Lp, also x € Ly < f(x) € Lo.
Dann heif3t f Transformation und es gilt:

@ (Lo, foD) istein Verteilungsproblem,

° Prp(y):i= > Pp(x).

xef=1(y)
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und di st NP-Vollstandigkeit
Satz von Levin

Average-Case Reduktion

Definition

Average-Case Reduktion

@ Verteilungsprobleme (L, D1), (Lp, D2),
@ Transformation f: Ly — Lo.

f ist eine Average-Case Reduktion und (L, D1) < (Lo, D5),
wenn es Polynome p(-) und g(-) gibt, so dass:

@ fist polynomiell berechenbar,

@ Léangentreue: |f(x)| = p(|x]),

@ Dominanz: Prp,(f(x)) < q(|x]) - Pp,(f(x)).
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und di st NP-Vollstandigkeit
Satz von Levin

distNP-Vollstandigkeit

Satz
(L1,Dq) < (Lp, D7)

(Lo, Dy) € distP = (Ly,Dy) € distP.
2, Do
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und di st NP-Vollstandigkeit
Satz von Levin

distNP-Vollstandigkeit

Satz
(L1,Dy) < (L2, D2)

= (Ly,Dy) € distP.
(Lo, Do) € distP

distNP-Vollstandigkeit

(Ly,Dq) € distNP ist di stNP-vollstdndig, wenn gilt:
Fir alle <L2,D2> € distNP gllt (Lg,Dg) <L1,D1>
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (d X £ Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Uberblick
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Satz von Levin

Existenz eines di st NP-vollstdndigen Problems

Das universelle Verteilungsproblem (U, Up) ist
distNP-vollstéandig.

@ U ist die Sprache aller Tupel (M, x, 1t) mit NDTM M,
welche die Eingabe x nach hdchstens t Schritten
akzeptiert.

@ In U, wird ein Tupel (M, x, 1) der Lange n wie folgt zufallig
gewahlt:

@ Kodierung von M aus allen Woértern der Lange < log n
Q@ t<{0,...,n— M|} binar kodiert
Q xc {0, 1} t=IM
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Satz von Levin

Vorbemerkungen(1)

U € NP, denn:
@ Rate die nichtdeterministischen Zustandsibergange von
M und simuliere t Schritte der Abarbeitung von x.
U ist NP-schwer, denn:
@ Sei L € NP und M eine NDTM mit L(M) = L, deren Laufzeit
von einem Polynom p beschrankt ist.
@ Betrachte fiir Eingabe x die Reduktion f(x) = (M, x, 1P(IX))

Obige Reduktion zeigt U € NPC, betrachtet jedoch keine
Verteilung und ist somit keine Average-Case-Reduktion.
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Satz von Levin

Vorbemerkungen(2)

@ Dominanz-Bedingung:
VneN x {0,117 Brp,(f(X)) < q(n)Pu, (F(X))
@ Py, (f(x)) < 27" gemén Definition
@ Bei Eingabe x kdnnte es einen Spitzenwert von Pp,
geben, sodass P.p,(f(x)) >> 27"

@ = Ziel: Spitzenwerte einer Verteilung eliminieren
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Satz von Levin

Beweis(1)

Lemma: Spitzenwert-Eliminierung

Sei D, eine polynomiell berechenbare Verteilung. Dann
existiert eine polynomiell berechenbare Funktion
g: {0,1}* — {0,1}* mit:

@ gistinjektiv: g(x) = g(y) © x =y,

Q vx e {01} :|g(x)| < x| +1,

Q Vx €{0,1}": Pgop,(x) < 2771,
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
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Satz von Levin

Satz von Levin

Beweis(1)

Lemma: Spitzenwert-Eliminierung

Sei D, eine polynomiell berechenbare Verteilung. Dann
existiert eine polynomiell berechenbare Funktion
g: {0,1}* — {0,1}* mit:

@ gistinjektiv: g(x) = g(y) © x =y,

Q vx € {0, 1} : jg(x)| < |x| +1,

Q Vx €{0,1}": Pgop,(x) < 2771,

Beweisidee:

@ Fiur x € {0,1}* sei h(x) das langste gemeinsame Prafix
der Binarreprasentationen von up,(x) und pp,(x —1).

0x wenn Pp, (x) < 2~ X

@ Definiere g(x) = {1/7()() sonst
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Satz von Levin

Beweis(2)

Konstruktion

@ Sei (L, D) € distNP und M eine NDTM mit L(M) = L und
Tum(n) < t(n) fur ein Polynom t.
o f:L—U, x— (M, g(x)1%
liefert eine Average-case-Reduktion, wobei:
@ Bei Eingabe y rat und tberprift M’ x, sodass y = g(x) und
simuliert dann M auf Eingabe x

@ g wieim Lemma
Q k=t(n)+n+1—|g(x)
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Verteilungsprobleme und die Klasse distNP
Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP

Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit

Satz von Levin

Satz von Levin

Beweis(3)

Korrektheit
zz.¥xe{0,1}*: xe L& f(x)e U

xel

< M akzeptiert x

< M’ akzeptiert g(x) in héchstens t(|x|) Schritten, mit g injektiv
= (M, g(x),1%) € U, wobei k > t(|x|)

< f(x)e U

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis



Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP

Levins Theorie (distP, distNP) Die Klasse distP
Average-Case Reduktion und distNP-Vollstdndigkeit
Satz von Levin

Satz von Levin

Beweis(4)

Langentreue
z.z.:¥x € {0,1}" : [f(x)| = p(n)
[F(x)] = (M, g(x), 1)| = [M'| + |g(x)| + k

= M| +[g(x)| + t(n) + n+1—[g(x)|
=t(n)+n+1+|M|
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Verteilungsprobleme und die Klasse di st NP
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Satz von Levin

Beweis(5)

Dominanz

zz:VneN x €{0,1}": Prp,(f(X)) < q(n)Pu,, (f(x))

Ptop, (f(X)) = Prop, (M, g(x), 1)) = Pgop, (y) < 2~ W1+

Puty (F(X)) = Putn (M, 1,190 2 s gl 5= 7
27V = B < q(n) - 7 - 5h7 © 2 < q(n)+z < 2m? < q(n)
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Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Uberblick

© Smoothed Analysis
@ Einfihrung
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Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Was ist Smoothed Analysis?

Motivation

@ Mischung aus Worst-Case- und Average-Case-Analyse.

@ Worst-Case-Analyse oft zu pessimistisch.

@ Average-Case-Analyse nicht realistisch, wenn nicht die
richtige Verteilung angenommen wird.

@ Smoothed Analysis wurde 2001 von D. A. Spielman und S.
Teng vorgeschlagen.

@ Spielman und Teng erhielten 2008 den Gddel-Preis fir die
Entwicklung der Smoothed Analysis.
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Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Was ist Smoothed Analysis?

Idee

@ Betrachte firr jede Eingabe den Erwartungswert, wenn
diese Eingabe einem gewissen “Rauschen” unterliegt.

@ Maximiere Uber alle diese Erwartungswerte.

@ Formal wird fur jede Eingabe x eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P, definiert, deren
Wahrscheinlichkeit an der Stelle x maximal wird.

@ P, durch ein o € R parametrisiert, sodass:

e 0 — 0 = Smoothed Analysis — Worst Case Analysis.
@ o — oo = Smoothed Analysis — Average Case Analysis.
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Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Was ist Smoothed Analysis?
Ansatz fir LINEAR PROGRAMMING(1)

Ein Algorithmus A(A, b, ¢) fir LINEAR PROGRAMMING soll
mittels Smoothed Analysis analysiert werden.
Dazu wird die Eingabematrix A verrauscht.

LINEAR PROGRAMMING:
@ gegeben: Ac R™™ pec R ¢c e R™
© gefordert: Ax < b,x >0
© gesucht: x € R™, sodass ¢’ x maximiert wird.
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Was ist Smoothed Analysis?
Ansatz fir LINEAR PROGRAMMING(2)

Die zuféllig verrauschten Instanzen sind gegeben durch:
@ gegeben: Ac R™™M b e R", cecR™
@ gefordert: (A+oG)x < b,x >0
© gesucht: x € R™, sodass ¢’ x maximiert wird.

Hierbei ist G € R™* eine Matrix deren Eintrége g;
unabhangig voneinander gewabhlt sind. Jedes g; ; ist d-verteilt,
also standard-normalverteilt (d.h. GauBBverteilung mit
Erwartungswert 0 und Varianz 1).

Far festes b und c ist die smoothed analysierte Laufzeit:

Tjr;r;oothed(n, m) = AgI]Rar&(m{EGed)Rnxm[TA(A + O'G, b, C)]}

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Smoothed Analysis des Simplex-Algorithmus

Simplex-Algorithmus

@ In der Praxis effizienter Algorithmus zur L6sung von
LINEAR PROGRAMMING.

@ (Shadow vertex) Simplex ist der Algorithmus, mit dem
Smoothed Analysis eingefihrt wurde.

@ Tgmoothed(n m) ist polynomiell in n, mund 1/o.

Simplex,o
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Uberblick

e Smoothed Analysis

@ Verallgemeinerte Definition

Average Case Complexit: othed Analysis



Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Verallgemeinerte Definition(1)

Verallgemeinerte Definition

@ Raum aller Eingaben X = (J,cyy Xh-
@ System von Umgebungen S¥, § € [0, 00), von x € X mit:

Q S5 = (x}

© S¥ vergroBert sich monoton: 6§ < ¢ = Sf C S
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Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Verallgemeinerte Definition(1)

Verallgemeinerte Definition

@ Raum aller Eingaben X = (J,cyy Xh-
@ System von Umgebungen S¥, § € [0, 00), von x € X mit:
Sy ={x

g s% ve;{gr}éﬁert sich monoton: 6 < ¢’ = Sf C Sj,

@ WahrscheinlichkeitsmaB3 pX: X — [0, 1], o € [0, c0), mit:
© X istabfallend: y € S¥,z¢ S¥ = uX(y) > ui(2),
g l;iﬁ]konz;r}tgf)rt si;;h umx: o <o’ = pX(S¥) > pX.(SY),

o0 Ha\Os) — 1.

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis



Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Verallgemeinerte Definition(1)

Verallgemeinerte Definition

@ Raum aller Eingaben X = (J,cyy Xh-

@ System von Umgebungen S¥, § € [0, 00), von x € X mit:
Q S5 ={x}
© S¥ vergroBert sich monoton: 6§ < ¢ = Sf C S

@ WahrscheinlichkeitsmaB3 pX: X — [0, 1], o € [0, c0), mit:
© X istabfallend: y € S¥,z¢ S¥ = uX(y) > ui(2),
© /X konzentriert sichum x: o < o’ = pX(S¥) > p.(SY),
Q lim, o uX(SY) = 1.

@ Die Smoothed Analysis Laufzeit ist dann

TE"*4(n) = maxEyeyy [Ta(y)]-

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Uberblick

© Smoothed Analysis

@ Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Goldberg’s Algorithmus

Das Problem

Das Problem: Single Source Shortest Path (SSSP)

@ G=(V,E)istein beliebiger Graph.
@ c: E — [0,2V — 1] ist eine Kostenfunktion (N-Bit-Integer).

@ Gesucht ist der kiirzeste Weg von einem gegebenen
Knoten zu allen anderen.
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Goldberg’s Algorithmus

Schon gezeigt

Andrew Goldberg’s Algorithmus

@ Allgemein:

O(|E|+ V| + Y (N —log minincost(v) + 1)).

veV
@ Worst-Case:
O(E|+ N -|V]).
@ Average-Case:
O(IE[+|V]).
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Goldberg’s Algorithmus

Die Smoothed-Variante

Die Smoothed-Variante
@ Randomisiere die letzten k < N Bits der Kantengewichte:
ck: E—[0,2N —1].
@ Randomisierter Teil der Kantengewichte:

& E— 0,2 —1].

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis



Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Goldberg’s Algorithmus

Die Smoothed-Variante

Die Smoothed-Variante

@ Randomisiere die letzten k < N Bits der Kantengewichte:
ck: E—[0,2N —1].

@ Randomisierter Teil der Kantengewichte:
& E— 0,2 —1].

Beispiel Fur c(e) =100110110 gilt:
C3(e) =100110X;XoX5 und &3(6) = X1 XoX5.
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Vorbetrachtungen

Bezeichnungen

Definitionen

c: E— |0, oN _ 1]: Kostenfunktion, die letzten k Bits randomisiert.
&: E — [0,2% — 1]: Nur die randomisierten k Bits.

minincost(v): Kleinstes Gewicht einer eingehenden Kante.
inedges(v): Menge aller eingehenden Kanten.

indeg(v): Anzahl eingehender Kanten.

zeroes(a): Anzahl fihrender Nullen.

Lemma

(1) log(ck(e)) > k —1—zeroes(Ek(e)).
(2) El[zeroes(ck(e))] < 2.

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis
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Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Vorbetrachtungen
Vorbetrachtung (1)

Abschatzung der Kostenfunktion
Sei v € V beliebig und e € E eine zu v inzidente Kante. Dann gilt:
log(ck(e)) > log(Ck(e))
> |og(2k71fzeroes(ék(e)))

= k—1—zeroes(&(e)).

Wir haben also: (1) log(ck(e)) > k —1 — zeroes(Ck(e)).

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle Average Case Complexity, Smoothed Analysis



Einfiihrung
. Verallgemeinerte Definition
Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Vorbetrachtungen
Vorbetrachtung (2)

Abschatzung der erwarteten Nullen
Die Wahrscheinlichkeit fir 0 < n < k Nullen ist:

P(zeroes(&k(e)) >n) = 1-----1 = (1)".

Damit ergibt sich die erwartete Anzahl:

E[zeroes(ék(e))] = Z::O PP(zeroes(Cx(€)) > n)
EPIHOIED INE)
1 = 2.
=

Wir haben also: (2) E[zeroes(&(e))] < 2.

Jan-Martin Knorr, Alexander Kuhnle
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Einfiihrung
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Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Smoothed Analysis des Algorithmus

Smoothed Analysis

Wir beginnen mit folgender Abschétzung:
(1)
N — log(minincost(v)) < N —1— k+ max{zeroes(c(e)): e € inedges(v)}

< N-1—k+ Y zeroes(&(e)).
ecinedges(v)
Damit ergibt sich der Erwartungswert:
(*) E[N—logminincost(v)] = N-1-k+ >  E[zeroes(&(e))]

ecinedges(v)

()
< N—-1-k+ > 2

ecinedges(v)

N —1—k+2-indeg(v).
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Smoothed Analysis des Algorithmus

Smoothed Analysis

SchlieBlich haben wir dann:

E ||E|+|V|+ Y (N —logminincost(v) + 1)

veV

= |E|+[V|+>_ (E[N — log minincost(v)] + 1)
veV

() .

< |E[+|V[+> (N—1—k+2indeg(v) + 1)
veV

= |E[+|VI+> (N—k)+> 2indeg(v)
veV veV

— |E[+ V[ +|V|- (N=K)+2-|E]
— B.|E[+|V]- (N—k+1)
e O(E|+|V|- (N~ K)),
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Einfiihrung
Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Das Ergebnis der Analyse
Uberblick

@ Allgemein:
O(IE|+|V|+>_ (N —log minincost(v) + 1)).
veV
@ Smoothed Analysis:

O(IEl +[V]- (N = k)).
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Verallgemeinerte Definition

Smoothed Analysis Smoothed Analysis eines SSSP-Algorithmus

Das Ergebnis der Analyse
Uberblick

@ Allgemein:

O(IE|+|V|+>_ (N —log minincost(v) + 1)).
veV

@ Smoothed Analysis:
O(IE[+ [V]- (N = k)).

@ Fir k — 0 ergibt sich der Worst-Case:
O(E|+ N -|V]).
@ Fir k — N ergibt sich der Average-Case:
O(IE[ +[V]).
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Zusammenfassung

@ Kilassifikation von durchschnittlich polynomiell I6sbaren
Problemen: distP, distNP.

@ Levin’s Theorem: Es gibt ein distNP-vollstandiges
Problem.

@ Smoothed Analysis zur realitdtsnaheren Laufzeitanalyse
zwischen Worst-Case- und Average-Case-Analyse.

@ Simplex-Algorithmus (fir LINEAR PROGRAMMING) hat
polynomielle Laufzeit mit Smoothed Analysis.
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Appendix Quellenangaben

Quellenangaben |

¥ Sanjeev Arora und Boaz Barak
Computational Complexity: A Modern Approach.
Cambridge University Press, 2009.
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