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Maximales Flussproblem AT

Gegeben:

m Gerichteter Graph G = (V, E), rev(u — v) :=v — u

m c bR, (OE rev(e) € E Ve € E)
m s, teV

¢: F— R s — t-FluB3:

= () = —glrev(e))

m D) Pplv—=w)=0flralleveV\{s,t}
¢ zulassig: ¢(e) < c(e) furallee € E

Gesucht:
Zulassiges ¢ mit maximalem » | . . &(s — v).
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Parametrische Kilrzeste Wege AT
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Parametrisches Kurzeste-Wege-Problem:

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E), E' C E,¢c: E — R

c(A,e) =c(e) — Afire € E', c(\, e) = c(e) fre & B’

Gesucht: GroBtes A mit G enthalt bzgl. ¢(\, -) keine negativen Kreise.

Geht in Zeit O(nm logn) [Karp, Orlin] bzw. O(n? log n) [Young et al.]

|dee:

m Betrachte kiirzeste-Wege-Baum bzgl. c(\, -) bei bel. Startknoten s.

m erhohe A

B dist(\,v) < dist(A, u) + c(\, u — V)

m Kiritische Stelle bei Gleichheit, © — v kommt in den Baum, er-
setzt v’ — wv.

m Jeder Pivot-Schritt erhoht Anzahl Kanten in £/ auf einem s —wv-Pfad
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~ O(n?) Pivot-Schritte
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Dual-Graphen, gerichtet(!) AT

G = (V, E) gerichtet
Dualgraph: Wie gehabt, (v — v)* kreuzt u — v von links nach rechts!

[Erickson’10]
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Gerichteter Dual-Graph und Gerichtete Schnitte T
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Gerichteter (s, t)-Schnitt:
Kantenmenge C' mit jeder gerichtete
s — t-Pfad enthalt Kante aus C

Dualitat:
Gerichteter (s, t)-Schnitt in G

gerichteter Kreis in G*, der s* und t* trennt.

Kantenmenge C C E Kozykel
=
C™ einfacher gerichter Kreis
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Flisse und Kiirzeste Wege AT
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P beliebiger gerichteter Pfad von s nach t.
Definiere w: . — R, Einheitsflu3 auf P

1 ee€P
m(e) = {—1 rev(e) € P
0O sonst

Fur £/ C E definiere: m(E£') =) . 7(e)

Fir jeden Kozykel C gilt: 7#(C) € {—1,0,1}
m(C)=1 <& (ist(s,t)-Schnitt.
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Betrachte Flu3 von )\ auf P AT
Setze p = A7

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Betrachte Residual-Netzwerk Gy := Gx.4

Das ist G mit residualer Kapazitatsfunktion c(\, e) := c(e) — A - w(e)

Gy: Dual-Graph mit e* hat Kosten c(A, €*) := ¢(A, e).

Lemma

(G besitzt gultigen s — ¢-FluB mit Wert A
&
Gy enthalt keinen negativen Kreis

Liefert parametrisches Klrzeste-Wege-Problem!
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Beweis AT
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Lemma

GG besitzt gultigen s — ¢-FluB mit Wert A
—
Gy enthalt keinen negativen Kreis

vy »
Gy, enthalt Kreis C™.
c(\, C*) = ZGEC c(\, €) = ZGEC’ cle) —A-mw(C) <0
m(C) > 0, also C (s,t)-Schnitt mit Gewicht < .
»
Wahle o € V (G™) beliebig, betrachte Distanzen von o.
Setze ¢(\, e) = dist(\, head(e™)) — dist(\, tail(e™)) + X - w(e).
FluBbedingung: > . oA\, v — W) =>" Am(v = w)=0flirv +s,t.
Kapazitatsbedingung:
FOr e € E qilt: dist(\, head(e™)) < dist(A, tail(e*)) + c(A, e)
Also p(A,e) < A -m(e) + c(, e) = c(e)
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Parametrische Kilrzeste Wege AT
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Lose also spezielles parametrisches Klurzeste-Wege-Problem
Koeffizienten —1,0, 1

Verwalte Kirzeste-Wege-Baum T’ in G} mit Wurzel o.
PlanarMaxFlow(G,c,s,t)

m Berechnet 1
m Verwalte T, wahrend A\ kontinuierlich von 0 bis A\yax lauft.

m Berechnet ¢(Anax, -) aus 1)

max "

Lemma

Amax ISt erster kritischer Wert von )\, dessen Pivot einen
gerichteten Kreis in 1’ erzeugt.
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Laufzeit AT
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Zeige weiter,
m lteration Iasst sich in O(log n) Zeit implementieren mittels top-trees

m Spezielle Struktur = O(n) Pivot-Schritte
~+ Gesamtlaufzeit O(nlogn)

siehe
"Maximum Flows and Parametric Shortest Paths in Planar Graphs”,
Jeff Erickson, SODA’10
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