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Geometrie in Datenbanken QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

In einer Personaldatenbank werden die Mitarbeiter einer Firma
erfasst und u.a. die Attribute Monatseinkommen und
Geburtsjahr gespeichert. Es sollen nun alle Mitarbeiter mit
einem Einkommen zwischen 2000 und 3000 EUR, die zwischen
1960 und 1980 geboren sind gesucht werden.

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Bereichsabfragen



Geometrie in Datenbanken QAT
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In einer Personaldatenbank werden die Mitarbeiter einer Firma
erfasst und u.a. die Attribute Monatseinkommen und
Geburtsjahr gespeichert. Es sollen nun alle Mitarbeiter mit
einem Einkommen zwischen 2000 und 3000 EUR, die zwischen
1960 und 1980 geboren sind gesucht werden.

A

Gehalt °
3000“mfmm;. :
2000+ g. .
~ |
1960 1980 Geburtsjahr

Geometrische Interpretation:
Eintrage sind Punkte in der Gehalt-Geburtsjahr-Ebene und die

Anfrage ist ein achsenparalleles Rechteck.
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Geometrie in Datenbanken QAT
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In einer Personaldatenbank werden die Mitarbeiter einer Firma
erfasst und u.a. die Attribute Monatseinkommen und
Geburtsjahr gespeichert. Es sollen nun alle Mitarbeiter mit
einem Einkommen zwischen 2000 und 3000 EUR, die zwischen
1960 und 1980 geboren sind gesucht werden.

A
Gehalt °
3000___"_"; ..... :
QOOOHMES ..... ................ ;.5 55
be}g 4.7 . e ‘e °
N\ - 4
i i > 1ah
1060 1950 Geburtsjahr

Lasst sich problemlos auf d Dimensionen verallgemeinern.
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.
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Orthogonale Bereichsabfragen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

)
(8) (52)

(5) 15) 33 58)
) (1) @ 1 @ @) B 6)

2][5][7][8]12][15
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

&) Beispiel:
2 2 Suche alle Punkte in [6,50]
(s) (15) (33 (58)

@) (1) (@ b @ @y B (6)
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

L0 Beispiel:
(8) TR Suche alle Punkte in [6,50]
(5) (15) 33) (58)

@) (1) (@ b @ @y B (6)
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

P Beispiel:
ﬁ/ R Suche alle Punkte in [6,50]
(5) (15) 33 (58)

) (1) (M7 eV @) By (67)

21 33)}41)/52]  [67] 193

2] [5][7][8 12h15
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

s . 50 Beispiel:
w5 Suche alle Punkte in [6,50]
(33 (58)

(8)
7
(s)

(15)

6
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

Beispiel:
Suche alle Punkte in [6,50]
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Orthogonale Bereichsabfragen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg: n Punkte im R
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

Beispiel:
Suche alle Punkte in [6,50]
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Orthogonale Bereichsabfragen AT
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Geg: n Punkte im R

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form |aq,b1] X - -+ X |ag, by]

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Datenstruktur fiir den Fall d = 1.

Losung: balancierter bindrer Suchbaum:
» Blatter speichern die Eingabepunkte
= Iinnerer Knoten v speichert Pivotwert x,,

Beispiel:
Suche alle Punkte in [6,50]

Antwort:

Blatter der Teilbaume zwischen
den beiden Suchpfaden, d.h.

{7,8,12,15,17,21,33,41}
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1dRangeQuery AT

FindSplitNode(T', x, ')

v < root(T)

while v kein Blatt und (2’ < z, oder z > z,) do
| if 2’ <=z, then v + Ic(v) else v + rc(v)

return v

1dRangeQuery(T, x, x’)

vsplit <— FindSplitNode(T', z, z’)
if vgpiie Ist Blatt then priife vgp)i
else
v 4 lc(vsplit)
while v kein Blatt do

if + <z, then

| ReportSubtree(rc(v)); v + Ic(v)
else v < rc(v)

priife v
// analog fiir =’ und rc(vepiit)
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1dRangeQuery AT

FindSplitNode(T’, x, ')

v < root(T)

while v kein Blatt und (2’ < x, oder z > z,) do
| if 2’ <=z, then v + Ic(v) else v + rc(v)
return v

1dRangeQuery(T, x, z’)

vsplit <— FindSplitNode(T', z, z’)
if vgpiie Ist Blatt then priife vgp)i
else
v 4 lc(vsplit)
while v kein Blatt do
if + <z, then

| ReportSubtree(rc(v)); v « Ic(v) &)
else v < rc(v)

priife v
// analog fiir =’ und rc(vepiit)
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Analyse von 1dRangeQuery AT

1dRangeQuery(T, x, ')

vsplit <— FindSplitNode(T', z, z’)
if vgpiie Ist Blatt then priife vgp)i
else
v 4 lc(vsplit)
while v kein Blatt do

if + <z, then

| ReportSubtree(rc(v)); v < Ic(v)
else v < rc(v)

priife v
// analog fir z’ und rc(vgpit)

Satz: Eine Menge von n Punkten in R kann in O(nlogn)
Zeit und O(n) Platz so vorverarbeitet werden, dass eine
Bereichsanfrage O(k + logn) Zeit bendtigt, wobei k die
AntwortgrofBe ist.
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Orthogonale Bereichsabfragen fiir d = 2 AUT
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Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]
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Orthogonale Bereichsabfragen fiir d = 2 AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

Ideen zur Verallgemeinerung des 1d Falls?
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Orthogonale Bereichsabfragen fiir d = 2 AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

Ideen zur Verallgemeinerung des 1d Falls?

Losungsansatze:

= ein Suchbaum, der abwechselnd nach z- und y-Koordinaten
trennt — kd-Tree

a ein Suchbaum fir xz-Koordinaten,

mehrere untergeordnete Suchbidume fiir y-Koordinaten
— Range-Tree
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Orthogonale Bereichsabfragen fiir d = 2 AUT
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Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

Ideen zur Verallgemeinerung des 1d Falls?

Losungsansatze:

= ein Suchbaum, der abwechselnd nach z- und y-Koordinaten
trennt — kd-Tree

a ein Suchbaum fir xz-Koordinaten,

mehrere untergeordnete Suchbidume fiir y-Koordinaten
— Range-Tree

voriibergehende Annahme: allgemeine Lage, d.h. keine zwei
Punkte haben gleiche x- oder y-Koordinate
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kd-Trees: Beispiel

p,® . ® P, ®
°
P10
.
° ®,
o Pg
o o
P
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kd-Trees: Beispiel

o o
o e Py
o
P10
Cp2
° ®,
o Pg
P3 °
Pe
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kd-Trees: Beispiel

p,® o ® P, ®
°®
P10
_.r
!/ 2 2
° ®,
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kd-Trees: Beispiel

p,® o ® P, ®
®
P10
/s P2
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o Pe
P3 °
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kd-Trees: Beispiel

o o
Py P ® P9
o
P10
¢/ 2 .52
o
. | Py
lg P1 o
o Pg
P3 °
Pe
ly
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kd-

rees: Beispiel

Us
[ ] o
Py p5. P9
o
P10
52 .52
@ Py /
lg P1 o
o Pg
P3 °
Pe
ly
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kd-Trees: Beispiel

Us
[ ] o
Py p5. P9
o
P10
52 .52
@ Py /
lg P1 o
o Pg
P3 °
Pe
ly
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kd-Trees: Beispiel

(1
Us
[ ] o
Py p5. P9
o
P10
52 .52
@
@ Py /
lg P1 o
o Pg
P3
Pe
€4 66
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kd-Trees: Beispiel
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kd-Trees: Beispiel AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

14
0 ST () |
p4. P5. P9 —
'plo @ @
P
, d W & W
7 .pl P7 63
3 ‘p8
®n, ¢ (¢3) pal[pd]  [ps (&9 pg| [po]  [p1o
Yo Pe
0y ls D1 [p2 pel|[p7
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kd-Trees: Konstruktion &‘(lT

stitute of Technology

BuildKdTree( P, depth)
/
p,® b, P, ®
¢ P10
.,
°
. P, o
o, 8
3 ‘p6
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kd- Trees: Konstruktion QAT
BuildKd Tree(P, depth)

/ if |P| =1 then
|  return Blatt mit dem Punkt in P
. o else

P, e Py

'plo

.,
° ®,
o, Ps
3 'Pa
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kd- Trees: Konstruktion QAT
BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P
else
p,® P, Py ® if depth gerade then

¢ P10

sz

. ®,
®, else

‘p3

®p
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kd-

rees: Konstruktion N4

BuildKdTree(P, depth)
if |P| =1 then

¢ | return Blatt mit dem Punkt in P
else
P, Py ® if depiéh gerade_then
o, teile P vertikal an
) 0 C:x = Lmedian( P In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
o, ®. . und P, = P\ P
o Pg else
P3
®p

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Bereichsabfragen



kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)
if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P

else

Pg if depth gerade then
® teile P vertikal an

b:x = Lmedian(P) In

P; (Punkte links von oder auf ¢)
[ ] Py und P2 = P \ P1

Pg else
P3 teile P horizontal an

by = Ymedian(P) in

P; (Punkte unter oder auf ¢)
und PQ = P \ P1

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Bereichsabfragen



kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P

else
p,® P, Py ® if depth gerade then
o, teile P vertikal an
) 0 b= Lmedian(P) In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
. ®, und P, = P\ P;
! . else
‘P3 ° teile P horizontal an
Ps by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
B und PQ = P \ P1

Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)
Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)
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kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P

else
p,® P, Py ® if depth gerade then
o, teile P vertikal an
) 0 C:x = Lmedian(P) In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
. ®, und P, = P\ P;
! . else
‘P3 ° teile P horizontal an
Ps by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
B und PQ = P \ P1

Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)

/.\ . Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)
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kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P

else
p,® P, Py ® if depth gerade then
o, teile P vertikal an
) 0 C:x = Lmedian(P) In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
. ®, und P, = P\ P;
! . else
‘P3 ° teile P horizontal an
Ps by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
B und PQ = P \ P1

Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)

Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)
erzeuge Knoten v, der ¢ speichert
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kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P

else
p,® P, Py ® if depth gerade then
o, teile P vertikal an
) 0 C:x = Lmedian(P) In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
. ®. und P, = P\ Py
! ®, else
‘P3 ° teile P horizontal an
Ps by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
7 B und PQ = P \ P1
@ Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)
Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)
erzeuge Knoten v, der £ speichert
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kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P
else
0 Pg if depth gerade then
> ® teile P vertikal an
o b= Lmedian(P) In
P; (Punkte links von oder auf ¢)
Py und PQ = P \ P1
®, else
P3 ° teile P horizontal an
by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
und PQ = P \ P1

@ Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)
Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)

erzeuge Knoten v, der £ speichert
setze vierr und Vyight als Kinder von v
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kd-Trees: Konstruktion AT

BuildKdTree(P, depth)

/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P

else
p,® P, Py ® if depth gerade then
o, teile P vertikal an
o 0 C:x = Lmedian(P) In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
. ®. und P, = P\ Py
! . else
‘P3 ° teile P horizontal an
Ps by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
7 B und PQ = P \ P1
@ Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)
Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)
@ @ erzeuge Knoten v, der £ speichert
setze vierr und Vyight als Kinder von v
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kd-

rees: Konstruktion A\‘(IT
BuildKdTree( P, depth)
/ if |P| =1 then
| return Blatt mit dem Punkt in P
else
P, Py ® if depth gerade then
o, teile P vertikal an
o 0 l:x = Lmedian(P) In
P2 P; (Punkte links von oder auf ¢)
®. und P, = P\ Py
®, else
‘P3 ° teile P horizontal an
Ps by = Ymedian(P) in
P; (Punkte unter oder auf ¢)
7 B und PQ = P \ P1
@ Vleft <— BuildKdTree( Py, depth + 1)
Vright <— BuildKdTree( P2, depth + 1)
@ @ erzeuge Knoten v, der £ speichert
setze vjerr uNd vyight als Kinder von v
| return v
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Analyse Konstruktion kd-Trees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Ein kd-Tree fiir n Punkte in R? kann in O(nlogn)
Zeit konstruiert werden und benoétigt O(n) Platz.

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Bereichsabfragen



Analyse Konstruktion kd-

rees QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Ein kd-Tree fiir n Punkte in R? kann in O(nlogn)
Zeit konstruiert werden und benoétigt O(n) Platz.

Beweisskizze:
= Median bestimmen:

initial zwei sortierte Listen nach - und y-Koordinaten
dann in jedem Schritt Median suchen und Listen aufteilen
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Analyse Konstruktion kd-Trees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Ein kd-Tree fiir n Punkte in R? kann in O(nlogn)
Zeit konstruiert werden und benoétigt O(n) Platz.

Beweisskizze:

a Median bestimmen:
initial zwei sortierte Listen nach - und y-Koordinaten

dann in jedem Schritt Median suchen und Listen aufteilen

= damit folgende Laufzeit-Rekurrenz:
(O(l) falls n =1
O(n)+ 2T (|n/2]) sonst

\

T(n) = <
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Analyse Konstruktion kd-Trees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Ein kd-Tree fiir n Punkte in R? kann in O(nlogn)
Zeit konstruiert werden und benoétigt O(n) Platz.

Beweisskizze:

a Median bestimmen:
initial zwei sortierte Listen nach - und y-Koordinaten
dann in jedem Schritt Median suchen und Listen aufteilen

= damit folgende Laufzeit-Rekurrenz:

(O(l) falls n =1

T(n) =

\

O(n)+ 2T (|n/2]) sonst

= wird gelést zu T'(n) = O(nlogn) (analog MergeSort 0.3.)
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Analyse Konstruktion kd-Trees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Ein kd-Tree fiir n Punkte in R? kann in O(nlogn)
Zeit konstruiert werden und benoétigt O(n) Platz.

Beweisskizze:

a Median bestimmen:
initial zwei sortierte Listen nach - und y-Koordinaten
dann in jedem Schritt Median suchen und Listen aufteilen

= damit folgende Laufzeit-Rekurrenz:

(O(l) falls n =1
O(n)+ 2T (|n/2]) sonst

\

= wird gelost zu T'(n) = O(nlogn) (analog MergeSort 0.3.)

a Platzbedarf linear da Binarbaum mit n Blattern

T(n) = <
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

P4 D5l P12¢
4

P2 PS8

2
— P10,
P1 o4 p? °
D . J

e P13

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P °l e else
p3 T Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Py | pi2f SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v aufp € R
1|, e P °l e else
p3 T Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Bereichsabfragen



Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v aufp € R
1|, e P °l e else
p3 T Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P °l e else
p3 T Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P °l e else
p3 T Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Py | p1of SearchKdTree(v, R)
. ° P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P °l e else
p3 pg] S if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P °l e else
p3 pg] S if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P | e else
p3 pg] Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
1|, e P °l e else
p3 Dg] Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
p1 | .| I P9 °l else
p3 Do) Pit if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
p1 | s P9 °l o else
p3 Dg] P if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Py | p1of SearchKdTree(v, R)
. ° P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
p1 | s P9 °l else
p3 Dg] Pl if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. e P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
p1 | s P9 °l else
p3 Dg] Pl if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Bereichsabfrage in einem kd-Tree QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

pyy | p1of SearchKdTree(v, R)
. ° P13 if v Blatt then
P2 p§p10 ‘ priife Punkt pin v auf p € R
p1 | s P9 °l else
p3 Dg] Pl if region(lc(v)) C R then
ReportSubtree(lc(v))
else

if region(lc(v)) NR # () then
 SearchKdTree(lc(v), R)
if region(rc(v)) C R then
ReportSubtree(rc(v))

else
if region(rc(v)) NR # () then
. SearchKdTree(rc(v), R)

p7|P8|(P9|P10
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Analyse Abfrage kd-Tree AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Eine Bereichsabfrage mit einem achsenparallelen
Rechteck R in einem kd-Tree fiir n Punkte bendstigt
O(y/n + k) Zeit, wobei k die AntwortgroBe ist.
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Analyse Abfrage kd-Tree AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Eine Bereichsabfrage mit einem achsenparallelen
Rechteck R in einem kd-Tree fiir n Punkte bendstigt
O(y/n + k) Zeit, wobei k die AntwortgroBe ist.

Beweisskizze:
= Aufrufe von ReportSubtree bendtigen insgesamt O(k) Zeit
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Analyse Abfrage kd-Tree AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma: Eine Bereichsabfrage mit einem achsenparallelen
Rechteck R in einem kd-Tree fiir n Punkte bendstigt
O(y/n + k) Zeit, wobei k die AntwortgroBe ist.

Beweisskizze:

= Aufrufe von ReportSubtree bendtigen insgesamt O(k) Zeit

» fehlt noch:

Anzahl der tbrigen besuchten Knoten abschatzen
— Ubungsblatt
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Orthogonale Bereichsabfragen fiir d = 2 AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

Ideen zur Verallgemeinerung des 1d Falls?

Losungsansatze:

= ein Suchbaum, der abwechselnd nach z- und y-Koordinaten
trennt — kd-Tree \/

a ein Suchbaum fir xz-Koordinaten,

mehrere untergeordnete Suchbidume fiir y-Koordinaten
— Range-Tree

voriibergehende Annahme: allgemeine Lage, d.h. keine zwei
Punkte haben gleiche x- oder y-Koordinate
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Range Trees AT

stitute of Technology

Idee: Nutze eindimensionale binare Suchbaume auf zwei
Ebenen:
= ein 1d Suchbaum T, bzgl. z-Koordinaten
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Range Trees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Nutze eindimensionale binare Suchbaume auf zwei
Ebenen:
= ein 1d Suchbaum T, bzgl. z-Koordinaten

= in jedem Knoten v von T} einen 1d Suchbaum
T, (v) zum Speichern der kanonischen Blattmenge
P(v) bzgl. y-Koordinaten
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Range Trees AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Nutze eindimensionale binare Suchbaume auf zwei
Ebenen:
= ein 1d Suchbaum T, bzgl. z-Koordinaten

= in jedem Knoten v von T} einen 1d Suchbaum
T, (v) zum Speichern der kanonischen Blattmenge
P(v) bzgl. y-Koordinaten

= bestimme Losungsmenge durch x-Abfrage in T}, und
anschlieBender y-Abfrage in den Hilfsstrukturen T,

der Teilbaume in T},
Ty

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Bereichsabfragen



Range Trees: Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

BuildRangeTree(P)

if |P| =1 then
‘ erzeuge Blatt v fiir den Punkt in P
else

teile P an Tmedian iN P1 = {p € P | px < Tmediant und P, = P\ P,
Vieft < BuildRangeTree( ;)

Uright <— BuildRangeTree( )

erzeuge Knoten v mit Pivot Zmedian Und Kindern viese und vyight

T}, (v) <= bindrer Suchbaum fiir P bzgl. y-Koordinaten
return v
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Range Trees: Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

BuildRangeTree(P)

if |P| =1 then
‘ erzeuge Blatt v fiir den Punkt in P
else

teile P an Tmedian iN P1 = {p € P | px < Tmediant und P, = P\ P,
Vieft < BuildRangeTree( ;)

Uright <— BuildRangeTree( )

erzeuge Knoten v mit Pivot Zmedian Und Kindern viese und vyight

T}, (v) <= bindrer Suchbaum fiir P bzgl. y-Koordinaten
return v

Aufgabe: Wieviel Speicher und Laufzeit benotigt BuildRangeTree?
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Range Trees: Konstruktion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

BuildRangeTree(P)

if |P| =1 then
‘ erzeuge Blatt v fiir den Punkt in P
else

teile P an Tmedian iN P1 = {p € P | px < Tmediant und P, = P\ P,
Vieft < BuildRangeTree( ;)

Uright <— BuildRangeTree( )

erzeuge Knoten v mit Pivot Zmedian Und Kindern viese und vyight

T}, (v) <= bindrer Suchbaum fiir P bzgl. y-Koordinaten
return v

Aufgabe: Wieviel Speicher und Laufzeit benotigt BuildRangeTree?

Lemma: Ein Range Tree fiir n Punkte in R? bendtigt
O(nlogn) Platz und kann in O(nlogn) Zeit
konstruiert werden.
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Bereichsabfrage in einem Range

Erinnerung:
1dRangeQuery(T, x, x’)

vsplit <— FindSplitNode(T', z, z’)

if vgpiie Ist Blatt then priife vgp)ie

else

UV < |C(Usplit)

while v kein Blatt do

if £ <z, then
ReportSubtree(rc(v))
v < lc(v)

else v+ rc(v)

priife v
// analog fir z’ und rc(vgpit)

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie
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Bereichsabfragen



Bereichsabfrage in einem Range Tree AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Erinnerung:

1dRangeQuerytr;T,;r ) 2dRangeQuery(T, [z, 2'] X |y,y'])
vsplit <— FindSplitNode(T', z, z’)
if vgpiie Ist Blatt then priife vgp)ie
else
UV < IC(UspIit)
while v kein Blatt do
if £ <z, then
RepertSubtree(rc(v)) 1dRangeQuery(T),(rc(v)), v, y')
v < lc(v)
else v+ rc(v)

priife v
// analog fir z’ und rc(vgpit)
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Bereichsabfrage in einem Range Tree AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Erinnerung:

1dRangeQuerytr;T,;r ) 2dRangeQuery(T, [z, 2'] X |y,y'])
vsplit <— FindSplitNode(T', z, z’)
if vgpiie Ist Blatt then priife vgp)ie
else
UV < IC(UspIit)
while v kein Blatt do
if £ <z, then
RepertSubtree(rc(v)) 1dRangeQuery(T),(rc(v)), v, y')
v < lc(v)
else v+ rc(v)

priife v
// analog fir z’ und rc(vgpit)

Lemma: Eine Bereichsabfrage in einem Range Tree benétigt
O(log® n + k) Zeit, wobei k die AntwortgroBe ist.
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen

Beispiel: zwei Mengen B C A C R in sortierten Arrays

Al 3/10/19[23/30|37/59|62|70| 80100105

B 10 19 | 30 | 62 | 70 | 80 100
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen

Beispiel: zwei Mengen B C A C R in sortierten Arrays

A | 310|190 kM 30|37 59|62 70| 80 | 100 | 105

B 10 1962 70 | 80 100

Suchintervall [20,65]
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen

Beispiel: zwei Mengen B C A C R in sortierten Arrays

Al 3|10|19 XN 30 | 37 59|62 70 | 80 | 100 | 105

Geht es besser als zwei binare Suchen?

B 10 1962 70 | 80 100

Suchintervall [20,65]
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen

Beispiel: zwei Mengen B C A C R in sortierten Arrays

Al 3/10/19[23/30|37/59|62|70| 80100105

RS-

B 10 19 | 30 | 62 | 70 | 80 100
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen

Beispiel: zwei Mengen B C A C R in sortierten Arrays

A 3 11019 30 | 37 | 59 | 62 | 70 | 80 | 100 | 105
verkniipfe
JL a € A mit
—  kleinstem
b>ain B
19

B 10 30 | 62 | 70 | 80 100

Suchintervall [20,65]
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Bereichsabfrage in Range Tree fiihrt O(logn) 1d
Abfragen in jeweils O(logn + k,) Zeit durch.
Das Abfrageintervall |y, '] ist immer gleich!

Idee: Nutze diese Eigenschaft aus um 1d-Abfragen auf
O(1 + k,) Zeit zu beschleunigen

Beispiel: zwei Mengen B C A C R in sortierten Arrays

Al 3]10]19 30 | 37 |59 | 62 | 70 | 80 | 100 | 105
verkniipfe
laEAmh
—  kleinstem
b>ain B
Bl 10 | 19 62 | 70 | 80 | 100

Suchintervall [20,65] goir;]ter. “eOfe(rlt) Szta.rttpunkt fir zweite
uche In el
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

= In Range Trees gilt fiir die kanonischen Blattmengen P(lc(v)) C P(v)
und P(rc(v)) C P(v).

O (52)
(5) 15) 33 58)
2) (1) @ 17 @ 6 B &)

8]
(2,19) (7.10) (12,3) (17.62) (21.49) (41.95) (58.59) (93.70)
(5,80) (8.37) (15,99) (33,30) (52,23) (67.89)
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

= In Range Trees gilt fiir die kanonischen Blattmengen P(lc(v)) C P(v)
und P(rc(v)) C P(v).

= definiere fiir jedes Array-Element A(v)[i] zwei entsprechende Pointer
in die Arrays A(lc(v)) und A(rc(v))
— Layered Range Tree

T, 17) ’3.5,'%0'1?'?3‘?O'?”“?"?g‘?”??'?"'?9‘?5'99‘
Wy
(8 152 ’3&‘;'10'1?'?7‘?2'?0'9?‘ 231301 49]50] 70 89 ] 05|

O

R

G () @ B @) @ E @) [ 1\f§7
10
Ty

123[30[49]95] 15'9|7'o|a?9\

R v

2][5][7][8][12/[15] 19
(2,19) (7.10) (12,3) (17.62) (21.49) (41.95) (58.59) (93.70)
(5,80) (8.37) (15,99) (33,30) (52,23) (67.89)
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

= In Range Trees gilt fiir die kanonischen Blattmengen P(lc(v)) C P(v)
und P(rc(v)) C P(v).

= definiere fiir jedes Array-Element A(v)[i] zwei entsprechende Pointer
in die Arrays A(lc(v)) und A(rc(v))
— Layered Range Tree

= im Splitknoten eine bindre Suche in O(logn) Zeit,
danach in Kindern in O(1) Zeit die Pointer mitverfolgen

T, & R L e e
B g AIPGSETCTs Tl

O

R

G () @ B @) @ E @) [ 1\f§7
10
Ty

123[30[49]95] 15'9|7'o|a?9\

R v

2][5][7][8][12/[15] 19
(2,19) (7.10) (12,3) (17.62) (21.49) (41.95) (58.59) (93.70)
(5,80) (8.37) (15,99) (33,30) (52,23) (67.89)
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Beschleunigung durch Fractional Cascading ~ A\CUT

= In Range Trees gilt fiir die kanonischen Blattmengen P(lc(v)) C P(v)
und P(rc(v)) C P(v).

= definiere fiir jedes Array-Element A(v)[i] zwei entsprechende Pointer
in die Arrays A(lc(v)) und A(rc(v))
— Layered Range Tree

= im Splitknoten eine bindre Suche in O(logn) Zeit,
danach in Kindern in O(1) Zeit die Pointer mitverfolgen

Satz: Ein Layered Range Tree fiir n Punkte im R? I&sst sich in
O(nlogn) Zeit und Platz konstruieren. Bereichsabfragen
bendtigen O(logn + k) Zeit, wobei k die AntwortgroBe ist.
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

p = (D, Py)
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

p = (Pz,py) = D= ((p2|Py), (Py|P2))
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

((px ‘py)7 (py’pm)) _\

eindeutige Koord.

p= (Pz,py) = D
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

P = (Pz:py) = D= ((Palpy), Pylpz)) —

Rechteck R = [z, 2] X [y, '] eindeutige Koord.
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

P = (Pz:py) = D= ((Palpy), Pylpz)) —

Rechteck R = [z, 2] X [y, '] eindeutige Koord.

'
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

P = (Pz:py) = D= ((Palpy), Pylpz)) —

Rechteck R = [z, 2] X [y, '] eindeutige Koord.

'

R = [(z| = 00), (/| + 00)] x [(y] = 00), (/| + o0)]
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

P = (Pz:py) = D= ((Palpy), Pylpz)) —

Rechteck R = [z, 2] X [y, '] eindeutige Koord.

'

R = [(z| = 00), (/| + 00)] x [(y] = 00), (/| + o0)]

Zeige:
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Beliebige Punktmengen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: Punkte in allgemeiner Lage, d.h. keine zwei Punkte
mit gleicher x- oder y-Koordinate

Idee: benutze statt R Zahlenpaare (a|b) mit lexikographischer
Ordnung

P = (Pz:py) = D= ((Palpy), Pylpz)) —

Rechteck R = [z, 2] X [y, '] eindeutige Koord.

'

R = [(z| = 00), (/| + 00)] x [(y] = 00), (/| + o0)]

Zeige: p € R @136}?
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/usammenfassung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

— haben zwel Alternativen gesehen

kd-Tree Range-Tree

Aufbau

Speicherplatz

Anfragezeit
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/usammenfassung

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

— haben zwel Alternativen gesehen

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

kd-Tree Range-Tree
Aufbau | O(nlogn) O(nlogn)
Speicherplatz | O(n) O(nlogn)

Anfragezeit | O(y/n + k) O(log” n + k)
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/usammenfassung

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

— haben zwel Alternativen gesehen

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

kd-Tree Range-Tree
Aufbau | O(nlogn) O(nlogn)
Speicherplatz | O(n) O(nlogn)

Anfragezeit | O(y/n + k) O(log™n + k)

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie

Bereichsabfragen



/usammenfassung

Geg: Menge P von n Punkten in R?

Ziel: Datenstruktur zur effizienten Beantwortung von
Bereichsabfragen der Form R = |z, 2’| X |y, /]

— haben zwel Alternativen gesehen

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

kd-Tree Range-Tree
Aufbau | O(nlogn) O(nlogn)
Speicherplatz n) O(nlogn)
NCERS

Anfragezeit

O(
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Diskussion AT

Karlsruhe Institute of Technology

Wie lassen sich die Datenstrukturen auf den d-dimensionalen Fall
verallgemeinern?
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Diskussion AT

e Institute of Technology

Wie lassen sich die Datenstrukturen auf den d-dimensionalen Fall
verallgemeinern?

» kd-Trees funktionieren ganz analog und trennen die Punkte
alternierend in den d Koordinaten. Speicherplatz bleibt O(n),
Konstruktion O(nlogn) und Abfragezeit ist O(n' =1/ + k).
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Diskussion T

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie lassen sich die Datenstrukturen auf den d-dimensionalen Fall
verallgemeinern?

» kd-Trees funktionieren ganz analog und trennen die Punkte
alternierend in den d Koordinaten. Speicherplatz bleibt O(n),
Konstruktion O(nlogn) und Abfragezeit ist O(n'~1/¢ + k).

= Range Trees lassen sich ebenfalls rekursiv aufbauen: Die Hilfsstruktur
im Suchbaum der ersten Koordinate ist ein (d — 1)-dimensionaler
Range Tree. Damit wachsen Speicherbedarf und Konstruktionszeit auf
O(nlog? ' n); eine Abfrage benétigt O(log® n + k) Zeit, mit
Fractional Cascading O(log® ' n + k).
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Diskussion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie lassen sich die Datenstrukturen auf den d-dimensionalen Fall
verallgemeinern?

» kd-Trees funktionieren ganz analog und trennen die Punkte
alternierend in den d Koordinaten. Speicherplatz bleibt O(n),
Konstruktion O(nlogn) und Abfragezeit ist O(n' =1/ + k).

= Range Trees lassen sich ebenfalls rekursiv aufbauen: Die Hilfsstruktur
im Suchbaum der ersten Koordinate ist ein (d — 1)-dimensionaler
Range Tree. Damit wachsen Speicherbedarf und Konstruktionszeit auf
O(nlog? ' n); eine Abfrage benétigt O(log® n + k) Zeit, mit
Fractional Cascading O(log® ' n + k).

Lassen sich auch Abfragen fiir andere Objekte (z.B. Polygone) mit
den Datenstrukturen beantworten?
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Diskussion AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Wie lassen sich die Datenstrukturen auf den d-dimensionalen Fall
verallgemeinern?

» kd-Trees funktionieren ganz analog und trennen die Punkte
alternierend in den d Koordinaten. Speicherplatz bleibt O(n),
Konstruktion O(nlogn) und Abfragezeit ist O(n'~1/¢ + k).

= Range Trees lassen sich ebenfalls rekursiv aufbauen: Die Hilfsstruktur
im Suchbaum der ersten Koordinate ist ein (d — 1)-dimensionaler
Range Tree. Damit wachsen Speicherbedarf und Konstruktionszeit auf
O(nlog? ' n); eine Abfrage benétigt O(log® n + k) Zeit, mit
Fractional Cascading O(log® ' n + k).

Lassen sich auch Abfragen fiir andere Objekte (z.B. Polygone) mit
den Datenstrukturen beantworten?

Ja, das geht durch eine geeignete Transformation von Polygonen in
Punkte in einem 4d-Raum (s. Ubung) bzw. mit Windowing Queries
(kommt evtl. in spaterer Vorlesung).
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