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Gewinnmaximierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Sie sind Chef einer Firma, die aus drei Rohstoffen Ry, R5 und R3 zweli
Produkte P; und P> herstellt. Produzieren Sie x; Einheiten P; und 2o
Einheiten P>, so betragt lhr Gewinn in €

G($1,$2) = 300%1 + 500(132

Um eine Charge der Produkte herzustellen werden jeweils folgende
Mengen an Rohstoffen benotigt:

Pll 4R1 —|_R2
Py: 11R; + Ry + Rs3

und in lhrem Lager befinden sich 880R;, 150Rs und 60R3. Damit gilt:

Ryi: 4z + 1lzg < 830
R23 Tr1 + To < 150
Rg: i) S 60

Welche Wahl von (1, x2) maximiert lhren Gewinn?
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Lésung Lineare Beschrankungen:
To Ry: 4x1 + 11z < 880
A Ro: 1+ a9 <150 Az <b
Rgi i) S 60
i) 2 0
Lineare Zielfunktion: maximiere clz

G(Clﬁl,.fliz) = 300$1 -+ 500$2
= (300,500) (1)

L1
L2

G(110, 40) = 53.000

— maximaler Wert der Ziel-

oo, funktion unter Beschrank.
e |= max{cTx | Az < b,z >0}

1+ —r—>

50 100 150 200 X1

,Iso-Gewinn-Line" (orthogonal zu ()
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Lineares Programmieren QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Definition: Eine Menge linearer Nebenbedingungen H mit
einer linearen Zielfunktion ¢ in R? bilden ein
lineares Programm (LP):

maximiere ci1x1 + Coxo + -+ cqgxy

unter den NB a1,1T1 + -+ a1, 4Ty < b \
a2 121+ -+ azqrqg < b
» H
Un 11+ +apnarqg < by

= H entspricht einer Menge von Halbebenen in R?.

m Gesucht ist ein Punkt x € ﬂheH h, der ¢z maximiert,
also max{cltx | Az < b,z > 0}.

= LP ist ein zentrales Optimierungsverfahren im Operations
Research.
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Algorithmen fiir LPs AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Viele Algorithmen zum Losen von LPs in der Praxis existieren:

= Simplex-Algorithmus [Dantzig, 1947]
= Ellipsoid-Methode [Khatchiyan, 1979]
= Innere-Punkt-Methode [Karmarkar, 1979

Funktionieren gut, besonders fiir groBe Werte von n (Anzahl
Nebenbedingungen) und d (Anzahl Variablen).

Heute: Spezialfall d =2

Moglichkeiten fiir den Losungsraum
() H beschrankt

NH =10 () H unbeschrankt  Ldsung nicht eindeutige
unlosbar in Richtung c eindeutig Losung
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Erste Variante AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Berechne den zuldssigen Bereich () H und suche nach
der Ecke p, die ¢!'p maximiert.

= Halbebenen sind konvex
a Versuche einfachen Divide-and-Conquer Algorithmus

IntersectHalfplanes(H)

if |[H| =1 then
| '+ H
else

(H1, Hs) < SplitInHalves(H )
C'7 < IntersectHalfplanes(H)
C'5 < IntersectHalfplanes(Hs)
C' < IntersectConvexRegions(C, C5)

return C
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Schnitt konvexer Regionen QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Methode IntersectConvexRegions(C7, C5) kann mit Sweep-Line
Verfahren implementiert werden:

= betrachte jeweils linke und rechte Grenze von C7 und Cs

= bewege sweep line £ von oben nach unten und speichere die
< 4 schneidenden Kanten

= Knoten in C7 U C5 definieren Events, Behandlung je nach
Typ der beginnenden Kante in O(1) Zeit

Cy C2 Satz 1:

Der Schnitt zweier konvexer
Polygone mit nqy +no =n
Knoten kann in O(n) Zeit
perechnet werden.
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Laufzeit von IntersectHalfplanes(H) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

IntersectHalfplanes(H)

if |[H| =1 then
| C <+ H
else
(H1, Hs) < SplitInHalves(H )
(1 < IntersectHalfplanes(H; )
C'5 < IntersectHalfplanes(Hs)

C' < IntersectConvexRegions(C, C5)
return C

Aufgabe: Welche Laufzeit hat IntersectHalfplanes(H)?

Rekurrenzgleichung

(0(1) falls m =1 | Master Theorem =

T'(n) = :
() <\O(n) +2T(n/2) fallsn>1 | Laufzeit O(nlogn)
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Laufzeit von IntersectHalfplanes( H) QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

IntersectHalfplanes(H)
_:f | L1l 1 +bhe
= zuladssiger Bereich (| H lasst sich in O(nlogn) Zeit

oerechnen

= () H hat Komplexitat O(n)

= Knoten p der ¢!'p maximiert kann in O(nlogn) Zeit
gefunden werden

Geht es besser?

Aufgabe: Welche Laufzeit hat IntersectHalfplanes(H)?

Rekurrenzgleichung

(O(l) falls m =1 | Master Theorem =

T'(n) = :
() <\O(n) +2T(n/2) fallsn>1 | Laufzeit O(nlogn)
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Beschrankte LPs QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Statt gesamtes zulassiges Polygon zu berechnen suche
inkrementell nach optimaler Ecke.

Invariante: aktuell beste Losung ist eindeutige Ecke des

/zuléssigen aktuellen Polygons \

Wie kann man unbeschrankte Gibt es mehrere Optima, wahle
zulassige Gebiete umgehen? lexikographisch kleinsten Punkt!

Fiir einen ausreichend groBen Wert M definiere Halbebenen

—x < M sonst

x < M falls ¢, > 0 y< M falls ¢, > 0
—y < M sonst

A mq

Ac |

Dr. Martin Nollenburg - Vorlesung Algorithmische Geometrie Lineares Programmieren

ma




Beschrankte LPs QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: Statt gesamtes zulassiges Polygon zu berechnen suche
inkrementell nach optimaler Ecke.

Invariante: aktuell beste Losung ist eindeutige Ecke des

/zul'aissigen aktuellen Polygons \

Wie kann man unbeschrankte Gibt es mehrere Optima, wahle
zulassige Gebiete umgehen? lexikographisch kleinsten Punkt!

Fiir einen ausreichend groBen Wert M definiere Halbebenen

r< M falls ¢, > 0 y < M falls ¢, > 0
mi = mo =
—x < M sonst —y < M sonst

Fiir ein LP (H,c) mit H ={h1,...,hn}, c=(cs,¢y),
zulassigem Polygon C' und 1 <7 < n definiere

H; = {mi,mo,hq,....h;}, Ci=miNmaNhyN---Nh

Lineares Programmieren
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Eigenschaften QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

= jede Region C; hat eine eindeutige optimale Ecke v;
= es gilt die Inklusionsbeziehung Co 2 C; 2 --- D C,, =C

Wie andert sich die optimale Ecke v;_1 wenn man h;
hinzufligt?

Lemma 1: Fiir 1 < i < n und Grenzgerade ¢; von h; gilt:
(I) Falls v;_1 € h; gilt v; = v,_1,
(ii) sonst ist entweder C; = () oder v; € /;.

hs

U4
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Eindimensionales LP QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Im Fall (ii) von Lemma 1 suchen wir den besten Punkt auf der
Strecke ¢; N C;_1:

m parametrisiere £; : y = ax + b

a definiere neue Zielfunktion fg(x) = ¢! (a;:ub)

o fiir j <i—1sei 0,(¢;,¢;) x-Koordinate von ¢; N ¥;

Damit ergibt sich folgendes eindimensionales LP:

maximiere  f(x) = czx + ¢, (ax + 1)

mit NB = < 0,(¢;,¢;) falls ¢; N h; nach rechts beschr.
r > o0.{;,0;) falls ;N h; nach links beschr.

Lemma 2: Ein eindimensionales LP kann in linearer Zeit gelost
werden, d.h. in Fall (ii) kann man in O(i) Zeit die
neue Ecke v; bestimmen, bzw. C; = () feststellen.
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Inkrementeller Algorithmus QAT

2dBoundedLP(H.c.m1.m :
(H,c,m1,mz) worst-case Laufzeit:

Co < m1 N mo T(n) = Z?:l O(i) = O(n?)
vo < eindeutige Ecke von Cj
for : < 1 to n do

if v;_1 € h; then

| v v O(1)
else
v; < 1dBoundedLP(o(H;_1), f?)
if v; = nil then O(z)
| return unlosbar

return v,

Lemma 3: Algorithmus 2dBoundedLP benétigt ©(n?) Laufzeit
um ein LP mit n Nebenbed. und 2 Variablen zu |osen.
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Gibt es einen Ausweg? QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Nicht die Halbebenen H sind problematisch fiir die
Laufzeit, sondern die Reihenfolge der Abarbeitung.
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Randomisierter Inkrementeller Algorithmus QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

2dRandomizedBoundedLP(H, ¢, m1, ms)

C() — m1 M Mmo
vo < eindeutige Ecke von (|
H <+ RandomPermutation(H)
for : < 1 to n do
if v,_1 € h; then
| v < Vi
else
Vi < 1dBoundedLP(a(H7;_1), fé’)
if v; = nil then
| return unlosbar

return v,
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/ufallspermutation AT

RandomPermutation(A)

Input: Array A[l...n]
Output: Array A, zufillig gleichverteilt permutiert

for k < n to 2 do
» ¢ Random(k) ————— Zufallszahl zw. 1 und
tausche A|r] und Alk]

Beob.: Die Laufzeit von 2dRandomizedBoundedLP hangt
jetzt von der zufaligen Permutation ab. Betrachte
daher die erwartete Laufzeit.

Satz 2: Ein beschranktes zweidimensionales LP mit n
Halbebenen kann in erwartet O(n) Laufzeit gelost
werden.
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Unbeschrankte LPs QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Bisher: kiinstliche Beschrankung von C' durch m; und mo

Jetzt: erkenne und behandle unbeschrankte LPs

C
}/< N H unbeschrénkt in Richtung ¢

Def.: Ein LP (H,c) heiBt unbeschrankt, wenn es einen
Strahl p={p+ AXd | A >0} in C = () H gibt, so dass
die Zielfunktion f. beliebig groBe Werte entlang p
annimmt.

Es muss gelten:
& <d, C> > ()
= (d,n(h)) > 0 fiir alle h € H wobei n(h) Normalenvektor
auf zulassiger Seite von h ist
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Charakterisierung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Lemma 4: Ein LP (H, ¢) ist unbeschrankt genau dann wenn es
ein d € R? gibt mit
& <d, C> > ()
= (d,n(h)) >0 fiir alle h € H
» LP (H',c) mit H ={h € H | {(d,n(h)) =0} ist
|osbar.
Teste Unbeschranktheit durch eindimensionales LP:

Schritt 1:
= rotiere Koordinatensystem bis ¢ = (0, 1)

= normalisiere Vektor d mit (d,c) >0 zu d = (d,, 1)
= fiir Normalenvektor n(h) = (n,,n,) gilt

(d,n(h)) = danz +mny =0
a priife dieses 1d-LP auf Losbarkeit
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est auf Unbeschrinktheit AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Schritt 2: Falls es in Schritt 1 eine zuldssige Losung d gibt
» betrachte H' ={h € H | d}n.(h) +ny(h) =0}
= Normalen von H’ sind orthogonal zu d = (d,, 1) =
Halbebenen in H' sind parallel zu d
= schneide Grenzgeraden in H' mit x-Achse — 1d-LP

Wenn beide Schritte eine Losung liefern ist (H, ¢) unbeschrankt
und wir konnen einen Strahl p als Zeugen angeben.

Wenn LP in Schritt 2 unlosbar ist, dann ist insbesondere auch
(H,c) unlosbar.

Wenn LP in Schritt 1 unl6sbar ist, ist (H, ¢) nach Lemma 4
beschrankt.
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Zeugen fiir Beschranktheit AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Beob.: Auch wenn LP aus Schritt 1 unlosbar ist, lassen sich
die Informationen weiterverwenden!

4—<<?

Lright Lleft

A4
A4
/N
/N

1d-LP unldsbar < zuldssiges Intervall [Zieft, Zright] = 0

= dann ist schon ({h1, ho},c) beschrankt (hy und ho
Halbebenen zu xjefe und yight)

= hq und hsy sind Zeugen fiir die Beschranktheit

s verwende hqy und ho in 2dRandomizedBoundedLP statt m4
und meo
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Algorithmus AT

2dRandomizedLP(H, c¢)

37 Vektor d mit (d,c) > 0 und (d,n(h)) > 0 fiir alle h € H
if d existiert then

H' «{h € H | {d,n(h)) =0}

if H' |losbar then

return (Strahl p, unbeschrinkt)

else

return unlosbar

else
(h1, ho) < Zeugen fiir Beschranktheit von (H, c¢)

E — H \ {hl, hg}
return 2dRandomizedBoundedLP(H, c, hi, hs)

Satz 3: Ein zweidimensionales LP mit n Halbebenen kann in
erwartet O(n) Zeit gelost werden.
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Diskussion AT

stitute of Technology

Lasst sich der zweidimensionale Algorithmus auch auf mehr
Dimensionen verallgemeinern?

Jal So wie wir ein zweidimensionales LP inkrementell durch
Randomisierung und Zuriickfiihren auf eindimensionale LPs gelost haben,
kann man d-dimensionale LPs randomisiert inkrementell und durch Losen
von (d — 1)-dimensionalen LPs Idsen. Die erwartete Laufzeit betragt
O(c?d!'n) fiir eine Konstante ¢, der Algorithmus ist also nur fiir kleine d
sinnvoll.

Sind die Zertifikate bei Unlosbarkeit auch sonst nutzlich?

Sogenannte zertifizierende Algorithmen liefern nicht nur die Losung,
sondern auch einen Beleg zur einfachen Uberpriifung der Losung. In
unserem Fall bei Unbeschranktheit den Strahl p und bei Unlosbarkeit
max. drei Halbebenen mit leerem Schnitt.
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