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I Letztes Mal T

Highway-Dimension und Shortest-Path Cover
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I Highway Dimension ﬂ(“'

Idee: Buar
Lokal Gberdeckt eine kleine Menge Knoten al-
le hinreichend langen kiirzesten Wege.

Gegeben:
Ungerichteter Graph G = (V, E, len).

Definition

Die Highway-Dimension von G ist die kleinste Zahl h € N, so dass
m Firalle r e R und
m fir alle Knoten u € V
a existiert eine Menge S C By, 4 mit |S| < h so, dass

|P(v,w)| >rund P(v,w) C Byar = Pv,w)NS#0
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| shortest-Path Cover (SPC) T

Idee: P e i
Alle kirzesten Wege einer gewissen Lan- /(

ge kénnen mit einer kleinen Menge von

Knoten Uberdeckt werden. .

Gegeben:
Ungerichteter Graph G = (V, E, len). ¢ . .

Definition

Eine Menge C heif3t (r, k)-SPC von G genau dann wenn
a Fir alle kirzesten Wege P mit r < |P| < 2r gilt dass
a PNC# 0und
a firalleue V:|CNBya| < k
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I Highway-Dimension und SPCs AT

Wenn G Highway-Dimension h hat, dann¥'r 3 ein (r, h)-SPC.

a Kleine Highway-Dimension fuhrt zu kleinen SPCs
a Fir alle r!
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I Highway Dimension und SPCs AT

Problem:
Wie lasst sich C* effizient konstruieren?

Ein minimales (r, h)-SPC zu finden ist N'P-schwer.

Also: Approximation.
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I Highway Dimension und SPCs

Theorem

Wenn G Highway-Dimension h hat, dann I4sst sich fiir alle r in
polynomieller Zeit ein (r, O(hlog n))-SPC Kkonstruieren.

Idee:
Greedy Set-Cover Algorithmus liefert O(log n)-Approximation von C*.
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I Highway Dimension und SPCs AIT

Vorgehen zur Konstruktion eines (r, O(hlog n))-SPC:
m Beginne mit C =0

m Wabhle iterativ den Knoten zu C der die meisten
nicht-Uberdeckten KW Uberdeckt

Beweis

a In jedem Schritt:
Mind. 1/h der uniiberdeckten KW P mit r < |P| < 2r wird
Uberdeckt

m Es gibt O(n?) KWin G
= Hdchstens O(hlog n) Knoten werden ausgewahit
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HD von StraBennetzwerken

Vermutung:

AT

Karkruher Insttut ar Technologie

StraBennetzwerke haben kleine (konstante) Highway-Dimension.
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I Generischer Prepro.-Algorithmus AT

Ziel:
Konstruktion eines Preprocessing-Verfahrens, so dass
a Platzverbrauch “klein” (méglichst linear in n)
m (ber die Query spater Gitegarantien ausgesagt werden kénnen
a RE
a CH
a TNR
a SHARC
m...?
m in Abh&ngigkeit von h statt n

a Zum Vergleich: Dijkstra € O(m + nlog n)

Idee:
Benutze Preprocessing von Contraction Hierarchies (modifiziert)
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I Wdh.: Contraction Hierarchies AIT

Preprocessing:
a ordne Knoten nach “Wichtigkeit”
m kontrahier Knoten in dieser Ordnung
a Knoten v wird kontrahiert durch

KONTRAHIERE(V)

1 fir alle Paare (u, v) und (v, w) von Kanten tue
2 wenn (u, v, w) eindeutiger kiirzester Weg dann
3 | Fige Shortcut (u, w) mit Gewicht len(u, v) + len(v, w) ein

Query:
a Bidirektional
m Vorwartssuche: Relaxiert nur Kanten zu wichtigeren Knoten
a Ruckwartssuche: Relaxiert nur Kanten von wichtigeren Knoten
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I Wdh.: Contraction Hierarchies AIT

Freiheitsgrad: In welcher Reihenfolge Knoten kontrahieren?
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I Generischer Prepro.-Algorithmus AT

Idee: Partitioniere V zu einer Hierarchie Lo, Ly, ..., Liogp
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I Generischer Prepro.-Algorithmus AT

Idee: Partitioniere V zu einer Hierarchie Lo, Ly, ..., Liogp

Vorgehen
aSeiC:=V
» Sei C; ein (2/,k)-SPC fur i = 1...log D wobei

® k = hflr unbeschranktes Preprocessing
® k = hlog n fir polynomialzeit Preprocessing (Approx.)

@ Dannist
log D

L=0C\ |J G

j=it1

a Kontrahiere Knoten in der Reihenfolge induziert durch L;.
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I Generischer Prepro.-Algorithmus AT

Idee: Partitioniere V zu einer Hierarchie Lo, Ly, ..., Liogp
Vorgehen
m SeiCy:=V

» Sei C; ein (2/,k)-SPC fur i = 1...log D wobei
® k = hflr unbeschranktes Preprocessing
® k = hlog n fir polynomialzeit Preprocessing (Approx.)

@ Dannist
log D

L=0C\ |J G

=it

a Kontrahiere Knoten in der Reihenfolge induziert durch L;.

Ausgabe:
m Menge E* von eingefligten Shortcuts
a Hierarchie Lo, Ly,..., Liogp

Thomas Pajor — Algorithmen fiir Routenplanung 7. Juli 2011



I Preprocessing: Platz ﬂ("

Lemma

Fiir v € L; und festes j > i ist die Anzahl Kanten (v, w) € E™ mit
w € L; héchstens k.
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I Preprocessing: Platz IT

Lemma

Fir v € L; und festes j > i ist die Anzahl Kanten (v,w) € E™ mit
w € L; héchstens k.

Beweis:
a Kante (v, w) reprasentiert Pfad P dessen innere Knoten vor v
und w kontrahiert wurden.
= Innere Knoten gehdren zu L, fir x </ <j.

= W € B, ., (dasonst P durch umitu € L, abgedeckt sein
musste).

u Def. (2/, k)-SPC besagt, dass B, , 5 hdchstens k Knoten aus L;
enthalt.
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I Preprocessing: Platz

Fir jeden Graphen G mit Highway Dimension h gibt es eine
Knotenordnung, durch die das CH-Preprocessing eine Menge von
Shortcuts E* so erzeugt, dass gilt
w Der Grad jedes Knotens in G™ = (V, E U E™) ist héchstens
A + hlog D

m |[Ef| € O(nhlog D)

Far Polynomialzeit-Preprocessing:
m Maximalgrad in G* ist in O(A + hlog nlog D)
m |E*| € O(nhlog nlog D)
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Queries
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I SuchraumgréBe und Queryzeit AIT

Erinnerung:
Die meisten Query-Algorithmen sind Dijkstra-basiert.

= Aufwand wird dominiert von Queue-Operationen auf Knoten

Also: SuchraumgréBe = Queryzeit

Vereinfachung:
Im Folgenden werden SuchraumgréfBe und Queryzeit gleichgesetzt.
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| Reach SIT

prefix(P,u) I suffix(P,u) |
[ 1 |

S./\-/./\/.t

u

Definition:
mseiP=(s,...,u,...,t) Pfad durch u
® dann Reach von u bezlglich P:

rp(u) := min{len(Ps,),len(Py)}

a Reach von u:
Maximum seiner Reachwerte bezlglich aller kiirzesten Pfade
durch u:

r(u) := max{rp(u) | P kiirzester Weg mit u € P}
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I Reach-Pruning AT

Somit:

a Reach r(u) von u gibt Suffix oder Prefix des langsten kirzesten
Weges durch u

a wenn fir v wahrend Query r(u) < d(s, u) und r(u) < d(u, t) gilt,
kann u geprunt werden
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I Reach-Pruning A\K"

Somit:

a Reach r(u) von u gibt Suffix oder Prefix des langsten kirzesten
Weges durch u

a wenn fir v wahrend Query r(u) < d(s, u) und r(u) < d(u, t) gilt,
kann u geprunt werden

Query-Variante:
a Bidirectional Distance-Bounding Reach-Dijkstra

m Alternierungsstrategie: min{minKey(B), minKey(B)}
a Bei gleich langen Wegen: Bevorzuge immer den Hopminimalen!
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I Berechnung von Reach (RE) A\K"

Urspriingliche Berechnung von Reach:
a wahle ¢ frei
m iterativ, solange E # ()

a berechne obere Schranken mit part. KW-B&umen der Héhe ~ 2¢
a entferne alle Kanten mit Reach < e aus Graphen
m setzee=K-¢

a wandle Kanten-Reach in Knoten-Reach um
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I Berechnung von Reach (RE) AT

Urspriingliche Berechnung von Reach:
a wahle ¢ frei
m iterativ, solange E # ()

a berechne obere Schranken mit part. KW-B&umen der Héhe ~ 2¢
a entferne alle Kanten mit Reach < ¢ aus Graphen
m setzee=K-¢

a wandle Kanten-Reach in Knoten-Reach um

Modifizierte Vorberechnung durch folgendes Lemma

Lemma

Fir alle v € L; gilt:
r(vy<2-2'inGt = (V,EUE™")
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I Berechnung von Reach (RE) AIT

Lemma

Fir alle v € L; gilt:
r(vy<2.-2inGt = (V,EUE™")
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I Berechnung von Reach (RE)

Lemma

Fir alle v € L; gilt:

r(vy<2.-2inGt = (V,EUE™")

Beweis:
Ann.: Es gibt v € L; mit r(v) > 22",
= Jkurzester Weg P(x, v, y) mitv € P(x, v, y) sowie
|P(x,v)| >2-2" und |P(v,y)| >2-2'.
= Sowohl P(x, v) alsauch P(v, y) enthalten Knoten aus L; mitj > i.
= Es gibt einen Shortcut zwischen P(x, v) und P(v, y).
= P(x,v,y) ist kein klrzester Weg (# Hops). 4
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Die Query-Zeit von RE ist in
a O((A + hlog D)(hlog D)) fiir unbeschrénktes Preprocessing
a O((A + hlog nlog D)(hlog nlog D)) fiir pol. Preprocessing
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Die Query-Zeit von RE ist in
a O((A + hlog D)(hlog D)) fiir unbeschrénktes Preprocessing
a O((A + hlog nlog D)(hlog nlog D)) fiir pol. Preprocessing

Beweis: Zusammensetzung der Schranke:

(A+klogD) - (klogD)
N———— N—_——

max. Knotengrad in G+ max. Suchraum
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Theorem

Die Query-Zeit von RE ist in
a O((A + hlog D)(hlog D)) fiir unbeschrénktes Preprocessing
a O((A + hlog nlog D)(hlog nlog D)) fiir pol. Preprocessing

Beweis: Zusammensetzung der Schranke:

(A+klogD) - (klogD)
N———— N—_——

max. Knotengrad in G+ max. Suchraum

Betrachte die Vorwértssuche von s (Riickwartssuche analog)
m Betrachte die Kugel B; 5.0 um s.

= Die Suche arbeitet wegen r(v) < 2 -2’ keine Knoten v € L; mit
"4 ¢ 85,2-2’ ab.

w L;istein (2/,k)-SPC, also |Lj N Bs 20| < k
= Hochstens k Knoten werden pro Level abgearbeitet
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2. Contraction Hierarchies
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I CH: Query A\K"

Betrachte vereinfachte Query:
m Fihre volle bidirektionale Suche durch

m Benutze kein Stoppkriterium
= Der gesamte erreichbare Graph wird abgearbeitet!

m Relaxiere nur Kanten zu wichtigeren Knoten (wie gehabt)

Variante funktioniert in der Praxis bereits sehr gut
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I CH: Query A\K"

Problem:
Reach-Schranken gelten nicht fir CH-Query.

Lésungsansétze:

1. Benutze zusatzlich Reach-Pruning
2. Fige zusétzliche Shortcuts beim Preprocessing ein
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I CH: Query A\K"

Problem:
Reach-Schranken gelten nicht fir CH-Query.

Lésungsansétze:

1. Benutze zusatzlich Reach-Pruning
2. Fige zusétzliche Shortcuts beim Preprocessing ein

Hier letzteres:

a Bei Knotenreduktion von v € L;:
Erzeuge Shortcut (u, w) fir jedes Paar u, w € B, ,.,i fiir das
veP(u,w).

m Gib flir jeden Knoten v lediglich sein Level L; (also i) aus.
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I CH: Analyse A\K"

Beobachtungen:
a Platz-Schranken gelten weiterhin

m FUr jeden kirzesten s-t-Weg:
Es gibt weiterhin Weg in G, so dass zwei aufeinanderfolgende
Knoten stets verschiedene Levels haben
a Ausnahme: oberstes Level kann genau zwei Nachbarn haben
~» Sonderbehandlung
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I CH: Analyse ﬂ("

Beobachtungen:
a Platz-Schranken gelten weiterhin

a Fir jeden kirzesten s-t-Weg:
Es gibt weiterhin Weg in G*, so dass zwei aufeinanderfolgende
Knoten stets verschiedene Levels haben

a Ausnahme: oberstes Level kann genau zwei Nachbarn haben
~» Sonderbehandlung

Die Query-Zeit von CH ist in
m O((A + hlog D)(hlog D)) fiir unbeschrénktes Preprocessing
a O((A + hlog nlog D)(hlog nlog D)) fiir pol. Preprocessing
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I Labeling-Algorithmus AT

Generisches Preprocessing:

m Vv € V : Berechne Label L(v) C V (sortiert nach Knoten-ID).
a Yw € L(v) : Berechne dist(v, w).

Labeling-Eigenschaft:
Vs, t € V: Es existiert KW P(s, t) mit L(s) N L(t) N P(s, t) # 0.
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I Labeling-Algorithmus ﬂ("

Generisches Preprocessing:

m Vv € V : Berechne Label L(v) C V (sortiert nach Knoten-ID).
a Yw € L(v) : Berechne dist(v, w).

Labeling-Eigenschaft:
Vs, t € V: Es existiert KW P(s, t) mit L(s) N L(t) N P(s,t) # 0.

Berechne minyc(s)ni(p)(dist(s, u) + dist(u, t)).

a Sehr einfacher Algorithmus: Linearer Mengen-Schnitt-Test.
a Schnell, wenn Label klein sind.
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| spc-Labels SIT

Idee: “TNR-Variante” mit nur einem Access-Node pro Weg

Vorgehen: Shortest-Path-Cover-Label
= Sei C; ein (2/,k)-SPC fur i = 1...log D wobei
®m k = hflr unbeschranktes Preprocessing
® k = hlog n fUr polynomialzeit Preprocessing

m Setzefiralleve V:

L(v):= U (CiNBaai(v))

i
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| spc-Labels SIT

Idee: “TNR-Variante” mit nur einem Access-Node pro Weg

Vorgehen: Shortest-Path-Cover-Label
= Sei C; ein (2/,k)-SPC fur i = 1...log D wobei
®m k = hflr unbeschranktes Preprocessing
® k = hlog n fUr polynomialzeit Preprocessing

m Setzefiralleve V:

L(v) := U (Ci N Baai(v))

i

Label-Grof3e

Furalle v e Vist |L(v)| € O(klog D).
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I SPC-Labels

Theorem

Shortest Path Cover Label erfiillen die Labeling-Eigenschaft, das
heiBt fiir alle s, t € V gilt P(s, t) N L(s) N L(t) # 0.

Beweis:
m Wabhle j so dass 2/ < dist(s, t) <2-2',
a Dann gilt: P(s,t) C Ba.,i(s) und P(s,t) C Bo.oi(t).
= Nach Def. SPC Ju € P(s,t) N C; und somit u € L(s) N L(t).
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| spc-Labels SIT

Corollary

Die Query-Zeit von SPC-Labels ist in
a O(hlog D) fiir unbeschrédnktes Preprocessing, und
a O(hlog nlog D) fiir pol. Preprocessing.
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I SPC-Labels

Corollary

Die Query-Zeit von SPC-Labels ist in
a O(hlog D) fiir unbeschrédnktes Preprocessing, und
a O(hlog nlog D) fiir pol. Preprocessing.

Zum Vergleich: Reach und CH
a O((A + hlog D)(hlog D)) fir unbeschranktes Preprocessing, und
a O((A + hlog nlog D)(hlog nlog D)) fir pol. Preprocessing.
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I SPC-Labels

Corollary

Die Query-Zeit von SPC-Labels ist in
a O(hlog D) fiir unbeschrédnktes Preprocessing, und
a O(hlog nlog D) fiir pol. Preprocessing.

Zum Vergleich: Reach und CH
a O((A + hlog D)(hlog D)) fir unbeschranktes Preprocessing, und
a O((A + hlog nlog D)(hlog nlog D)) fir pol. Preprocessing.

SPC-Labels also echt besser als CH oder Reach?
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I CH-Labels ﬂ("

Problem:
SPC-Labels zwar theoretisch gut, aber inpraktikabel zu berechnen.

Beobachtung

Fir jeden Knoten v € V ist der Suchraum einer uneingeschrankten
CH-Aufwartssuche ein glltiges Label.

Beweis:
m Betrachte Knoten s, t € V und kirzesten Weg P(s, t).
a Knoten u € P(s, t) mit héchstem Rang istin L(s) und L(t).
= (Korrektheit von CH) u hat korrekte Distanzen dist(s, u), dist(u, t).
O
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I CH-Labels ﬂ("

Problem:
SPC-Labels zwar theoretisch gut, aber inpraktikabel zu berechnen.

Beobachtung

Fir jeden Knoten v € V ist der Suchraum einer uneingeschrankten
CH-Aufwartssuche ein glltiges Label.

Beweis:
m Betrachte Knoten s, t € V und kirzesten Weg P(s, t).
a Knoten u € P(s, t) mit héchstem Rang istin L(s) und L(t).
= (Korrektheit von CH) u hat korrekte Distanzen dist(s, u), dist(u, t).
O

Also: Pratikabler Labeling Algorithmus auf Basis von CH-Labels?
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I CH-Labels ﬂ("

Problem: Durchschnittlicher CH-Suchraum: ~ 500 Knoten
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I CH-Labels A“("

Problem: Durchschnittlicher CH-Suchraum: ~ 500 Knoten

Beob.: Viele Knoten im CH-Suchraum haben inkorrekte Distanz.

Legende der Kantenfarben:
m Lange 1
m Lange 2
m Lange 3
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I CH-Labels A“("

Problem: Durchschnittlicher CH-Suchraum: ~ 500 Knoten

Beob.: Viele Knoten im CH-Suchraum haben inkorrekte Distanz.

Legende der Kantenfarben:
m Lange 1
m Lange 2
m Lange 3

Pruning der Labels via Bootstrapping
m Berechne Label top-down beziglich CH-Ordering.
m Furv e Vund w e L(v) ist Label L(w) bereits berechnet.
m Benutze v-w-Labeling-Query um w ggf. zu prunen.
m Reduziert LabelgréBe auf ~ 110.
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I CH-Labels

Weitere Reduktion der LabelgroBen

m Benutze Shortest-Path-Cover flir oberste Knoten in CH

~ LabelgréBe ca. 80

a Kompression der Label (verbessert Lokalitat)

Vorberechnung Anfrage

Zeit Platz Zeit

[h:m] GB [ns]

CH 0:13 0.4 93995
TNR 0:58 3.7 1775
TNR+AF 2:00 5.7 992
CHL prefix 3:16 5.7 527
CHL global 2:45 21.3 276
Table Lookup || > 11:03 12083587 56

CHL ist schnellster Algorithmus in StraBennetzwerken.
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Zusammenfassung A\K“

Theoretische Garantien fiir Beschleunigungstechniken

a Highway-Dimension formalisiert Intuition hinter Transit-Node
Routing

a Kleine Highway-Dimension fihrt zu kleinen
Shortest-Path-Covern

m Vermutung: StraBennetzwerke haben kleine Highway-Dimension
m Generisches Preprocessing basierend auf CH
a Laufzeitgarantien fir RE/CH in Abh&ngigkeit von h statt n
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Zusammenfassung A\K“

Theoretische Garantien fiir Beschleunigungstechniken

a Highway-Dimension formalisiert Intuition hinter Transit-Node
Routing

a Kleine Highway-Dimension fihrt zu kleinen
Shortest-Path-Covern

m Vermutung: StraBennetzwerke haben kleine Highway-Dimension
m Generisches Preprocessing basierend auf CH
a Laufzeitgarantien fir RE/CH in Abh&ngigkeit von h statt n

Labeling Algorithmus
m Theorie sagt effizienten Algorithmus vorraus
m CH-Labels schnellster Algorithmus auf Stra3ennetzen
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I Praktikum Routenplanung AIT

Praktikum zur Routenplanung
a im Wintersemester 2011/2012 (vmtl. Bachelor+Master)
a Betreeung durch Julian und Thomas

a Praktische Implementierung einiger Aspekte aus der Vorlesung

m Beschleunigungstechniken
a Alternativrouten

a Public Transport

a PHAST

a

m Mdglichkeit aktuelle Forschung im Bereich Routenplanung
praktisch auszuprobieren

Details werden auf unserer Seite bekanntgegeben unter
http://illwww.ira.uka.de
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http://i11www.ira.uka.de

I Offene Probleme A\K"

Wir sind immer interessiert an
Studien-/Diplom-/Bachelor-/Master-Arbeiten!

Themen (Auswahl)
a Public Transportation
Multi-Modale Routenplanung
Dynamische Szenarien
Implementierung auf mobile Gerate (Smartphones)

Kommt einfach vorbei und meldet euch bei Julian Dibbelt oder
Thomas Pajor!
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I Ende A\KIT

Literatur:

m [ttai Abraham, Amos Fiat, Andrew Goldberg und Renato
Werneck:
Highway Dimension, Shortest Paths, and Provably Efficient
Algorithms
In: Proc. ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms
(SODA10), 2010.

m [ttai Abraham, Daniel Delling, Andrew Goldberg und Renato
Werneck:
A Hub-Based Labeling Algorithm for Shortest Paths on
Road Networks
In: Proc. International Symposium on Experimental Algorithms
(SEA’'11), 2011
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