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Matrizen eines Graphs

Karlsruhe Institute of Technology
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

= O = O
= O
O O = O
[ P R S

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 4/40



\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

= O = O
= O
O O = O
[ P R S

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 5/40



4 01 0 1
IR
. 3 110 0
A3 (A3 =
2 Hr:wl =3, 7= (viy ..., 0;) }]

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 6/40



4 01 0 1
IR
. 3 110 0
A3 (A3 =
2 Hr:wl =3, 7= (viy ..., 0;) }]

>2i(A%)i =
tr(A3) =6 - #A

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 7/40



4 01 0 1
IR
. 3 110 0
A% (A2 =
2 Hm ] =2, = (viy ..., 0:) }

3 (42 =
tr(42) =2-m

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 8/40



Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix

Robert Gorke — Spektraltheorie
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IMatrizen eines Graphs T
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IMatrizen eines Graphs A“("'

ordne V' (strikt, total, egal) ~ vy < vy < -+ < vy,
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

ordne V' (strikt, total, egal) ~ vy < vy < -+ < vy,
-1 v<w

o{(v,w) : {v,w} € E} = {-1,1} o((v,w)) 1 w<vw
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IMatrizen eines Graphs

ordne V' (strikt, total, egal) ~ vy < vy < -+ < vy,

oA{(v,w): {v,w} € E} = {-1,1} o((v,w)) — {

Gerichtete Inzidenzmatrix K(G7)
= E
(6o = {g«vaw)) e ={v.w} e

sonst

-1 v<w
1 w<vw
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IMatrizen eines Graphs

ordne V' (strikt, total, egal) ~ vy < vy < -+ < vy,

-1 <
o {(v,w): {v,w} € B} = {~1,1} o((v,w)) — { v
1 w<vw

Gerichtete Inzidenzmatrix K(G7)

4 K(G7)y o = {a((v,w)) e={v,w}eFE
ve 0 sonst
“ €1 €2 €3 €4
. €a 3 vy -1 -1 0 0
e K(G°)= v» 0 1 -1 -1
€2 > vs 0 0 1 0
P (3 1 0 0 1
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IMatrizen eines Graphs A“("'
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IMatrizen eines Graphs
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U3
V4
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Adjazenzmatrix
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IMatrizen eines Graphs

€1 €2 €3 €4 V1

(%] -1 -1 0 0 €1 -1

K = v 0 1 -1 -1 KT — e -1

U3 0 0 1 0 €3 0

Va4 1 0 0 1 €4 0
(KKT)M =

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix
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IMatrizen eines Graphs A“("'

€1 €2 €3 €4 V1 (%) (%] V4
(%] -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=v» 0 1 -1 -1 KT_-e -1 1 0 O
v3 0 0 1 O e3 0 -1 1 O
u 1 0 0 1 ea 0 -1 0 1

-1 ifji~g

(KKT)ij =10 P F i

deg(v;) i=
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology
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IMatrizen eines Graphs

€1 €2 €3 €4 V1 (%) (%] V4
(%] -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=vn 0 1 -1 -1 KT'—e -1 1 0 0
v3 0 0 1 O e3 0 -1 1 O
u 1 0 0 1 ea 0 -1 0 1
KKT=L=D-A
= rang(L) = rang(K)
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IMatrizen eines Graphs

€1 €2 €3 €4 V1 (%) (%] V4
(%] -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=vn 0 1 -1 -1 KT'—e -1 1 0 0
v3 0 0 1 O e3 0 -1 1 O
u 1 0 0 1 ea 0 -1 0 1
KKT=L=D-A
= rang(L) = rang(K) = n — dim(kern(K))
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IMatrizen eines Graphs

€1 €2 €3 €4 V1 Vo U3 o
vp -1-10 0 eg -1 0 0 1
K=v 0 1 -1 -1 KT=e -1 1 0 0
vz 0 0 1 O es 0 -1 1 0
V4 1 0 0 1 €4 0 -1 0 1
KKT=L=D—-A
= rang(L) = rang(K) =n —dim(kem(K)) = n—1
zsh.

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 23/40



IMatrizen eines Graphs T
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€1 €2 €3 €4 V1 (%) (%] V4

(%] -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=vn 0 1 -1 -1 KT'—e -1 1 0 0
v3 0 0 1 O e3 0 -1 1 O

u 1 0 0 1 ea 0 -1 0 1

KKT=L=D—-A
= rang(L) = rang(K) =n — dim(kern(K)) = n—1
zsh.

dim(Losungsraum von L - x = 0) = dim(kern(L)) =1
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IMatrizen eines Graphs

€1 €2

V1 -1 -1

K = v 0 1
U3 0 0

(N 1 0

€3 €4
0 0
-1 -1
1 0
0 1

KKT=L=D-A
= rang(L) = rang(K) = n — dim(kern(K))

KT =

€1
€2
€3
€4

U1
-1
-1
0
0

V2
0
1

-1
-1

zsh.

....................

(%] (7
0 1
0 0
1 0
0 1
n—1

dim(Losungsraum von L - x = 0) = dim(kern(L)) =1

allgemeiner: k > 1 Zsg.-Komponenten: 1 ~» k

Losungsraum = span({1,,em, | ¢ =1...k})
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IAdjazenzmatrix d-reguldrer Graphen AT

Karlsruhe Institute of Technology

® A symmetrisch, reell = EW reell
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IAdjazenzmatrix d-regulérer Graphen IT

® A symmetrisch, reell = EW reell

a EW & EV & Eigenpaare:
M > A > ... > A
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IAdjazenzmatrix d-regulérer Graphen IT

® A symmetrisch, reell = EW reell

a EW & EV & Eigenpaare:
M > A > ... > A

vi , Vo , ... , Vv (orthonormales System)
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IAdjazenzmatrix d-regulérer Graphen AKIT

® A symmetrisch, reell = EW reell

a EW & EV & Eigenpaare:
M > A > ... > A

vi , Vo , ... , Vv (orthonormales System)

a nette Eigenschaften ablesbar:

)\ =d,vi=1/yn

a zusammenhangend < A1 > Ap

a bipartit < A\ > =\,

a )\ hangt eng mit Expansion zusammen!
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AT

Karlsruhe Institute of Technology

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AT

Karlsruhe Institute of Technology

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R® — R sei Temparaturverteilung im Raum
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AT

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R® — R sei Temparaturverteilung im Raum
= grad(f) = Vf = (&%, &, &) = (5%, 5. &0)
= Veranderung der Temp. als Vektorfeld
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AT

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R® — R sei Temparaturverteilung im Raum

= grad(f) = Vf= (&, & %) = (5. 5 5%)

= Verénderung der Temp. als Vektorfeld

= div(grad(f)) = V- Vf = (&, &. &) - (55, 88, 50) = (54 + % +24)
= “Quellenhaftigkeit” / Fluss durch Kugeloberfliche um Punkt
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AT

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R® — R sei Temparaturverteilung im Raum

= grad(f) = Vf = (&%, &, &) = (5%, 5. &0)

= Veranderung der Temp. als Vektorfeld
= div(grad(f)) = V - Vf = (&, &, %) - (3£, 50, 90) = (5 + 55+ 5F)

]

= “Quellenhaftigkeit” / Fluss durch Kugeloberfliche um Punkt

Analogon auf Graphen: f : V — R Knotenbewertung
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AUT

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R® — R sei Temparaturverteilung im Raum

= grad(f) = Vf = (&%, &, &) = (5%, 5. &0)

= Veranderung der Temp. als Vektorfeld

= div(grad(f)) = V- Vf = (&, &. &) - (55, 88, 50) = (54 + % +24)
= “Quellenhaftigkeit” / Fluss durch Kugeloberflache um Punkt
Analogon auf Graphen: f : V — R Knotenbewertung

=grad(f) =K ~ (FK)uwy=f—"H
= Veranderung der Knotenbewertung, auf Kanten notiert
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ILapIacematrix von (d-reg.) Graphen AUT

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ‘09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R® — R sei Temparaturverteilung im Raum

= grad(f) = Vf = (&%, &, &) = (5%, 5. &0)

= Veranderung der Temp. als Vektorfeld

= div(grad(f)) = V- Vf = (&, &. &) - (55, 88, 50) = (54 + % +24)
= “Quellenhaftigkeit” / Fluss durch Kugeloberflache um Punkt
Analogon auf Graphen: f : V — R Knotenbewertung

=grad(f) =K ~ (FK)uwy=f—"H

= Veranderung der Knotenbewertung, auf Kanten notiert

= div(grad(f)) = K(grad(f)) ~ K(grad(f)), =

> grad(le - > grad(f)e = df,—> 1

eraus aus u e rein nach u veu
= Quellenhaftigkeit von Knoten
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!

G zsh. = kern(L) = span(1) = eindeutige Lésung trivial :-(
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!

G zsh. = kern(L) = span(1) = eindeutige Ldsung trivial :-(

Lésung: suche v mit v.1.1 und ||v|| = 1, so dass vLvT = minimal
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!

G zsh. = kern(L) = span(1) = eindeutige Ldsung trivial :-(

Lésung: suche v mit v.1.1 und ||v|| = 1, so dass vLvT = minimal

. : . xTL(G)x

= Rayleigh-Ritz = min ﬁ
X € R" X' X
X L span(Vp, ..., Vo_jt1)

= )\nfi
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!

G zsh. = kern(L) = span(1) = eindeutige Ldsung trivial :-(

Lésung: suche v mit v.1.1 und ||v|| = 1, so dass vLvT = minimal

. : . xTL(G)x

= Rayleigh-Ritz = min ﬁ
X € R" X' X
X L span(Vp, ..., Vo_jt1)

= )\nfi

= nutze v,_4 und v,_» in 2D
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

mL=KKT
w fLfT = Z(u,v)eE(f(U) - f(V))2
® Apin =0

m spectrum(L) ist in [0, 24]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!

G zsh. = kern(L) = span(1) = eindeutige Lésung trivial :-(

Lésung: suche v mit v.1.1 und ||v|| = 1, so dass vLvT = minimal

) . , xTL(G)x
= Rayleigh-Ritz = min ﬁ = Ap_j
xeR" XX
X L span(Vp, ..., Vo_jt1)
= nutze v,_4 und v,_» in 2D Oder andere? Animation!
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IDie Spektrale Liicke

Karlsruhe Institute of Technology

d—X

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 29/40



Die Spektrale Liicke

Karlsruhe Institute of Technology

d— X
~ Expansion!
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IDie Spektrale Liicke T

d— X
~ Expansion!

. . . . |0S|
Erinnerung: (edge-)expansion(ratio)(G) = h(G) := min —
g: (edge-Jexpansion(ratio)(G) = h(G) = _ min_ “o

(Analogon zur Cheeger-Konstante in Riemannscher Geometrie)
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IDie Spektrale Liicke KIT

d— X
~ Expansion!

: . . . |0S|

Erinnerung: (edge-)expansion(ratio)(G) = h(G) := min —
g: (edge-Jexpansion(ratio)(G) = h(G) = _ min_ “o

(Analogon zur Cheeger-Konstante in Riemannscher Geometrie)

Theorem (Doziuk’84, Alon-Milman’85, Alon’86)

G endlich, zusammenh., d-reguldr, dann:

d_zAZ < hG) < V2dd-X2)

CIRT= =» «=» = Hac
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IDie Spektrale Liicke AT

d— X
~ Expansion!

. . . . |0S|
Erinnerung: (edge-)expansion(ratio)(G) = h(G) := min —
g: (edge-Jexpansion(ratio)(G) = h(G) = _ min_ “o

(Analogon zur Cheeger-Konstante in Riemannscher Geometrie)

Theorem (Doziuk’84, Alon-Milman’85, Alon’86)

G endlich, zusammenh., d-regulédr, dann:

d— X
2

< h(G) < V2d(d-))

Analogon: Sei M kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und X\ der
kleinste EW seines Laplaceoperators, dann:
A > H /4

Qv

[m] [l = =

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 29/40



ISchéirfe der Abschétzung | AT

Karlsruhe Institute of Technology
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ISchéirfe der Abschétzung | T

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

d— X

untere Schranke: %52 < h(G)
Betrachte Hyperwirfel Qq:

05 Q2 in Q3 '

Q2
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ISchéirfe der Abschétzung | T

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

d— X
2

< HG) < +edd- )

untere Schranke: %52 < h(G)
Betrachte Hyperwirfel Qq:

Q2 in Q3

Q Q3 » a h(G) =1 (Qd,1 in Qd)
? w EW=311,1,
o —1,-1,-1,-3
md- /\2 =2
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ISchéirfe der Abschétzung | T

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

d— X
2

< HG) < +edd- )

untere Schranke: %52 < h(G)
Betrachte Hyperwirfel Qq:

Q2 in Q3

Q Q3 » a h(G) =1 (Qd,1 in Qd)
2
W EW=3,1,1,1,
o —1,-1,-1,-3
a d—/\2:2
~» scharf
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ISchéirfe der Abschétzung II AT

Karlsruhe Institute of Technology

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 31/40



uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

obere Schranke: h(G) < y/2d(d — A2)

® h(Cp) = %
Betrachte n-Zykel C: d— ) =0(%)
a — N2 = n

-
3
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uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

obere Schranke: h(G) < y/2d(d — A2)

® h(Cp) = %
Betrachte n-Zykel C: d— ) =0(%)
a — N2 = n

~ scharf

-
3
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ILijcke GroB = Expansion GroB A\[{

Karlsruhe Institute o

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, untere Schranke:
X < h(G) bzw. X2 >d-2h(G) )
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ILijcke GroB = Expansion GroB T

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, untere Schranke:
92 < h(G) bzw. A >d - 2h(G) )

Idee: geeigneten Vektor f nahe v» ausdenken!
Forderungen: f11 und f hat ausreichend grof3en Rayleigh-Quotienten
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ILijcke GroB = Expansion GroB T

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, untere Schranke:
92 < h(G) bzw. A >d - 2h(G) )

Idee: geeigneten Vektor f nahe v» ausdenken!
Forderungen: f11 und f hat ausreichend grof3en Rayleigh-Quotienten

fAFT
—= > d-2h(G
< = (@)
Satz v. Ray.-R. z.z.

~ )\2
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ILijcke GroB = Expansion GroB AT
(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, untere Schranke:
X < h(G) bzw. X2 >d-2h(G) )

Idee: geeigneten Vektor f nahe v» ausdenken!
Forderungen: f11 und f hat ausreichend grof3en Rayleigh-Quotienten

fAfT
> — > d-2h(G
— ME = @)
Satz v. Ray.-R. z.z.

~ )\2

Wahl von f: _
Sei S C V h(G)-scharf (i.e., h(G) = EZ3, |S| < n/2)
Setze f = [S[1s — |S|15
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ILijcke GroB = Expansion GroB AT

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, untere Schranke:
X < h(G) bzw. X2 >d-2h(G) )

Idee: geeigneten Vektor f nahe v» ausdenken!
Forderungen: f11 und f hat ausreichend grof3en Rayleigh-Quotienten

fAfT
s A - d—2h(G
S [l ‘@
Satz v. Ray.-R. z.z.
Wahl von f:
Sei S C V h(G)-scharf (i.e., h(G) = [EE3) |5| < n/2)
Setze f = [S[1s — |S|15
fAfT n |E(S,S)
liefert: ~ o > =d- = - —2"2>d-2h(G
AT N @
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ILijcke GroB = Expansion GroB AT

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, untere Schranke:
X < h(G) bzw. X2 >d-2h(G) )

Idee: geeigneten Vektor f nahe v» ausdenken!
Forderungen: f11 und f hat ausreichend grof3en Rayleigh-Quotienten

fAfT
s A - d—2h(G
S [l ‘@
Satz v. Ray.-R. z.z.
Wahl von f:
Sei S C V h(G)-scharf (i.e., h(G) = [EE3) |5| < n/2)
Setze f = [S[1s — |S|15
fAfT n |E(S,S)
liefert: ~ o > =d- = - —2"2>d-2h(G =
AT N @ v
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

Karlsruhe Institute of Technology

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f

[ LI

— < — < d-A\

2d <~ [ff <" 7
(i) (1)
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f

L
2d <~ [ff <" 7
(i) (1)

Baue f:
® man nehme v» (0BdA: mehr positive als negative Eintrage)
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f

L
2d <~ [ff <" 7
(i) (1)

Baue f:
® man nehme v» (0BdA: mehr positive als negative Eintrage)
wf=v (e, fy =max(0, vyx))
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f

L
2d <~ [ff <" 7
(i) (1)

Baue f:
® man nehme v» (0BdA: mehr positive als negative Eintrage)
wf=v (e, fy =max(0, vyx))
m V*t:=support(f) (e, VT ={x]|f >0})
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Liicke, obere Schranke:

h(G) < \/2d(d—Xs) bzw. £ <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f

[ LI

— < — < d-A\

2d <~ [ff <" 7
(i) (1)

Baue f:
® man nehme v» (0BdA: mehr positive als negative Eintrage)
wf=v (e, fy =max(0, vyx))
m V*t:=support(f) (e, VT ={x]|f >0})

Merken: basierend auf v» findet man billigen Schnitt!
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I(i) und (ji)

Karlsruhe Institute of Technology
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I(i) und (ji)

Karlsruhe Institute of Technology

fLfT
(-..aus g5 < il < d-Xx )
(i) (i)

(i) grob: x € V*: (L) < (Lg) = (d= o) - Gx = MLIT < (d—Xa)-[If||?

f, sonst 0
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| i) und (i IT

(-..aus g5

(i) grob: x € V*: (L) < (Lg) = (d= o) - Gx = MLIT < (d—Xa)-[If||?

f, sonst 0

(if) grob: technisch, ohne merk-wirdigen Kniff

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spektrale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius Ende

Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011 34/40



IDas Expander Mixing Lemma

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Lemma (diverse, ab '89)

G d-regulédr, A = max(| 2|, |An|) EW von A(G), dann:
VS, TCV: ‘|E(S, )| — W‘ < A/|S|IT]
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IDas Expander Mixing Lemma

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Lemma (diverse, ab '89)

G d-regulédr, A = max(|\z], |\n|) EW von A(G), dann:
VS, TCV: ‘|E(S, T)| — WI < AV/|S||T]

Bedeutet: |S-T-Kanten —E(S-T-Kanten)| klein, wenn X klein
= Graph ,recht zuféllig“, diesbezliglich

(auch genannt: discrepancy)

Matrizen eines Graphen
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IExpander Mixing Anwendungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

vs. T v s - DT <\ s

Betrachte (n, d, «)-Graphen: d-regular, A < ad
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IExpander Mixing Anwendungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

vs.7cv:|iEs. ) - D8 <) s
Betrachte (n, d, «)-Graphen: d-regular, A < ad

a Unabhéngige Mengen:
V unabh. Menge S: |S| < an
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IExpander Mixing Anwendungen AT

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

vs.7cv:|iEs. ) - D8 <) s
Betrachte (n, d, «)-Graphen: d-regular, A < ad

a Unabhéngige Mengen:
V unabh. Menge S: |S| < an

a Chromatische Zahl x(G):
Vv Farbe j: Knoten(j) sind unabh. Mengen = x(G) > 1/«
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IExpander Mixing Anwendungen T

vs.7cv:|iEs. ) - D8 <) s
Betrachte (n, d, «)-Graphen: d-regular, A < ad

a Unabhéngige Mengen:
V unabh. Menge S: |S| < an
a Chromatische Zahl x(G):
v Farbe j: Knoten(j) sind unabh. Mengen = x(G) > 1/«
a Durchmesser:
~+ jedes S C V hat ¢|S| neue Nachbarn
~» wachsende Kugeln um v und v begegnen sich nach O(log(n))
Schritten
= kleines « liefert Durchmesser O(log n)
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IExpander Mixing Anwendungen AIT

vs.7cv:|iEs. ) - D8 <) s
Betrachte (n, d, «)-Graphen: d-regular, A < ad

a Unabhéngige Mengen:
V unabh. Menge S: |S| < an
a Chromatische Zahl x(G):
v Farbe j: Knoten(j) sind unabh. Mengen = x(G) > 1/«
a Durchmesser:
~+ jedes S C V hat ¢|S| neue Nachbarn
~» wachsende Kugeln um v und v begegnen sich nach O(log(n))
Schritten
= kleines « liefert Durchmesser O(log n)

a Umgekehrtes Lemma (to appear):
Abschétzung gilt fir ein p = A ,nahe” O(p)
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IBeweis Expander Mixing Lemma AT

® Man nehme 15 und 17, charakteristische Vektorenvon S, T
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IBeweis Expander Mixing Lemma AT

® Man nehme 15 und 17, charakteristische Vektorenvon S, T
w Darstellung duch EV-Basis: 15 = > ;v und 17 =3, Bj;
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IBeweis Expander Mixing Lemma AT

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

® Man nehme 15 und 17, charakteristische Vektorenvon S, T
m Darstellung duch EV-Basis: 15 =), a;v;und 17 = Z/- Biv;
w [E(S, T)| =1sA17 = (3 aivi)A(Y; Bv))

=(Qiaivi) - (Z8A)

=D i)
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IBeweis Expander Mixing Lemma AT

® Man nehme 15 und 17, charakteristische Vektorenvon S, T
w Darstellung duch EV-Basis: 15 = > ;v und 17 =3, Bj;
w [E(S, T)| = 1sA1r = (3 aivi) A, Bjv))

=(Qiaivi) - (Z8A)
=D i)

m wegen ay = 1g \if = 7 und analog 34 =

|E(S7 T)|: |S||T‘ +Z)\I iBi

B
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IBeweis Expander Mixing Lemma AT

® Man nehme 15 und 17, charakteristische Vektorenvon S, T
w Darstellung duch EV-Basis: 15 = > ;v und 17 =3, Bj;
w |[E(S, T =1sA17 = (32 aivi) A, Bjv)

=(Qiaivi) - (Z8A)

=D i)

® wegen ay = 1g \if = und analog 8y = 11

|E(S7 T)|: |S||T‘ +Z)\I iBi

HE

m aber [ Y7, M| < Zizg NiciBil < AT, |l
Def.
< — _
< AMlell2[|8l]2 , AMsll2l[17]l2 = AV/I[SI|T]

csuU nur Drehung
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IBegriffe zu Perron-Frobenius AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Zugrundeliegender Graph einer reellen n x n-Matrix:
V={1,...,ntund (i,j) e Eiff A; #0

starker Zusammenhang eines gerichteten Graphen G:
3 gerichteter Pfad von u nach v, Vu,v e V

spekiraler Radius p einer Matrix A: p = EWn;ax P [Al
von
EW nicht notw. reell, p nicht notw. EW

r-subharmonic: Sei A n x n Matrix, Vektor x ist r-subharmonic wenn:
X £0und Ax > rx

Lemma (Hilfslemmata)

Ist A eine nichtneg. n x n Matrix mit G(A) stark zsh.:
3 maximales r € R so dass r-subharmonic Vektoren existieren.
Es gilt r = p, und alle solchen r-subharmonic Vektoren sind EV.

] = =
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IPerron-Frobenius Theorem AUT

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]
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I Perron-Frobenius Theorem

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]
Theorem (Perron-Frobenius)

A reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit zugr. Graph X stark
zusammenhéngend:
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I Perron-Frobenius Theorem

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]

Theorem (Perron-Frobenius)

A reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit zugr. Graph X stark
zusammenhéngend:

@ p(A) ist einfacher EW. Ist x EV zu p, dann ist x > 0 oder x < 0

[m] = = =
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I Perron-Frobenius Theorem

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]
Theorem (Perron-Frobenius)

A reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit zugr. Graph X stark
zusammenhéngend:

@ p(A) ist einfacher EW. Ist x EV zu p, dann ist x > 0 oder x < 0
@ A, reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit A— Ay > 0

Dann gilt p(A1) < p(A), mit Gleicheit nur bei A = Ay

Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix
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I Perron-Frobenius Theorem AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]

Theorem (Perron-Frobenius)

A reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit zugr. Graph X stark
zusammenhéngend:

@ p(A) ist einfacher EW. Ist x EV zu p, dann ist x > 0 oder x < 0
@ A, reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit A— Ay > 0
Dann gilt p(A1) < p(A), mit Gleicheit nur bei A = Ay

@ 9 EWmit|6| = p, dann ist0/p h-te Einheitswurzel und fir alle r ist
e>™ir/'h EW (h ist Periode der Matrix).

[m] = = =
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IPerron-Frobenius Theorem AT

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]

Theorem (Perron-Frobenius)

A reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit zugr. Graph X stark
zusammenhéngend:

@ p(A) ist einfacher EW. Ist x EV zu p, dann ist x > 0 oder x < 0

@ A, reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit A— Ay > 0
Dann gilt p(A1) < p(A), mit Gleicheit nur bei A = Ay

@ 9 EWmit|6| = p, dann ist0/p h-te Einheitswurzel und fir alle r ist
e>™ir/'h EW (h ist Periode der Matrix).
Und alle Zykel in X haben Léange teilbar durch h.
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IZusammenfassung und Ende ST

w Adjazenzmatrix A(G), Bedeutung von A

m Laplacematrix L(G) = D(G) — A(G)

m Inzidenzmatrix K(G) (Richtung, Knoten vs. Kanten), L = KK

a Vielfachh. von EW 0 in L(G) gleich # Zusammenhangskomp. von G
u L(G) Analogon zu Laplace-Operator aus Vektorenrechnung

a EV von L(G) helfen bei Layouts / Clustern

m Spektrale Licke d — Az vs. h: % < h < y/2d(d — \) (scharf)

m Markov-C: Gewichte ~» conductance ~~ Konvergenz v. MC-Algos

m Expander Mixing Lemma: A = max(|Az|, |An|) EW von A(G):
VST C V:|IE(S, T - 28T < A\/[S]T]

a ) klein = G ,recht zufallig®

m Perron-Frobenius: spektraler Radius ist einfacher EW

a Perron-Frobenius: spektraler Radius ,skaliert* mit A
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IZusammenfassung und Ende ST

w Adjazenzmatrix A(G), Bedeutung von A

m Laplacematrix L(G) = D(G) — A(G)

m Inzidenzmatrix K(G) (Richtung, Knoten vs. Kanten), L = KK

a Vielfachh. von EW 0 in L(G) gleich # Zusammenhangskomp. von G
u L(G) Analogon zu Laplace-Operator aus Vektorenrechnung

a EV von L(G) helfen bei Layouts / Clustern

m Spektrale Licke d — Az vs. h: % < h < y/2d(d — \) (scharf)

m Markov-C: Gewichte ~» conductance ~~ Konvergenz v. MC-Algos

m Expander Mixing Lemma: A = max(|Az|, |An|) EW von A(G):
VST C V:|IE(S, T - 28T < A\/[S]T]

a ) klein = G ,recht zufallig®

m Perron-Frobenius: spektraler Radius ist einfacher EW
a Perron-Frobenius: spektraler Radius ,skaliert* mit A

Danke, Fragen
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