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Problem 1: Bidirektionale Suche ok

Sei G = (V, E,len) ein gerichteter, gewichteter Graph mit eindeutigen kiirzesten Wegen, das heifit
fiir je zwei Paare s,t € V existiert genau ein kiirzester s-t-Weg. Bei Bidirektionaler Suche werden
nun fiir eine s-t-Anfrage abwechselnd eine Vorwérts-Suche beginnend bei s und eine Riickwérts-
Suche beginnend bei ¢ durchgefiihrt.

Ein zur Vorlesung alternatives Abbruchkriterium sei wie folgt definiert. Seien S bzw. S die Menge
abgearbeiteter Knoten (settled nodes) von der Vorwirts-, bzw. Riickwértssuche. Sobald eine der
beiden Sucheg eirEn Knoten v € V abarbeitet der bereits von der anderen Suche abgearbeitet
wurde, also | S N S| =1 erreicht wird, terminiert der Algorithmus und der induzierte Weg

wird ausgegeben.

(a) Zeigen Sie, dass P nicht notwendigerweise der kiirzeste s-t-Weg ist.

Losung. Folgender kleiner Graph liefert ein Gegenbeispiel. Der Ablauf des Algorithmus ist wie
folgt.

Vorwirtssuche: settle(s)

e insert(v,2)

e insert(¢,3)

Riickwértssuche: settle(t)

e insert(s,2)
e insert(v,3)
Vorwirtssuche: settle(v)
Riickwirtssuche: settle(v)
e stop. Ausgegebener Pfad ist P = [s, v,t] mit Linge 4.
Der kiirzeste Weg P’ ist jedoch P’ = [s,t] mit Léinge 3. O

(b) Sei P’ der kiirzester Weg von s nach t. Zeigen Sie, dass P’ nur Knoten aus ? U (§ nach obigem
Abbruchkriterium enthélt (Der kiirzeste Weg ist also im Suchraum enthalten).



Losung. Wir beweisen die Aussage durch Wlderspruch Sei also M € V der durch das Ab-
bruchkrlterlum 1ndu21erte Knoten mit M € S ns. Angenommen P’ enthélt einen Knoten
veV mitové¢ S U'S. Aus der Korrektheit von DIJKSTRA’S Algorithmus folgt

ue S o dist(s, u) < dist(s, M),
ueS o dist(u, t) < dist(M, ).

Damit gilt
dist(s,v) > dist(s, M) und
dist(v, t) > dist(M, t).

Also folgt sofort len P < len P’ was ein Widerspruch dazu ist, dass P’ der kiirzeste Weg ist.
O

Geben Sie einen Algorithmus in Pseudocode an, der auf obigem Abbruchkriterium beruht und
dennoch den kiirzesten Weg findet.

Losung. Algorithmus 1 implementiert eine korrekte bidirektionale Suche basierend auf unserem
Abbruchkriterium.

Die Notation sei wie folgt. Fiir die Warteschlangen @, die Distanzen dist und die Menge ab-
gearbeiteter Knoten i bezeichne @, dist unc<1_ S die jeweiligen Grofen fiir die entgegengesetzte
Suche. Ist also @ = @, so bezeichnet Q = Q. Die Abwechslungsstrategie der beiden Suchen
wird iiber chooseDirection() gesteuert und kann beliebig gewéhlt werden.

O]

Studieren Sie das Abbruchkriterium aus der Vorlesung. Zeigen Sie, dass das hier eingefiihrte
Kriterium sogar schwdcher als das aus der Vorlesung ist, dass also von jeder der beiden Suchen
mindestens so viele Knoten abgearbeitet werden wie bei dem Kriterium aus der Vorlesung.

Losung. Wir beweisen die Aussage in dem wir zeigen dass gilt
— — —
|S N S|=1= minKey(Q) + minKey(Q) > pu.

Sei also v € ? N <§ der durch unser Abbruchkriterium induzierte Knoten. Aus dem Ablauf von
D1IKSTRA’s Algorithmus folgt

Damit folgt unmittelbar

minKey(a) + minKey(a) > dist(s,v) + dist(v, t)

()
> .



Algorithmus 1 : Bidirektionale Suche
Eingabe : Graph G = (V, E,len) und Start- und Zielknoten s,t € V
Ausgabe : Der kiirzeste Weg von s nach ¢

— =
@, Q «— Vorwirts- und Riickwartsschlangen

=

N

— e
dist, dist « oo
—_—

S,S «—0

Zj.insert(s,O), dist(s) « 0
— —
Q .insert (¢,0), dist(¢) < 0

w

'y

[S)]

6 solange nicht 6.empty() oder nicht a.empty() tue

Q) « chooseDirection()
v+ (Q.deleteMin()
S — SuU{v}
10 wenn v € S dann
11 gib aus Pfad [s,..., M, ... t] der Linge p
12 stop
13 fiir alle ein- bzw. ausgehenden Kanten e = (v,w) bzw. e = (w,v) tue
14 wenn w € Q oder w € S dann
15 wenn 4 > dist(v) + len(e) + dist(w) dann
16 o« dist(v) + len(e) + dist(w)
17 L M —w
18 wenn dist(w) = oo dann
19 Q.insert (w, dist(v) + len(e))
20 dist(w) « dist(v) + len(e)
21 sonst wenn dist(v) + len(e) < dist(w) dann
22 Q.decreaseKey (w, dist(v) + len(e))
23 dist(w) « dist(v) + len(e)

24 gib aus Kein Pfad gefunden.

Problem 2: A* Algorithmus K

Sei G = (V,E,len) ein gerichteter, gewichteter Graph. Weiterhin sei 7 : V' — R eine zunéchst
beliebige Potentialfunktion. Wie in der Vorlesung eingefiihrt, seien die reduzierten Kosten len,
definiert durch leny(u,v) := len(u,v) — 7w(u) + 7(v). Analog bezeichne G, := (V, E,len,) den
Graph mit reduzierten Kosten.

(a) Zeigen Sie: DIJKSTRA’s Algorithmus auf G entspricht genau A* mit Potentialen 7.

Losung. Bevor wir die Aussage beweisen zeigen wir zunéichst ein Lemma.
Lemma 1. Sei P := [vy,...,vx]| ein Pfad in G. Dann gilt in G,

len; P =len P — 7(vy) + m(vg).



Beweis. Der Beweis erfolgt durch nachrechnen:

k—1

len, P = Z len, (vi, vit1)
=1

-1
Z (len(vi, vig1) — 7(vi) + 7(vit1))
—1

k—
(Z len (v, viy1 ) m(v1) + m(vg)
=len P — m(v1) + 7(vg)

O]

Beide Algorithmen arbeiten gleich, genau dann wenn sie die Knoten in der gleichen Reihenfolge
abarbeiten. Fiir zwei Knoten u,v € V' bezeichne u < v dass u vor v abgearbeitet wird. Es gilt:

DIKSTRA: u <v < distg(s,u) < distr(s,v)
A% u<v & dist(s,u) + m(u) < dist(s,v) + 7(v)

Damit ist nun
distr (s, u) < distr(s,v)

P dist(s,u) — w(s) + 7(u) < dist(s,v) — 7(s) + w(v)
< dist(s,u) + m(u) < dist(s,v) + 7(v).

O

(b) Welche Anforderung(en) miissen an 7 zusétzlich gestellt werden, damit beide Algorithmen den
kiirzesten Weg finden? Begriinden Sie Thre Behauptung(en).

Losung. D1JKSTRA’s Algorithmus ist korrekt wenn der Graph keine negativen Zyklen enthélt.
Wir stellen also sicher, dass alle reduzierten Kosten > 0 sind. Also

len,(u,v) > 0 < len(u,v) + 7(u) — w(v) >0
< len(u,v) + w(u) > 7(v).

Problem 3: Der ALT-Algorithmus ook

Gegeben sei ein gerichteter, gewichteter Graph G = (V, E,len) mit |V| = n und eindeutigen
kiirzesten Wegen. Weiterhin sei ¢ € V' eine Landmarke.

(a) Zeigen Sie, dass fiir s-t-Anfragen, wobei ¢ auf dem kiirzesten Weg von s nach ¢ liegt, der
ALT-Algorithmus ausschliellich Knoten entlang des kiirzesten s-t-Weges abarbeitet.

Losung. Um die Aussage zu beweisen betrachten wir wieder den Graphen mit reduzierten
Kosten G unter DIJKSTRA’s Algorithmus. Um zu beweisen dass DIJKSTRA’s Algorithmus nur
Knoten entlang des kiirzesten Weges abarbeitet, beweisen wir zwei Aussagen.



1. Ist (u,v) € E eine Kante auf dem kiirzesten s-t-Weg, dann gilt len, (u,v) = 0.

2. Ist u € V ein Knoten auf dem kiirzesten s-t-Weg und (u,w) € E eine abzweigende Kante,
das heifit (u,w) liegt nicht auf dem kiirzesten s-t-Weg, so ist len, (u, w) > 0.

Damit ergibt sich distr(s,t) = 0 und distr(s,w) > 0 fiir alle Knoten w € V die nicht auf
dem kiirzesten s-t-Weg liegen. Das heifit DIJKSTRA’s Algorithmus auf G arbeitet nur Knoten
entlang des kiirzesten Weges ab.

Um den Beweis zu vereinfachen zeigen wir zunéchst folgende Hilfsaussage.
Lemma 2. Seiu € V und der Knoten t liegt auf dem kiirzesten Weg von u nach €. Dann ist
das Potential von u gerade w(u) = dist(u, t).

Beweis. Wir rechnen nach:

m(u) = max(dist(u, £) — dist(t — £), dist (¢, t) — dist(¢,u))

=dist(u,t)

= dist(u, t)

Der zweite Eintrag der Maximumsbildung kann nicht weiter zur Verbesserung des Potentials
beitragen, da dist(u, t) bereits die bestmogliche untere Schranke (Dreiecksungleichung) fiir den
Abstand von u nach t ist. O

Wir zeigen nun die zwei Aussagen:
1. Nachrechnen liefert fiir Kanten (u,v) € E auf dem kiirzesten s-t-Weg:

len,(u,v) = len(u,v) — 7(u) + w(v)
= len(u,v) — dist(u, t) + dist(v, t)
= len(u,v) — len(u,v)
=0

2. Die Aussage len,(u,w) fiir abzweigende Kanten (u,w) € E vom kiirzesten Weg zeigen wir
durch Widerspruch. Nehmen wir also an, dass len,(u, w) = 0 gilt, das heift

0 = leny(u, w)
= 0=len(u,w) — m(u) + m(w)
= 0 =len(u,w) — dist(u,t) + m(w)
= dist(u,t) = len(u, w) + w(w)

Da fiir w(w) gelten muss m(w) < dist(w,t) erhalten wir fiir den Fall 7(w) = dist(w,t)
dass dist(u,t) = len(u,w) + dist(w, t) gilt, das heifit der Weg [u,w,...,t] hat die gleiche



Lénge wie der Weg [u, v, ..., t]. Somit existieren zwei kiirzeste Wege von u nach ¢ was nach
Aufgabenstellung ausgeschlossen ist.

Bleibt also nur der Fall m(w) < dist(w,t). Damit erhalten wir allerdings dist(u,t) >
len(u, w) + dist(w, t), das heiit der Weg iiber [u,w, ..., t] ist kiirzer als der Weg [u, v, ..., 1]
was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass (u,v) auf dem kiirzesten Weg liegt.

Insgesamt erhalten wir also dass DIJKSTRA’s Algorithmus auf G, nur Kanten entlang des
kiirzesten s-t-Weges abarbeitet. O

Geben Sie ein Gegenbeispiel zu (a) an, falls die Eigenschaft dass alle kiirzesten Wege eindeutig
sind nicht gilt.

Losung. Betrachte folgenden Beispielgraph.

Da die kiirzesten Wege nicht eindeutig sind ergeben sich fiir die Kanten (s,u) und (s,v) je-
weils reduzierte Kosten 0. Es ist also moglich, dass der ALT Algorithmus sowohl v als auch v
abarbeitet. O

Knobelaufgabe.
Zeigen Sie, dass der Suchraum (Anzahl abgearbeiteter Knoten) von ALT um einen Faktor von
O(n) groBer sein kann als bei Anwendung des normalen DIJKSTRA Algorithmus.

Hinweis: Finden Sie eine Familie von Graphen mit Knoten s, ¢, ¢ fiir die die Suchraumgrofie un-
ter DIJKSTRA’s Algorithmus konstant ist, die reduzierten Kosten unter dem ALT-Algorithmus
jedoch bewirken dass zunéchst (fast) der ganze Graph vor ¢ abgearbeitet wird.

Losung. Wir geben eine Familie G von Graphen an die die geforderten Eigenschaften erfiillt.
Fiir jedes k € N konstruieren wir einen Graphen Gj, mit ©(k) Knoten wie in der folgenden
Abbildung illustriert.

Der Quellknoten s kann mit ug und die Landmarke ¢ mit wu; identifiziert werden.



Wir berechnen nun die reduzierten Kosten von Gj. Die Potentiale ergeben sich wie folgt:

7(u;) = max(dist(u;, £) — dist(t, £), dist (¢, t) — dist(¢, u;))
—_——— —— ——  ———

— k—i =k =k = k+i+1

= —1 =—i—1

=0 =k —k =0
=—k =k
=k
m(s) = m(up)
=0
7(t) = max(dist(¢, £) — dist(¢, £), dist(¢, t) — dist(¢, t))
=0

Mit leny (u,v) = len(u,v) — w(u) 4+ m(v) ergeben sich die reduzierten Kosten auf den Graphen
wie folgt.

‘, 0 qb 0 0 . 0 2k "
1

Der Suchraum von DIJKSTRA’s Algorithmus auf dem urspriinglichen Graph besteht demnach
nur aus {s,uy,t} wihrend der ALT Algorithmus den Suchraum V'\ {¢} hat, da die reduzierten
Kosten entlang aller Kanten (u;—1,u;) fiir ¢ < k gerade 0 sind.

Mit |V] € ©(k) ergibt sich somit eine Suchraumverschlechterung um einen Faktor von ©(|V])
des ALT Algorithmus gegeniiber dem einfachen DIJKSTRA. O
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