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Aufgabe 1: Contraction Hierarchies

Gegeben sei ein Graph G = (V, E, len).

(a)

Um die 1-Hop-Zeugensuche fiir die Knotenreduktion eines Knotens v effizient berechnen
zu konnen, reicht es aus alle Kombinationen aus eingehenden und ausgehenden Kanten zu
betrachten. Fiir jede Kante (u,v) € F und (v,w) € E wird iiberpriift ob die Kante (u,w)
bereits im Graphen enthalten ist.
e Fall I: Die Kante (u,w) ist nicht im Graph: Fiige (u,w) in E ein und setze len(u,w) :=
len(u,v) + len(v, w).
e Fall II: Die Kante (u,w) ist bereits im Graph: Falls len(u,w) > len(u, v) + len(v, w),
setze len(u, w) := len(u, v) + len(v, w).
Vermoge wieder die Knotenreduktion eines Knotes v. Seien dazu weiterhin (u,v) € E und
(v,w) € E gegeben. Bei der 2-Hop-Zeugensuche wird iiberpriift ob es in G einen kiirzesten
u-v-Weg P, ,, gibt, der maximal zwei Hops (Kanten) enthalt.

Analog zu Aufgabe (a) wird der Shortcut (u,w) nur dann in E eingefiigt, falls len(P) >
len(u,v) + len(v, w) gilt.

Zur Bestimmung von len(P) bedienen wir uns folgendem effizienten zweiphasigen Verfahren,
das ohne einer lokalen DIJKSTRA-Suche auskommt:

1. Sei Noyt(v) die Menge Nachbarn von v, zu denen es eine ausgehende Kante von v gibt,
also
Nowt(v) :=={w e V | I(v,w) € E}.

Zu einem beliebigen Knoten v sei analog Ni,(v) die Menge Nachbarn von v, zu denen es
eine eingehende Kante zu v gibt, also

Nin(v) :={u €V | 3(u,v) € E}.

Sei nun v € V' der Knoten, fiir den die Knoten-Reduktion durchgefiithrt werden soll. Fiir
jeden Knoten w € Noyut(v) betrachte alle Knoten « € Nj,(w). Der Abstand len(z, w) wird
zusammen mit w in einer Tabelle an x abgespeichert. Somit ist an z die Information
verfiighar, welchen Abstand von z alle Knoten aus Ny (v) haben.



2. Fiir jeden Knoten u € Nj, werden alle Knoten x € Noyi(u) betrachtet. Enthélt = eine
Tabelle, so wird fiir alle eingetragenen Knoten w aus der Tabelle an x iiberpriift ob
len(u, x)+len(x,w) > len(u, w) gilt. Ist dies der Fall, so kann der Shortcut (u, w) eingefiigt
werden, andernfalls existiert bereits ein kiirzerer u-w-Weg in G, der iiber zwei Hops fiihrt.

Aufgabe 2: Transit-Node Routing

Gegeben sei ein Graph G = (V, E,len) und L + 1 € N Level von Mengen von Transit-Nodes
TngTl gTo, WObeiT():V.

(a) Sind die Mengen von Transit-Nodes 7} gegeben, so kénnen die Access-Nodes in drei Stufen
berechnet effizient werden.

e Lokale Suchen

Fiir jeden Level | < L wird ausschliellich von Transit-Knoten v € T; eine lokale DI-
JKSTRA-Suche gestartet. Dabei benutzen wir Aggressive-Stalling an den Transit-Knoten
des néchst hoheren Levels. Wird also wéhrend der Suche ein Transit-Knoten ¢ € T4
abgearbeitet, so werden fiir diesen Knoten keine ausgehenden Kanten relaxiert.

Als Ergebnis erhalten wir alle Abstdnde von v € T; zu allen Transit-Knoten t € Tj14
auf dem néchst hoheren Level [ 4 1. Natiirlich sind nicht alle Transit-Knoten t € 774
Access-Nodes fiir den Knoten v beziiglich Level . Daher wird in einem zweiten Schritt
die Menge relevanter Access-Nodes ausgediinnt.

e Ausdiinnung

Seien die Distanztabellen D fiir alle Level [ < L bereits gegeben (siehe Aufgabe b).
Da fiir jeden Transit-Knoten ¢t € Tj; der Abstand dist(v,¢) mit der lokalen Suche im
vorangegangenen Schritt berechnet wurde, kénnen wir schnell ermitteln ob der Knoten
t als Access-Node relevant ist indem wir iiberpriifen ob

3t' € Tyyq : dist(v,t) > dist(v, t') + dist(¢', ) (1)

erfiillt wird. Dabei ist dist(v,t") ebenfalls durch die lokale Suche bereits berechnet, und
dist(#', t) ldsst sich durch die Distanztabelle D;,; nachschlagen.

Wird Gleichung (1) erfiillt, so ist der Transit-Knoten ¢ € T;; iiberfliissig, da er schneller
iiber einen anderen Transit-Knoten ¢’ € T erreicht werden kann.

t€ T

€ Tt
dist(v, t) > dist(v, t') + dist(¢', t)

N
Die Menge von Access-Nodes A;,1(v) setzt sich schlieflich aus den Transit-Knoten
zusammen die nicht dominiert werden, also insgesamt

A (v) = {t € Tipy | Bt € Thay « dist(v, t) > dist(v, ') + dist(t', ¢)}.



e Top-Down-Durchreichen
In den beiden vorangegangenen Schritten haben wir Access-Nodes ZZH (v) lediglich fiir
Transit-Knoten v € T} berechnet. Um nun fiir beliebige Knoten (insbesondere auf dem
untersten Level) Access-Nodes fiir alle hoheren Level zur Verfiigung zu haben, konnen
wir Access-Nodes hoherer Level nach unten weiterpropagieren.

Sei also v € T 2V ein beliebiger Knoten auf dem untersten Level. Die Access-

Nodes auf Level L konnen auf Level L — 1 propagiert werden, indem fiir jeden Knoten
— —

a € Ar_1(v) deren Access-Nodes © € A (a) aufgesammelt werden. Also insgesamt

Da jedoch fiir v € Ty die Menge A 1—1(v) nicht bekannt ist (lediglich zl(v) ist bekannt),
miissen wir dieses Verfahren rekursiv durchfithren indem Access-Nodes von Level L —
1 auf Level L — 2 herunterpropagiert werden, diese auf Level L — 3, und so weiter.
Insgesamt erhélt man fiir einen Knoten v € Ty also alle Access-Nodes durch:

— —
Apw):== U - U Ap(ur—1).
al €Z1(u0) &2622@1) U«LGZL—l(UL—Q)

Das folgende Bild illustriert diesen Zusammenhang anhand drei Levels.
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(b) Gegeben seien die Transit-Knoten 77, C Ty C --- C Ty = V. Um die Distanztabelle
zwischen Knoten v € T; zu berechnen bedienen wir uns folgender zwei Mafinahmen.

1. Wir speichern in D; fiir Knoten w,v € 1; nur die Distanz beziiglich Level [, wenn
dist;(u,v) < dist>;(u,v). Das heifit, der kiirzeste Weg von u nach v fiihrt nicht iiber zwei
Transit-Knoten auf einem héheren Level — und kann somit nicht bereits durch Table-
Lookups in hohere Level bestimmt werden. Sonst wird D;(u,v) := oo gesetzt.

2. Um dies zu tiberpriifen fithren wir die Berechnung der Distanztabellen D; durch einen
Top-Down-Ansatz durch.

Die Distanzen zwischen Level-L-Transit-Knoten werden direkt iiber Many-to-Many Di-
JKSTRA-Suchen berechnet. Dies fithrt zu einer vollstdndigen Distanztabelle Dy (u,v) fiir
alle Knoten u,v € TT..

Sind fiir ein beliebig aber festes | < L die Distanztabellen D+; bereits berechnet, so
berechnen wir D; wie folgt. Wird bei der Vorwérts- bzw. Riickwértssuchen ein Knoten v €
Ty~ abgearbeitet, so kann die Suche an diesem Knoten geprunt werden, da die Distanzen
zwischen Transit-Knoten aus 75 bereits bekannt sind und durch Table-Lookups ermittelt
werden konnen. Wird ein u-v-Weg gefunden, der nicht geprunt wurde, so folgt, dass dieser
nicht iiber ein Paar t,t' € T%; von Transit-Knoten aus héheren Leveln fiihrt. Das heif}t,
disty(u,t) < dist;(u,t), also setze Dj(u,t) := dist;(u,t).



Das folgende Bild illustriert nochmals die Vorgehensweise:

tET>l

disty(u, v) > disty(u,t) + D=i(¢,t') + dist; (', v) =  Dj(u,v) := o0

Die Distanz Dj(u,v) wird auf co gesetzt, da sich der kiirzeste Weg mit Hilfe von Transit-
Knoten t,t' € T-; eines hoheren Levels berechnen lisst (Diese Transit-Knoten sind selbst-
versténdlich Access-Nodes von u bzw. v). Andererseits benutzt der kiirzeste Weg von u
nach w keine zwei Transit-Nodes eines hoheren Levels. Das heifit dist;(u, w) < dist~;(u,t) +
D+ (t,t') + disty (¢, w) fiir alle ¢,¢' € Ts;. Also wird D;(u,w) := dist;(u, w) gesetzt.



