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Zusammenfassung

Diese Arbeit basiert auf der Vertffentlichung ,,An Optimal Bound for
the MST Algorithm to Compute Energy Efficient Broadcast Trees in
Wireless Networks“ [1] von Christoph Ambiihl. Sie behandelt eines der
prominentesten Probleme im Zusammenhang mit Funknetzwerken: Eine
Verteilung der Sendeleistungen zu finden, die einer bestimmten Station
ermoglicht einen Broadcast zu senden. Fiir Stationen in der euklidischen
Ebene existiert ein Approximationsalgorithmus der auf Berechnung eines
euklidischen minimalen Spannbaumes beruht. Es wird gezeigt, dass dies
ein 6-Approximationsalgorithmus ist.
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1 Einleitung

Funk- und Ad-Hoc-Netze gewinnen, wegen ihrer Flexibilitdt zunehmend an Po-
pularitdt. Sie brauchen keine festen Kabelverbindungen, da die Kommunikati-
onsteilnehmer, eine Menge von Funkstationen, mit anderen Stationen in ihrer
Reichweite Daten einfach iiber Funk austauschen. Dabei ergeben sich neue Her-
ausforderungen, zum Beispiel ist die Reichweite einer Station durch Regulierung
der Sendeleistung wiihlbar. Maximale Leistung ist aber oft aufgrund des Ener-
gieverbrauchs oder wegen der resultierenden Storungen der Stationen unterein-
ander nicht optimal. Bevor diese Probleme vertieft werden, soll die Ubertragung
zwischen zwei Stationen s und t beschrieben werden. Sie wird durch die Formel,

P,

- >
dist(s,t)® 7

modelliert. Mit folgenden Definitionen:
e P,: zum senden benétigte Energie
e dist(s,t): Distanzfunktion die den Abstand von s zu ¢ angibt
e v > 1: die Ubertragungsqualitéit
e « > 1: der Distanz-Energie-Gradient, eine umgebungsabéngige Konstante

In idealer Umgebung (z.B. leerer Raum) wiire o = 2, kann aber in der Praxis von
1 bis 6 variieren [20]. W&hlt man in dieser Formel Py und stellt sie nach dist(s, t)
um so lasst sich damit die maximale Reichweite einer Station bestimmen. Damit
wird dann der Ubertragungsgraph G = (S, A) definiert. Wobei die Knoten S den
Stationen entsprechen und eine Kante von s nach t in A ist, falls ¢ in Reichweite
von s ist.

Ist umgekehrt ein Ubertragungsgraph gegeben, und ist T'g(i) eine Menge
von empfangenden Nachbarn zu einem Knoten i, so lésst sich die bendtigte
Reichweite wie folgt charakterisieren:

ra(i) ;= max dist(i, j).
JETa ()
Woraus mit der ersten Formel sofort die benétigte Energie des gesamten Gra-
phen berechnet werden kann.

power(G) = Z’y cra(i)”
eV

Da « vor die Summe gezogen werden kann, und somit die relative Giite einer
Losung nicht beeinflusst, wird fiir den Rest dieser Arbeit v = 1 angenommen.
Mit den gegebenen Grundlagen lisst sich die Klasse der sogenannten , RANGE
ASSIGNMENT PROBLEMS* definieren.

Problem 1.1 (RANGE ASSIGNMENT PROBLEMS). Sei eine Menge von Statio-
nen S im d-dimensionalen euklidischen Raum und eine Konnektivititsbedingung
II gegeben. Gesucht wird zu jeder Station s € S eine Reichweite, so dass der ent-
stehende Ubertragungsgraph G die Bedingung 11 erfillt und power(G) minimiert
wird.



Die beiden typischen Konnektivitdtsbedingungen, die hierbei betrachtet wer-
den sind folgende. Zum einen Starker Zusammenhang (eng. strong connectivity,
I = SC), die verlangt, dass der Ubertragungsgraph stark zusammenhiingend
ist. Sie erlaubt es jeder Station mit jeder anderen zu kommunizieren. Zum Zwei-
ten die Bedingung Broadcast (I = Bro) die besagt, dass der Ubertragungsgraph
zu einer gegebenen Quelle s einen gerichteten Spannbaum mit Wurzel s enthal-
ten soll. Dadurch ist wenigstens s in der Lage eine Nachricht an alle anderen
Stationen zu senden. Das hier betrachtete Problem ist ein Broadcast-Problem
beschrankt auf die Ebene.

Problem 1.2 (ENERGY EFFICIENT BROADCAST TREE (EEBT)). Sei S eine
Menge von Stationen, dargestellt durch Punkte in der euklidischen Ebene. Sei
insbesondere dist(u,v) der euklidische Abstand von u und v. Eine der Stationen
sei die Quellstation s. Finde einen Graphen G, der power(G) minimiert und
einen gerichteten Spannbaum mit Wurzel s enthdlt.

Das EEBT Problem ist NP-schwer [5, 4]. Es wurde auerdem schon gezeigt,
dass es fiir beliebige Distanzfunktionen keinen logarithmischen Approxiations-
faktor gibt, es sei denn P = NP [11]. Es folgt der beste bekannte Approximati-
onsalgorithmus fiir das EEBT Problem.

Algorithmus 1.1 (MSTALG). Gegeben sei eine Menge von Punkten in der
euklidischen Ebene, die die Stationen darstellen, sowie eine markierte Quell-
station. Der Algorithmus berechnet zuerst einen euklidischen minimalen Spann-
baum (EMST) der gegebenen Punkte aus S. Dann wird der EMST gerichtet, so
dass von der Quellstation aus alle anderen Stationen erreicht werden kénnen.

Satz 1.1. Sei S eine Menge von Punkten auf dem FEinheitskreis die den Ur-
sprung enthdlt. Seien e1, ez, ..., esj—1 die Kanten des EMST von S. Dann
gilt

[S]—1

plS) = Y lef <6
i=1

Satz 1.1 ist die zentrale Aussage dieser Arbeit. Zusammen mit dem folgenden
Lemma 1.1 beweist sie, dass MSTALG ein 6-Approximationsalgorithmus ist.

Lemma 1.1. Eine obere Schranke fir p(S) impliziert die selbe Schranke fiir
die Approximationsgiite von MSTALG fiir o > 2.

Dafiir werden zunéchst tot(G) und mst(S) definiert:
Da power(G) als Summe iiber die lingsten Kanten jeder Station definiert ist,

stellt
tot(G) == > |lij]l”
i€S jela ()

eine einfache obere Schranke fiir power(G) dar. Man summiert also iiber alle
Kanten nicht nur iiber die Langsten um tot(G) zu erhalten. Nun wird zu einer
Menge S von Stationen mst(S) := tot(G) definiert, wobei G der Graph ist den
MSTALG fiir S liefert. Es gilt also fiir « = 2

mst(T) = tot(MSTALG(T)) = u(T).



Nun kann man die Approximationsgiite beschriinken durch Finden einer Schran-
ke fiir

e mst(S)
5 opt(S)’

(1)

wenn opt(S) die optimale Reichweitenzuweisung fiir die Menge S ist. Der Beweis
wird iiber Konstruktion eines Spezialfalles gefiihrt.

Lemma 1.2. Eine der Mengen S, die Gleichung 1 maximieren, ist so verteilt,
dass die Quellstation alle anderen Stationen abdeckt. Es haben also alle anderen
Stationen Reichweite 0.

Beweis. Sei S eine beliebige Instanz, die Gleichung 1 maximiert und sei G der
optimale Kommunikationsgraph fiir S, und I 4 (v) wieder die Nachbarschaft von

v in G’, diesmal inklusive v selbst. Es gilt offenbar

mst(S) <Y mst(Tg(v)),
da letzteres einen aufspannenden Graphen bildet und mst(S) der kleinste davon
ist. Weiter gilt:

mst(S) _ mst(S) < Y oves mst(La(v)) - mst(Lz(v))
opt(S) power(é) T Yeesraw)® T wes  ra(v)

Eine Station v, die den Bruch ganz rechts maximiert, ist natiirlich auch eine
Schranke fiir Gleichung 1. Aulerdem sendet in der optimalen Losung fiir T4 (9)
die Quelle direkt an alle anderen Stationen, schliefllich wurde nur die Nachbar-
schaft von ¢ im - als optimal angenommenen - G betrachtet. O

Damit zeigen wir nun Lemma 1.1.

Beweis. Betrachtet man einen worst-case I'5(?) wie in Lemma 1.2. Sei T eine
Instanz, die man erhélt, indem man I' 4 (0) transformiert, sodass anschlieBend ©
im Ursprung liegt und die am weitesten entfernte Station den Abstand 1 hat.
Nun gilt zum einen opt(T) = 1 und wie eingangs erwihnt fiir « = 2 auch
mst(T) = pu(T) und daraus folgt

_ mst(T)  mst(l's(0))
) = 00Ty = opt(Ta(6)

Eine obere Schranke fiir p(7") bedeutet also tatséchlich eine obere Schranke
fir MSTALG. Fiir o > 2 gilt sogar u(T) > mst(T)/opt(T), weil opt(T) = 1
fiir alle « gilt und mst(T") mit wachsendem o abnimmt, da alle MST Kanten
maximal die Lénge 1 haben. O

Bereits bekannt aus [5] ist, dass MSTALG fiir a < 2 keine konstante Ap-
proximationsgiite hat.



2 Riickblick
2.1 Obere Schranke

Durch die Reduktion auf eine obere Schranke von p(.S) kénnen bereits Untersu-
chungsergebnisse von Gilbert und Pollack [10] von 1968 herangezogen werden,
in denen eine Schranke von 87/+/3 gezeigt wurde. Seitdem wurden die Schran-
ken mehrfach verbessert unter anderem in einem Artikel von Wan et al. [22].
In diesem Artikel wurde eine Schranke von 12.15 gezeigt, fiir die der Beweis
nachfolgend kurz skizziert werden soll. Die Kosten fiir jede Kante e des MST
werden durch eine Raute wie in Abbildung 1 links unten dargestellt. Jede Raute

diametral disk

b

half disk

Abbildung 1: Skizze zu dlteren Beweisen

besteht aus einem gleichseitigen Dreieck auf jeder Seite der Kante. Der Winkel
in der Spitze der Dreiecke betréigt jeweils %ﬂ'. Die Flache einer Raute an einer
Kante e ist demnach X - |e|?, mit A = v/3/6. Es lisst sich leicht zeigen, dass sich
die Rauten nicht iiberschneiden, und dass die maximale Fliache durch die Figur
in Abbildung 1 rechts gegeben ist. Diese Fliche betriigt genau 12.15\. Es folgt
sofort 1(S) < 12.15A/A\ = 12.15. Ein &hnlicher Beweis l4sst sich mit den Figuren
in Abbildung 1 links oben fiihren, die sich ergebenden Schranken sind allerdings
schlechter. So ergibt sich fiir Kreise mit Durchmesser einer Kantenldnge, dass
sich maximal 5 Kreise auf einmal schneiden und daraus eine Schranke von 40.
Fiir Kreise mit halber Kantenldnge Durchmesser ldsst sich zeigen, dass es keine
Uberschneidungen gibt, aber nur eine Schranke von 20 resultiert.

2.2 Untere Schranke

Folgendes Beispiel zeigt auch, dass 1(S) > 6. Betrachtet man Abbildung 2 und
nimmt an, dass die 6 Stationen auf dem inneren Kreis je einen Abstand von €
zur Quelle im Zentrum haben und die Aufieren den maximalen Abstand von eins
so ergibt sich folgendes. Der ideale Fall wire wenn nur die Station im Zentrum
sendet und die anderen nicht, das bedeutet opt(S) = 1. Durch den MST ergibt
sich allerdings power(G) = €2 4+ 6 - (1 — €)2. Fiir ¢ — 0 geht das Verhéltnis der
beiden Werte gegen 6.



Abbildung 2: Gegenbeispiel fiir p(S) < 6

3 Beweis von Satz 1.1

Fiir den Beweis von Satz 1.1 sollen die Kantenkosten nun durch zwei gleich-
seitige Dreiecke, wie in Abbildung 3 links reprisentiert werden. AnschlieSend
wird gezeigt, dass diese Flédche durch die konvexe Hiille der Stationen plus eine
Menge von gleichseitigen Dreiecken auf deren Rand (zu sehen in Abbildung 3
Mitte) beschrinkt wird. Dann bleibt nur noch zu zeigen, dass diese Fliche durch
die Figur in Abbildung 3 rechts maximiert wird und dass es sich dabei um 6
handelt.

Abbildung 3: Beweisskizze fiir die Schranke von 6. Die Flichen der Figuren
werden von links nach rechts grofier.

3.1 Notation

Zunéchst miissen noch einige Bezeichnungen zur spateren Benutzung eingefiihrt
werden.

Definition 3.1 (Dreiecksfliche). Die Fliche eines gleichseitigen Dreiecks mit
Seitenldnge s wird durch A(s) reprdsentiert. A(a, b, ¢) sei die Fliche eines Drei-
ecks mit Seitenlingen a, b und c.

Definition 3.2 (Halbkanten). Fine Kante lisst sich der Ldnge nach in zwei
Halbkanten teilen. Von diesen Halbkanten ist jede nur zu einer Facette inzident
aber die inzidenten Knoten sind dieselben.



Definition 3.3 (Hypothenuse). Die lingste Seite eines stumpfwinkligen Drei-
ecks nennen wir im weiteren Hypothenuse. Fs sei darauf hingewiesen, dass dies
nicht der iblichen Definition entspricht.

Definition 3.4 (Gegeniiberliegender Winkel). Betrachte die beiden zu einer
Kante e inzidenten Dreiecke. Seien o, 3 die beiden e gegentberliegenden Winkel
in den Dreiecken. Dann nennen wir o den gegentberliegenden Winkel von 3.

Definition 3.5 (Tasche). Betrachte die Delaunay-Triangulation von S und den
MST von S. Es ist bekannt, dass die MST Kanten auch teil der Delaunay-
Triangulation sind. Zu einer Kante e der Triangulation heiffit der dadurch auf
dem MST induzierte Kreis und sein Inneres Tasche. Die Triangulationsdreie-
cke in einer Tasche heissen Taschendreiecke. Die Taschenfliche sei die Summe
der Fldchen der Taschendreiecke. Die Kante e heisst Tiir der Tasche. Die MST-
Kanten des Kreises heissen Grenzkanten auflerdem heissen Kanten im Inneren,
yinnere Kanten“. Ist e selbst Teil des MST, so bezeichnen wir die Tasche als
Sleer“. Ist das eindeutige Taschendreieck zu dem die Tir inzident ist stumpf,
so nennen wir die Tasche ,Stumpfe Tasche“, analog fiir spitzwinklige Taschen.
Die MST-Dreiecke einer Tasche sind die gleichseitigen Dreiecke zu denjenigen
Halbkanten, die zu Taschendreiecken inzident sind. Die MST-Fliache einer Ta-
sche ist die Summe der Flichen der MST-Dreiecke in der Tasche.

L

Abbildung 4: Eine Tasche, links mit MST-Dreiecken rechts mit Taschendreie-
cken.

Abbildung 4 zeigt eine Tasche. Die T1ir ist die gestrichelte Kante. Die Grenze
sind die Kanten des MST, die die beiden Enden der Tiir verbinden. Die ldngste
hiervon ist mit b; bezeichnet. Es gibt 4 innere Kanten. Es ist zu beachten, dass
die inneren Kanten jeweils zwei anliegende MST-Dreiecke haben, die Grenzkan-
ten hingegen nur eines. Da by teil des MST ist, aber die Tiir nicht kann b
niemals ldnger sein als die Tiir.

3.2 Hilfssitze

Lemma 3.1. In einer spitzwinkligen Tasche mit lingster Grenzkante b ist die
Differenz zwischen MST-Fliche und Taschenfliche durch A(|b|) beschrinkt.

Da der Beweis dieses Lemmas sehr komplex ist, wird nur in Abschnitt 4 eine
Skizze angegeben.

Mit Lemma 3.1 lésst sich dann Lemma 3.2 zeigen, auch dieser Beweis sei
hier weggelassen.



Lemma 3.2. Betrachtet man eine zu einer Kante e gehorige Tasche, so gilt fol-
gendes. Die MST-Fliche ist beschrinkt durch die Taschenfldche plus die Fliche
einer Menge von gleichseitigen Dreiecken deren Seitenlingen durch 1 beschrdinkt
sind und sich zu |e| addieren.

3.3 Beweis

Mit Lemma 3.2 ldsst sich nun leicht Satz 1.1 zeigen. Betrachtet man die Taschen
deren Tiiren die Kanten der konvexen Hiille einer Menge von Stationen S sind,
so ist die Summe der MST-Fléche dieser Taschen die gesamte MST-Fliache von
S. Aus Lemma 3.2 folgt dann direkt, dass die MST-Flidche durch die Fliche
einer ,Sonne“ beschrinkt wird. Eine Sonne ist definierte durch eine konvexe
Menge T auf dem Einheitskreis mit der zusétzlichen Einschréinkung, dass die
maximale Kantenldnge 1 betrdgt. Die Flédche einer Sonne ist definiert als die
konvexe Hiille von T, sowie fiir jede Kante e der konvexen Hiille, die Fliche
eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlénge |e| (siche Abbildung 5).

Abbildung 5: Eine ,,Sonne*

Da p(S) eine Summe von Quadraten iiber den Kanten des EMST ist und
die MST-Fliche eine Summe von gleichseitigen Dreiecken gilt, p(.S) - @ ist die
MST-Fliche von S. Es bleibt also noch zu zeigen, dass die Fliche einer Sonne
hochstens 6@ betragt.

Beweis. Eine Punktmenge, die die Fliche einer Sonne maximiert, hat alle Punk-
te auf dem Einheitskreis, da man leicht sieht, dass die Fliche bei Bewegung eines
Punktes zum Ursprung kleiner wird. Teilt man die Fliache einer Sonne ein wie
in Abbildung 5, so erhélt man verschiedene Teile die je aus einem Dreieck vom
Ursprung zur konvexen Hiille und einem gleichseitigen Dreieck auflen bestehen.
Die Flache eines Teiles in abhéngigkeit des Winkels p am Ursprung ergibt sich
zZu

f(p) == sin (g) <COS (g) +2-sin (g) ?) = %sin(p) +3 - sin (g)Q

Aufgrund der Annahme, dass die Kanten der konvexen Hiille maximale
Lénge von 1 haben, ist p auf 0 bis % beschréinkt. Wie man in Abbildung 6
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sieht wird die Fléche der Sonne fiir p = § maximal. Bei diesem Winkel ergibt

sich eine Gesamtfléiche von genau 6?.
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Figure 5(a): A sun. Figure 5(b): f(p) = %sin(ﬂ)Jr\!/)Ssv.n(ip)z

Abbildung 6: Eine Sonne und die grau unterlegte Fliche in Abhéngigkeit vom
markierten Winkel p.

O

4 Beweis von Lemma 3.1

Lemma 4.1. Die MST-Dreiecke einer Tasche sind genau eines mehr als Ta-
schendreiecke.

Beweis. Seien n, e, b, t die Anzahl der Knoten, Kanten, Grenzkanten (ohne die
Tiir) und Taschendreiecke einer Tasche. Die MST-Kanten bilden einen Baum,
ihre Anzahl betrigt also n — 1. An jeder Grenzkante hiingt ein MST-Dreieck,
an jedere inneren Kante zwei, insgesamt hat man also 2n — 2 — b. Fiir die Ta-
schendreiecke betrachten wir die Euler-Formel n + (¢ + 1) — e = 2, wobei die
zusétzliche 1 fiir die &uflere Facette steht. Zahlt man die Kanten an jedem Drei-
eck und auf dem Rand kommt man auf 2e = 3¢+ (b+1). Aufgeldst nach ¢ ergibt
dast=2n—2—-b—1. O

Definition 4.1 (Erweiterte Taschenfléiche). Die erweiterte Taschenfliche (ET)
is die Fliche der Taschendreiecke plus der Fldche eines gleichseitigen Dreiecks
mit Seitenlinge b. b ist die Linge der lingste Grenzkante. Dieses zusdtzliche
Dreieck heisst Tirdreieck. Die Netto-Fliche einer Tasche ist definiert als die
erweiterte Fliche minus die MST-Fliche.

Mit dieser Definition lisst sich Lemma 3.1 nun neu formulieren:

Lemma 3.1 (umformuliert). Die Netto-Fliche einer spitzwinkligen Tasche ist
nicht-negativ.

Sei V' C S die Menge der Knoten in bzw. an der Tasche, G = (V, E) der
gewichtete Graph mit allen Kanten der Triangulation. Das Gewicht einer Kante
e = uv, u,v € S bezeichne w(e) und es gelte w(e) = |uv|. Da die erweiterte
Taschenfliche, MST-Fliche und Netto-Flache nur Summen von Dreiecksflichen

10



sind kénnen sie mit der heronischen Formel [23]

1
Ala,b,c) = Z\/—a‘1 — bt — ct 4+ 20202 + 2a2%c? + 2b%¢2

in Abhéngigkeit des gewichteten Graphen G angegeben werden.

Lemma 4.2. Sei G’ ein Graph den man aus G erhdlt, indem man alle Gewichte
auf denselben Wert setzt, dann ist die Netto-Fliche von G’ gleich 0.

Beweis. Sind alle Gewichte in G’ gleich, dann sind alle Dreiecke gleichseitig und
haben die selbe Seitenléinge. Nach Lemma 4.1 sind gleich viele Dreiecke in der
erweiterten Taschenfliche und der MST-Fliche, die Fldche ist also gleich. [

Es soll nun ein Algorithmus definiert werden, der G in einen Graphen um-
wandelt, in dem alle Kanten das gleiche Gewicht haben, ohne die Struktur des
Graphen zu verdndern. Dabei soll die Netto-Fliche von G stéindig abnehmen,
was zusammen mit Lemma 4.2 beweist, dass die Netto-Fliache von G nicht-
negativ ist.

Seien Wiy und wy,e, die Linge der ldngsten bzw. kiirzesten Kante in G.
Der Algorithmus wird durch eine Menge von Graphen G(m), m € R, Wi, <
m < Wpqe bestimmt. Er beginnt mit G(wq.) und endet mit G(wyip) in dem
dann alle Gewichte w;,;, betragen.

Wegen der hohen Komplexitidt wird der Beweis hier nur fiir den Sonderfall,
dass alle Taschen in G spitzwinklig sind, gefiihrt. Der Algorithmus ldsst sich
dann folgendermafien beschreiben: Seien w(e) und wy,(e) das Gewicht von e
in G und G(m), dann gilt wy,(e) = min(m,w(e)). Es werden also in jedem
Schritt die Gewichte der schwersten Kanten verringert bis alle Kanten das selbe
Gewicht haben. Da nur die maximalen Gewichte verringert werden, bleibt der
MST von G in allen G(m) giiltig.

Um zu zeigen, dass die Netto-Fliche tatséchlich abnimmt, betrachten wir die
folgend definierten Ketten (vgl. Abbildung 7). Betrachte einen Graphen G(m)

Abbildung 7: Zwei Beispiele fiir Ketten, links ohne verringerte Grenzkante und
Tiirdreieck, rechts mit

fiir festes m. Eine Kette ist definiert iiber einen Graphen . Die Knoten in

@ sind die Dreiecke in G(m) und das Tiirdreieck. Jede maximale MST-Kante
e in G(m) fiithrt zu folgenden Kanten in @Q: Durch das Entfernen von e wird

11



der MST zweigeteilt. Sei R(e) der Ring aus Dreiecken der die beiden Béume
teilt. Zwischen alle adjazenten Dreicke in R(e) fiigen wir Kanten in @ ein. Ist e
eine Grenzkante, so enthdlt R(e) das Tiirdreieck (vgl. Abbildung 7 rechts). Eine
Kette ist nun definiert als Zusammenhangskomponente von Q.

Sei @’ eine Kette. Die Fliche von Q' ist definiert als Summe aller Dreiecke
von @Q’'. Die MST-Fliiche ist die Summe der MST-Dreiecke an den Halbkanten
die, die Dreiecke von @’ begrenzen. Die Netto-Fléiche von Q' ist wieder die Fliche
ohne die MST-Fliche. Da die Netto-Fliche einer Tasche die Summe der Netto-
Flichen ihrer Ketten ist, geniigt es zu zeigen, dass die Netto-Fléchen der Ketten
stdndig abnehmen. Da nur MST-Kanten maximalen Gewichts abnehmen, tun
dies auch nur daran anliegende sog. mazimale MST-Dreiecke. Im folgenden wird
gezeigt, dass die Verringerung der Kettenfliche diese Abnahme ausgleicht.

Fiir Ketten mit nur einem Dreieck und ohne maximale MST-Dreiecke ist
dies offensichtlich, fiir Ketten mit maximalen MST-Dreiecken betrachten wir
zwei Fille.

1. Fall: Das Tiirdreieck ist kein Teil der Kette. Die Grenze von Q'
sei der Kreis in G mit der kleinsten Fliche der alle Dreiecke von @’ enthiilt.
Dreiecke die zu einer Kante dieses Kreises inzident sind heissen Grenzdreiecke
(grau unterlegt in Abbildung 7 links).

@’ wird nun wie folgt veréndert. Sei e eine maximale MST-Kante aus @’
mit inzidenten Dreiecken ¢; und ¢s. Es werden zwei neue Knoten hq, hy fiir die
Halbkanten von e eingefiigt. Die Kante ¢1¢o wird durch zwei Kanten ¢;h; und
gahs ersetzt. Wendet man dies auf alle maximalen MST-Kanten an wird Q' zu
einem Baum.

Sei d; die Anzahl von Knoten mit Grad 7 in )’, n die Anzahl der Knoten und
e die Anzahl der Kanten. Es gilt e = n — 1 da @’ nun ein Baum ist. Aulerdem
ist klar n = dy + d2 + d3, da ein Dreieck zu maximal 3 anderen adjazent sein
kann, sowie 2e = 3ds + 2ds + dy durch zdhlen. Durch Umformen erhilt man
daraus ds = d; — 2.

Die Knoten vom Grad 3 représentieren gleichseitige Dreiecke mit Seitenlénge
m in G(m). Sei diese Menge D3. Knoten vom Grad 1 repriisentieren die maxima-
len MST-Halbkanten in G(m). Sei die Menge der dazugehorigen MST-Dreiecke
D;. Die Fldchen der Dreiecke in Dy und D3 nehmen gleichermafien ab. Fiir alle,
bis auf zwei Dreiecke aus D; wird die Verminderung also durch D3 ausgegli-
chen. Es lésst sich zeigen, dass die Verminderung der iibrigen beiden Dreiecke
durch die Grenzdreiecke ausgeglichen wird. Aus Platzgriinden wird dies hier
nicht mehr bewiesen.

2. Fall: Q' enthilt das Tiirdreieck. Die Kanten werden wie im vorherge-
henden Fall in Halbkanten geteilt. Jetzt werden alle Blétter, die zu Knoten des
Tiirdreiecks adjazent sind, entfernt. Mit derselben Methode wie im 1. Fall erhélt
man, fiir d; wieder Anzahl der Blétter in Q)’, insgesamt d3 = d; —2 Knoten vom
Grad 3. Jedoch ist jetzt eines der Blétter das Tiirdreieck, also ein gleichseitiges
Dreieck mit Seitenléinge m. Es gibt also genausoviele Halbkanten wie gleichsei-
tige Dreiecke. Wird also m verringert, so verringert sich die MST-Fliche der
Kette mindestens so stark wie die Flédche der Kette.
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