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Zusammenfassung

Diese Arbeit basiert auf der Veröffentlichung
”
An Optimal Bound for

the MST Algorithm to Compute Energy Efficient Broadcast Trees in
Wireless Networks“ [1] von Christoph Ambühl. Sie behandelt eines der
prominentesten Probleme im Zusammenhang mit Funknetzwerken: Eine
Verteilung der Sendeleistungen zu finden, die einer bestimmten Station
ermöglicht einen Broadcast zu senden. Für Stationen in der euklidischen
Ebene existiert ein Approximationsalgorithmus der auf Berechnung eines
euklidischen minimalen Spannbaumes beruht. Es wird gezeigt, dass dies
ein 6-Approximationsalgorithmus ist.

1



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 3

2 Rückblick 6
2.1 Obere Schranke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Untere Schranke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3 Beweis von Satz 1.1 7
3.1 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.2 Hilfssätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.3 Beweis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4 Beweis von Lemma 3.1 10

2



1 Einleitung

Funk- und Ad-Hoc-Netze gewinnen, wegen ihrer Flexibilität zunehmend an Po-
pularität. Sie brauchen keine festen Kabelverbindungen, da die Kommunikati-
onsteilnehmer, eine Menge von Funkstationen, mit anderen Stationen in ihrer
Reichweite Daten einfach über Funk austauschen. Dabei ergeben sich neue Her-
ausforderungen, zum Beispiel ist die Reichweite einer Station durch Regulierung
der Sendeleistung wählbar. Maximale Leistung ist aber oft aufgrund des Ener-
gieverbrauchs oder wegen der resultierenden Störungen der Stationen unterein-
ander nicht optimal. Bevor diese Probleme vertieft werden, soll die Übertragung
zwischen zwei Stationen s und t beschrieben werden. Sie wird durch die Formel,

Ps
dist(s, t)α

> γ

modelliert. Mit folgenden Definitionen:

• Ps: zum senden benötigte Energie

• dist(s, t): Distanzfunktion die den Abstand von s zu t angibt

• γ ≥ 1: die Übertragungsqualität

• α ≥ 1: der Distanz-Energie-Gradient, eine umgebungsabängige Konstante

In idealer Umgebung (z.B. leerer Raum) wäre α = 2, kann aber in der Praxis von
1 bis 6 variieren [20]. Wählt man in dieser Formel Ps und stellt sie nach dist(s, t)
um so lässt sich damit die maximale Reichweite einer Station bestimmen. Damit
wird dann der Übertragungsgraph G = (S,A) definiert. Wobei die Knoten S den
Stationen entsprechen und eine Kante von s nach t in A ist, falls t in Reichweite
von s ist.

Ist umgekehrt ein Übertragungsgraph gegeben, und ist ΓG(i) eine Menge
von empfangenden Nachbarn zu einem Knoten i, so lässt sich die benötigte
Reichweite wie folgt charakterisieren:

rG(i) := max
j∈ΓG(i)

dist(i, j).

Woraus mit der ersten Formel sofort die benötigte Energie des gesamten Gra-
phen berechnet werden kann.

power(G) :=
∑
i∈V

γ · rG(i)α

Da γ vor die Summe gezogen werden kann, und somit die relative Güte einer
Lösung nicht beeinflusst, wird für den Rest dieser Arbeit γ = 1 angenommen.
Mit den gegebenen Grundlagen lässt sich die Klasse der sogenannten ”Range
Assignment Problems“ definieren.

Problem 1.1 (Range Assignment Problems). Sei eine Menge von Statio-
nen S im d-dimensionalen euklidischen Raum und eine Konnektivitätsbedingung
Π gegeben. Gesucht wird zu jeder Station s ∈ S eine Reichweite, so dass der ent-
stehende Übertragungsgraph G die Bedingung Π erfüllt und power(G) minimiert
wird.
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Die beiden typischen Konnektivitätsbedingungen, die hierbei betrachtet wer-
den sind folgende. Zum einen Starker Zusammenhang (eng. strong connectivity,
Π = SC), die verlangt, dass der Übertragungsgraph stark zusammenhängend
ist. Sie erlaubt es jeder Station mit jeder anderen zu kommunizieren. Zum Zwei-
ten die Bedingung Broadcast (Π = Bro) die besagt, dass der Übertragungsgraph
zu einer gegebenen Quelle s einen gerichteten Spannbaum mit Wurzel s enthal-
ten soll. Dadurch ist wenigstens s in der Lage eine Nachricht an alle anderen
Stationen zu senden. Das hier betrachtete Problem ist ein Broadcast-Problem
beschränkt auf die Ebene.

Problem 1.2 (Energy Efficient Broadcast Tree (EEBT)). Sei S eine
Menge von Stationen, dargestellt durch Punkte in der euklidischen Ebene. Sei
insbesondere dist(u, v) der euklidische Abstand von u und v. Eine der Stationen
sei die Quellstation s. Finde einen Graphen G, der power(G) minimiert und
einen gerichteten Spannbaum mit Wurzel s enthält.

Das EEBT Problem ist NP-schwer [5, 4]. Es wurde außerdem schon gezeigt,
dass es für beliebige Distanzfunktionen keinen logarithmischen Approxiations-
faktor gibt, es sei denn P = NP [11]. Es folgt der beste bekannte Approximati-
onsalgorithmus für das EEBT Problem.

Algorithmus 1.1 (MSTALG). Gegeben sei eine Menge von Punkten in der
euklidischen Ebene, die die Stationen darstellen, sowie eine markierte Quell-
station. Der Algorithmus berechnet zuerst einen euklidischen minimalen Spann-
baum (EMST) der gegebenen Punkte aus S. Dann wird der EMST gerichtet, so
dass von der Quellstation aus alle anderen Stationen erreicht werden können.

Satz 1.1. Sei S eine Menge von Punkten auf dem Einheitskreis die den Ur-
sprung enthält. Seien e1, e2, ..., e|S|−1 die Kanten des EMST von S. Dann
gilt

µ(S) :=
|S|−1∑
i=1

|ei|2 ≤ 6.

Satz 1.1 ist die zentrale Aussage dieser Arbeit. Zusammen mit dem folgenden
Lemma 1.1 beweist sie, dass MSTALG ein 6-Approximationsalgorithmus ist.

Lemma 1.1. Eine obere Schranke für µ(S) impliziert die selbe Schranke für
die Approximationsgüte von MSTALG für α ≥ 2.

Dafür werden zunächst tot(G) und mst(S) definiert:
Da power(G) als Summe über die längsten Kanten jeder Station definiert ist,
stellt

tot(G) :=
∑
i∈S

∑
j∈ΓG(i)

‖ij‖α

eine einfache obere Schranke für power(G) dar. Man summiert also über alle
Kanten nicht nur über die Längsten um tot(G) zu erhalten. Nun wird zu einer
Menge S von Stationen mst(S) := tot(G) definiert, wobei G der Graph ist den
MSTALG für S liefert. Es gilt also für α = 2

mst(T ) = tot(MSTALG(T )) = µ(T ).
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Nun kann man die Approximationsgüte beschränken durch Finden einer Schran-
ke für

max
S

mst(S)
opt(S)

, (1)

wenn opt(S) die optimale Reichweitenzuweisung für die Menge S ist. Der Beweis
wird über Konstruktion eines Spezialfalles geführt.

Lemma 1.2. Eine der Mengen S, die Gleichung 1 maximieren, ist so verteilt,
dass die Quellstation alle anderen Stationen abdeckt. Es haben also alle anderen
Stationen Reichweite 0.

Beweis. Sei S eine beliebige Instanz, die Gleichung 1 maximiert und sei Ĝ der
optimale Kommunikationsgraph für S, und ΓĜ(v) wieder die Nachbarschaft von
v in Ĝ, diesmal inklusive v selbst. Es gilt offenbar

mst(S) ≤
∑
v∈S

mst(ΓĜ(v)),

da letzteres einen aufspannenden Graphen bildet und mst(S) der kleinste davon
ist. Weiter gilt:

mst(S)
opt(S)

=
mst(S)
power(Ĝ)

≤
∑
v∈Smst(ΓĜ(v))∑
v∈S rĜ(v)α

≤ max
v∈S

mst(ΓĜ(v))
rĜ(v)α

Eine Station v̂, die den Bruch ganz rechts maximiert, ist natürlich auch eine
Schranke für Gleichung 1. Außerdem sendet in der optimalen Lösung für ΓĜ(v̂)
die Quelle direkt an alle anderen Stationen, schließlich wurde nur die Nachbar-
schaft von v̂ im - als optimal angenommenen - Ĝ betrachtet.

Damit zeigen wir nun Lemma 1.1.

Beweis. Betrachtet man einen worst-case ΓĜ(v̂) wie in Lemma 1.2. Sei T eine
Instanz, die man erhält, indem man ΓĜ(v̂) transformiert, sodass anschließend v̂
im Ursprung liegt und die am weitesten entfernte Station den Abstand 1 hat.
Nun gilt zum einen opt(T ) = 1 und wie eingangs erwähnt für α = 2 auch
mst(T ) = µ(T ) und daraus folgt

µ(T ) =
mst(T )
opt(T )

=
mst(ΓĜ(v̂))
opt(ΓĜ(v̂))

.

Eine obere Schranke für µ(T ) bedeutet also tatsächlich eine obere Schranke
für MSTALG. Für α ≥ 2 gilt sogar µ(T ) ≥ mst(T )/opt(T ), weil opt(T ) = 1
für alle α gilt und mst(T ) mit wachsendem α abnimmt, da alle MST Kanten
maximal die Länge 1 haben.

Bereits bekannt aus [5] ist, dass MSTALG für α < 2 keine konstante Ap-
proximationsgüte hat.
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2 Rückblick

2.1 Obere Schranke

Durch die Reduktion auf eine obere Schranke von µ(S) können bereits Untersu-
chungsergebnisse von Gilbert und Pollack [10] von 1968 herangezogen werden,
in denen eine Schranke von 8π/

√
3 gezeigt wurde. Seitdem wurden die Schran-

ken mehrfach verbessert unter anderem in einem Artikel von Wan et al. [22].
In diesem Artikel wurde eine Schranke von 12.15 gezeigt, für die der Beweis
nachfolgend kurz skizziert werden soll. Die Kosten für jede Kante e des MST
werden durch eine Raute wie in Abbildung 1 links unten dargestellt. Jede Raute
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Figure 1: Proof idea of previous bounds.

Similar bounds can be obtained using diametral discs (µ(S) ≤ 40) or half discs (µ(S) ≤ 20) [3].

In both cases, one has to give an upper bound on the area generated by these shapes. In the case of

diametral discs, this is done using the fact in any point, at most five diametral discs can intersect. This

gives only a very crude bound, which leads too a very crude bound on µ(S). On the other hand, open

half discs do not intersect. But since they are smaller than diamonds, the bound provided by them is

worse.

Concerning lower bounds on µ(S), there is a point set S that attains µ(S) = 6. It is a regular

6-gone with one point in the middle. A lower bound on the approximation ratio of ALG is shown in

Figure 2. The length of the edges of the MST shown in Figure 2 are ε and 1−ε, respectively. We have

opt(S) = 1 and power(G) = ε2 + 6 · (1− ε)2. Hence for ε → ∞, the ratio between the two becomes

6. This lower bound holds for all values of α. Our analysis will give a matching upper bound for this

lower bound for α ≥ 2. In the appendix it is shown that for α < 2, ALG does not have a constant

approximation ratio.

Figure 2: A worst case example for ALG.

Abbildung 1: Skizze zu älteren Beweisen

besteht aus einem gleichseitigen Dreieck auf jeder Seite der Kante. Der Winkel
in der Spitze der Dreiecke beträgt jeweils 2

3π. Die Fläche einer Raute an einer
Kante e ist demnach λ · |e|2, mit λ =

√
3/6. Es lässt sich leicht zeigen, dass sich

die Rauten nicht überschneiden, und dass die maximale Fläche durch die Figur
in Abbildung 1 rechts gegeben ist. Diese Fläche beträgt genau 12.15λ. Es folgt
sofort µ(S) ≤ 12.15λ/λ = 12.15. Ein ähnlicher Beweis lässt sich mit den Figuren
in Abbildung 1 links oben führen, die sich ergebenden Schranken sind allerdings
schlechter. So ergibt sich für Kreise mit Durchmesser einer Kantenlänge, dass
sich maximal 5 Kreise auf einmal schneiden und daraus eine Schranke von 40.
Für Kreise mit halber Kantenlänge Durchmesser lässt sich zeigen, dass es keine
Überschneidungen gibt, aber nur eine Schranke von 20 resultiert.

2.2 Untere Schranke

Folgendes Beispiel zeigt auch, dass µ(S) ≥ 6. Betrachtet man Abbildung 2 und
nimmt an, dass die 6 Stationen auf dem inneren Kreis je einen Abstand von ε
zur Quelle im Zentrum haben und die Äußeren den maximalen Abstand von eins
so ergibt sich folgendes. Der ideale Fall wäre wenn nur die Station im Zentrum
sendet und die anderen nicht, das bedeutet opt(S) = 1. Durch den MST ergibt
sich allerdings power(G) = ε2 + 6 · (1− ε)2. Für ε → 0 geht das Verhältnis der
beiden Werte gegen 6.
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3 Beweis von Satz 1.1

Für den Beweis von Satz 1.1 sollen die Kantenkosten nun durch zwei gleich-
seitige Dreiecke, wie in Abbildung 3 links repräsentiert werden. Anschließend
wird gezeigt, dass diese Fläche durch die konvexe Hülle der Stationen plus eine
Menge von gleichseitigen Dreiecken auf deren Rand (zu sehen in Abbildung 3
Mitte) beschränkt wird. Dann bleibt nur noch zu zeigen, dass diese Fläche durch
die Figur in Abbildung 3 rechts maximiert wird und dass es sich dabei um 6λ
handelt.
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3 The Main Idea of the Proof of Theorem 3

Among the shapes that do not intersect, diamonds seem to be the best possible geometric shape for

this kind of analysis. For a better bound, we need to use larger shapes and we need to deal with the

intersection of the shapes more accurately than before. The shapes used for the new bound are pairs

of equilateral triangles, one on each side of the MST edges. As depicted in Figure 3, the equilateral

triangles intersect heavily. We will give a quite accurate bound on the area generated by them.

Figure 3: The total area of the equilateral triangles on the left is bounded by the hatched area in the middle. The

point set that maximizes the hatched area is the star shown on the right.

A high level description of the proof of our bound is the following. Consider a point set S with
n points. Hence, the MST will have n − 1 edges and therefore, there will be 2(n − 1) equilateral
triangles representing the cost of the MST. Let AMST be the total area generated by these triangles.

Let c be the number of edges of the convex hull of S. By triangulating S, we end up with a planar
graph G with n vertices, e edges, and f facets. Let t be the number of triangles of the triangulation.
Then the following three equations hold.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f = t + 1
3t + c = 2e

n + f − e = 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

The first one simply states that the number of facets is equal to the number of triangles plus the

infinite facet. For the second one, we add up the number of edges of all facets. For triangles, this is

3, whereas for the infinite facet, it is c. Since every edge is part of exactly two facets, this sums up to
2e. The last equation is the Descartes-Euler polyhedral formula [15]. If we solve the system for t, we
obtain t = 2(n−1)−c. Hence, if we add c equilateral triangles along the convex hull of S as depicted
in the center of Figure 3, the number of triangles becomes equal to the number of triangles generated

Abbildung 3: Beweisskizze für die Schranke von 6. Die Flächen der Figuren
werden von links nach rechts größer.

3.1 Notation

Zunächst müssen noch einige Bezeichnungen zur späteren Benutzung eingeführt
werden.

Definition 3.1 (Dreiecksfläche). Die Fläche eines gleichseitigen Dreiecks mit
Seitenlänge s wird durch ∆(s) repräsentiert. ∆(a, b, c) sei die Fläche eines Drei-
ecks mit Seitenlängen a, b und c.

Definition 3.2 (Halbkanten). Eine Kante lässt sich der Länge nach in zwei
Halbkanten teilen. Von diesen Halbkanten ist jede nur zu einer Facette inzident
aber die inzidenten Knoten sind dieselben.
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Definition 3.3 (Hypothenuse). Die längste Seite eines stumpfwinkligen Drei-
ecks nennen wir im weiteren Hypothenuse. Es sei darauf hingewiesen, dass dies
nicht der üblichen Definition entspricht.

Definition 3.4 (Gegenüberliegender Winkel). Betrachte die beiden zu einer
Kante e inzidenten Dreiecke. Seien α, β die beiden e gegenüberliegenden Winkel
in den Dreiecken. Dann nennen wir α den gegenüberliegenden Winkel von β.

Definition 3.5 (Tasche). Betrachte die Delaunay-Triangulation von S und den
MST von S. Es ist bekannt, dass die MST Kanten auch teil der Delaunay-
Triangulation sind. Zu einer Kante e der Triangulation heißt der dadurch auf
dem MST induzierte Kreis und sein Inneres Tasche. Die Triangulationsdreie-
cke in einer Tasche heissen Taschendreiecke. Die Taschenfläche sei die Summe
der Flächen der Taschendreiecke. Die Kante e heisst Tür der Tasche. Die MST-
Kanten des Kreises heissen Grenzkanten außerdem heissen Kanten im Inneren,

”innere Kanten“. Ist e selbst Teil des MST, so bezeichnen wir die Tasche als

”leer“. Ist das eindeutige Taschendreieck zu dem die Tür inzident ist stumpf,
so nennen wir die Tasche ”Stumpfe Tasche“, analog für spitzwinklige Taschen.
Die MST-Dreiecke einer Tasche sind die gleichseitigen Dreiecke zu denjenigen
Halbkanten, die zu Taschendreiecken inzident sind. Die MST-Fläche einer Ta-
sche ist die Summe der Flächen der MST-Dreiecke in der Tasche.
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by b1. There are four inner edges. Note that the inner edges have two MST triangles attached, one for

each half edge, whereas the border edges have only one. The area of the pocket consists of the interior

of the pocket. Because b1 is part of the MST whereas the door is not, b1 is never longer then the door.

b1 b1

Figure 4: A pocket with its MST triangles on the left and the pocket triangles on the right. Note that there are

22 MST triangles and 21 pocket triangles.

Lemma 6 In a acute pocket with largest border edge b, the difference between MST-area and pocket
area is bounded by!(‖b‖).

The proof of Lemma 6 is quite complicated. We therefore only give a sketch of it towards the end

of this section. The full proof is given in the appendix. Using this lemma, one can prove Lemma 7.

Due to lack to space, its proof is also given in the appendix. Lemma 7 in turn leads directly to the

proof of Theorem 3.

Lemma 7 Consider a pocket formed by an edge e. Then its MST-area can be bounded by the area of
the pocket plus the area of a set of equilateral triangles whose side lengths are bounded by 1 and add
up to ‖e‖.

Proof of Theorem 3. Consider the pockets whose doors are the edges of the convex hull of S. The
sum of the MST areas of all these pockets is equal the total MST-area generated by S. Using Lemma 7,
we can conclude that the total MST area is bounded by the area of a so-called sun. A sun is defined

by a convex set T from the unit disc, with the additional property that all edges of the convex hull are
bounded by 1. The area of a sun is the convex hull of T plus, for each edge e of the convex hull of
T , the area of an equilateral triangle with side length ‖e‖.

Observe that the MST area of S is µ(S) ·
√

3/2. Hence we just need to prove that the area of a
sun is bounded by 6

√
3/2, which is exactly the area of a sun produced by a regular hexagon.

A point set T maximizing the area of its sun has all points on the unit circle. This holds since by

moving a point towards the unit circle, the area of the sun increases. The area of a sun with all points

on the unit circle can be partitioned as indicated in Figure 5(a). Each part consists of the triangle

Abbildung 4: Eine Tasche, links mit MST-Dreiecken rechts mit Taschendreie-
cken.

Abbildung 4 zeigt eine Tasche. Die Tür ist die gestrichelte Kante. Die Grenze
sind die Kanten des MST, die die beiden Enden der Tür verbinden. Die längste
hiervon ist mit b1 bezeichnet. Es gibt 4 innere Kanten. Es ist zu beachten, dass
die inneren Kanten jeweils zwei anliegende MST-Dreiecke haben, die Grenzkan-
ten hingegen nur eines. Da b1 teil des MST ist, aber die Tür nicht kann b1
niemals länger sein als die Tür.

3.2 Hilfssätze

Lemma 3.1. In einer spitzwinkligen Tasche mit längster Grenzkante b ist die
Differenz zwischen MST-Fläche und Taschenfläche durch ∆(|b|) beschränkt.

Da der Beweis dieses Lemmas sehr komplex ist, wird nur in Abschnitt 4 eine
Skizze angegeben.

Mit Lemma 3.1 lässt sich dann Lemma 3.2 zeigen, auch dieser Beweis sei
hier weggelassen.
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Lemma 3.2. Betrachtet man eine zu einer Kante e gehörige Tasche, so gilt fol-
gendes. Die MST-Fläche ist beschränkt durch die Taschenfläche plus die Fläche
einer Menge von gleichseitigen Dreiecken deren Seitenlängen durch 1 beschränkt
sind und sich zu |e| addieren.

3.3 Beweis

Mit Lemma 3.2 lässt sich nun leicht Satz 1.1 zeigen. Betrachtet man die Taschen
deren Türen die Kanten der konvexen Hülle einer Menge von Stationen S sind,
so ist die Summe der MST-Fläche dieser Taschen die gesamte MST-Fläche von
S. Aus Lemma 3.2 folgt dann direkt, dass die MST-Fläche durch die Fläche
einer ”Sonne“ beschränkt wird. Eine Sonne ist definierte durch eine konvexe
Menge T auf dem Einheitskreis mit der zusätzlichen Einschränkung, dass die
maximale Kantenlänge 1 beträgt. Die Fläche einer Sonne ist definiert als die
konvexe Hülle von T, sowie für jede Kante e der konvexen Hülle, die Fläche
eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlänge |e| (siehe Abbildung 5).
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formed by the origin and an edge of the convex hull, plus the corresponding equilateral triangle. The

area of each part can be expressed in terms of the angle ρ the first triangle forms at the origin. It is

f(ρ) := sin
(ρ
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√
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=
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3 · sin

(ρ
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Because we assumed that the edges of the convex hull are bounded by 1, the angle ρ must be
between 0 and π

3 . Note that f(π
3 ) =

√
3/2. In order to prove that the sun area is maximized by

a regular hexagon, observe from Figure 5(b) that f(ρ)/ρ, restricted to the range 0 ≤ ρ ≤ π
3 , is

maximized for ρ = π
3 . !

In the remainder of this section, we describe the main ideas of the proof of Lemma 6.

Lemma 8 In a pocket, the number of MST-triangles exceeds the number of pocket triangles by one.

Proof. Let n, e, b, t, be the number of nodes, edges, border edges (not including the door), and
pocket triangles of a pocket. Let us first count the MST triangles. Since the edges of a pocket form

a tree, there are n − 1 edges of the MST involved in the pocket. Each border edge produces one
MST triangle, whereas each inner edges produces two. Therefore their number is 2n − 2 − b. Let us
now count the pocket triangles. The Descartes-Euler polyhedral formula gives n + (t + 1) − e = 2,
where the additional 1 is the face outside the pocket. By double counting the half edges, we obtain
2e = 3t + (b + 1). Here, the additional 1 stands for the door of the pocket. Solving for t, we get that
the number of pocket triangles is t = 2n − 2 − b − 1. !

The extended pocket area (EP-area) of a pocket is defined as the area of the pocket triangles plus

an additional equilateral triangle with side length b, where b is the longest border edge of the pocket.

Abbildung 5: Eine ”Sonne“

Da µ(S) eine Summe von Quadraten über den Kanten des EMST ist und
die MST-Fläche eine Summe von gleichseitigen Dreiecken gilt, µ(S) ·

√
3

2 ist die
MST-Fläche von S. Es bleibt also noch zu zeigen, dass die Fläche einer Sonne
höchstens 6

√
3

2 beträgt.

Beweis. Eine Punktmenge, die die Fläche einer Sonne maximiert, hat alle Punk-
te auf dem Einheitskreis, da man leicht sieht, dass die Fläche bei Bewegung eines
Punktes zum Ursprung kleiner wird. Teilt man die Fläche einer Sonne ein wie
in Abbildung 5, so erhält man verschiedene Teile die je aus einem Dreieck vom
Ursprung zur konvexen Hülle und einem gleichseitigen Dreieck außen bestehen.
Die Fläche eines Teiles in abhängigkeit des Winkels ρ am Ursprung ergibt sich
zu

f(ρ) := sin
(ρ

2

)(
cos
(ρ

2

)
+ 2 · sin

(ρ
2

) √3
2

)
=

1
2
sin(ρ) +

√
3 · sin

(ρ
2

)2

Aufgrund der Annahme, dass die Kanten der konvexen Hülle maximale
Länge von 1 haben, ist ρ auf 0 bis π

3 beschränkt. Wie man in Abbildung 6
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sieht wird die Fläche der Sonne für ρ = π
3 maximal. Bei diesem Winkel ergibt

sich eine Gesamtfläche von genau 6
√

3
2 .

Technical Report No. IDSIA-22-04 9

ρ

Figure 5(a): A sun.
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Figure 5(b): f(ρ) =
1

2
sin(ρ)+

√

3sin( 1

2
ρ)2

ρ

formed by the origin and an edge of the convex hull, plus the corresponding equilateral triangle. The

area of each part can be expressed in terms of the angle ρ the first triangle forms at the origin. It is

f(ρ) := sin
(ρ

2

)

(

cos
(ρ

2

)

+ 2 · sin
(ρ

2

)

√
3

2

)

=
1

2
sin(ρ) +

√
3 · sin

(ρ

2

)2
.

Because we assumed that the edges of the convex hull are bounded by 1, the angle ρ must be
between 0 and π

3 . Note that f(π
3 ) =

√
3/2. In order to prove that the sun area is maximized by

a regular hexagon, observe from Figure 5(b) that f(ρ)/ρ, restricted to the range 0 ≤ ρ ≤ π
3 , is

maximized for ρ = π
3 . !

In the remainder of this section, we describe the main ideas of the proof of Lemma 6.

Lemma 8 In a pocket, the number of MST-triangles exceeds the number of pocket triangles by one.

Proof. Let n, e, b, t, be the number of nodes, edges, border edges (not including the door), and
pocket triangles of a pocket. Let us first count the MST triangles. Since the edges of a pocket form

a tree, there are n − 1 edges of the MST involved in the pocket. Each border edge produces one
MST triangle, whereas each inner edges produces two. Therefore their number is 2n − 2 − b. Let us
now count the pocket triangles. The Descartes-Euler polyhedral formula gives n + (t + 1) − e = 2,
where the additional 1 is the face outside the pocket. By double counting the half edges, we obtain
2e = 3t + (b + 1). Here, the additional 1 stands for the door of the pocket. Solving for t, we get that
the number of pocket triangles is t = 2n − 2 − b − 1. !

The extended pocket area (EP-area) of a pocket is defined as the area of the pocket triangles plus

an additional equilateral triangle with side length b, where b is the longest border edge of the pocket.

Abbildung 6: Eine Sonne und die grau unterlegte Fläche in Abhängigkeit vom
markierten Winkel ρ.

4 Beweis von Lemma 3.1

Lemma 4.1. Die MST-Dreiecke einer Tasche sind genau eines mehr als Ta-
schendreiecke.

Beweis. Seien n, e, b, t die Anzahl der Knoten, Kanten, Grenzkanten (ohne die
Tür) und Taschendreiecke einer Tasche. Die MST-Kanten bilden einen Baum,
ihre Anzahl beträgt also n − 1. An jeder Grenzkante hängt ein MST-Dreieck,
an jedere inneren Kante zwei, insgesamt hat man also 2n − 2 − b. Für die Ta-
schendreiecke betrachten wir die Euler-Formel n + (t + 1) − e = 2, wobei die
zusätzliche 1 für die äußere Facette steht. Zählt man die Kanten an jedem Drei-
eck und auf dem Rand kommt man auf 2e = 3t+(b+1). Aufgelöst nach t ergibt
das t = 2n− 2− b− 1.

Definition 4.1 (Erweiterte Taschenfläche). Die erweiterte Taschenfläche (ET)
is die Fläche der Taschendreiecke plus der Fläche eines gleichseitigen Dreiecks
mit Seitenlänge b. b ist die Länge der längste Grenzkante. Dieses zusätzliche
Dreieck heisst Türdreieck. Die Netto-Fläche einer Tasche ist definiert als die
erweiterte Fläche minus die MST-Fläche.

Mit dieser Definition lässt sich Lemma 3.1 nun neu formulieren:

Lemma 3.1 (umformuliert). Die Netto-Fläche einer spitzwinkligen Tasche ist
nicht-negativ.

Sei V ⊆ S die Menge der Knoten in bzw. an der Tasche, G = (V,E) der
gewichtete Graph mit allen Kanten der Triangulation. Das Gewicht einer Kante
e = uv, u, v ∈ S bezeichne w(e) und es gelte w(e) = |uv|. Da die erweiterte
Taschenfläche, MST-Fläche und Netto-Fläche nur Summen von Dreiecksflächen
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sind können sie mit der heronischen Formel [23]

∆(a, b, c) =
1
4

√
−a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2

in Abhängigkeit des gewichteten Graphen G angegeben werden.

Lemma 4.2. Sei G′ ein Graph den man aus G erhält, indem man alle Gewichte
auf denselben Wert setzt, dann ist die Netto-Fläche von G′ gleich 0.

Beweis. Sind alle Gewichte in G′ gleich, dann sind alle Dreiecke gleichseitig und
haben die selbe Seitenlänge. Nach Lemma 4.1 sind gleich viele Dreiecke in der
erweiterten Taschenfläche und der MST-Fläche, die Fläche ist also gleich.

Es soll nun ein Algorithmus definiert werden, der G in einen Graphen um-
wandelt, in dem alle Kanten das gleiche Gewicht haben, ohne die Struktur des
Graphen zu verändern. Dabei soll die Netto-Fläche von G ständig abnehmen,
was zusammen mit Lemma 4.2 beweist, dass die Netto-Fläche von G nicht-
negativ ist.

Seien wmin und wmax die Länge der längsten bzw. kürzesten Kante in G.
Der Algorithmus wird durch eine Menge von Graphen G(m), m ∈ R, wmin ≤
m ≤ wmax bestimmt. Er beginnt mit G(wmax) und endet mit G(wmin) in dem
dann alle Gewichte wmin betragen.

Wegen der hohen Komplexität wird der Beweis hier nur für den Sonderfall,
dass alle Taschen in G spitzwinklig sind, geführt. Der Algorithmus lässt sich
dann folgendermaßen beschreiben: Seien w(e) und wm(e) das Gewicht von e
in G und G(m), dann gilt wm(e) = min(m,w(e)). Es werden also in jedem
Schritt die Gewichte der schwersten Kanten verringert bis alle Kanten das selbe
Gewicht haben. Da nur die maximalen Gewichte verringert werden, bleibt der
MST von G in allen G(m) gültig.

Um zu zeigen, dass die Netto-Fläche tatsächlich abnimmt, betrachten wir die
folgend definierten Ketten (vgl. Abbildung 7). Betrachte einen Graphen G(m)
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be the set of these triangles. The vertices of degree one represent the maximal MST half edges in

G(m). Let D1 be the set of their corresponding MST-triangles. The area of the triangles in D1 and

D3 decreases in the same way. Hence, the decrease of all but two triangles fromD1 is made up by the

triangles in D3. To complete the proof, one can show that the decrease of the border triangles of the

chain makes up for the decrease of the remaining two maximal MST triangles. Due to lack of space,

we skip this proof here.

For case (ii), assume that the door triangle belongs to Q′. Apply the edge splitting of the previous

case to Q′. This time, remove all the leafs adjacent to vertex representing the door triangle. We can

do the same analysis as in the previous case to find that if the number of leafs in Q′ is d1, then the

number of degree three vertices is d3 = d1 − 2. But this time, one of the leafs is the door triangle,
which is an equilateral triangle with side length m. Hence there are as many half edges as equilateral
triangles. Hence, if m decreases, the MST-area of the chain decreases at least as much as the area of

the chain.

Figure 5: Two chains in a graphG plus the door triangle. During the process, the chain on the left appears when

there are two maximal MST edges, whereas the one on the right appears when there are three maximal MST

edges. The maximal edges are the thick MST edges.
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Abbildung 7: Zwei Beispiele für Ketten, links ohne verringerte Grenzkante und
Türdreieck, rechts mit

für festes m. Eine Kette ist definiert über einen Graphen Q. Die Knoten in
Q sind die Dreiecke in G(m) und das Türdreieck. Jede maximale MST-Kante
e in G(m) führt zu folgenden Kanten in Q: Durch das Entfernen von e wird
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der MST zweigeteilt. Sei R(e) der Ring aus Dreiecken der die beiden Bäume
teilt. Zwischen alle adjazenten Dreicke in R(e) fügen wir Kanten in Q ein. Ist e
eine Grenzkante, so enthält R(e) das Türdreieck (vgl. Abbildung 7 rechts). Eine
Kette ist nun definiert als Zusammenhangskomponente von Q.

Sei Q′ eine Kette. Die Fläche von Q′ ist definiert als Summe aller Dreiecke
von Q′. Die MST-Fläche ist die Summe der MST-Dreiecke an den Halbkanten
die, die Dreiecke vonQ′ begrenzen. Die Netto-Fläche vonQ′ ist wieder die Fläche
ohne die MST-Fläche. Da die Netto-Fläche einer Tasche die Summe der Netto-
Flächen ihrer Ketten ist, genügt es zu zeigen, dass die Netto-Flächen der Ketten
ständig abnehmen. Da nur MST-Kanten maximalen Gewichts abnehmen, tun
dies auch nur daran anliegende sog. maximale MST-Dreiecke. Im folgenden wird
gezeigt, dass die Verringerung der Kettenfläche diese Abnahme ausgleicht.

Für Ketten mit nur einem Dreieck und ohne maximale MST-Dreiecke ist
dies offensichtlich, für Ketten mit maximalen MST-Dreiecken betrachten wir
zwei Fälle.

1. Fall: Das Türdreieck ist kein Teil der Kette. Die Grenze von Q′

sei der Kreis in G mit der kleinsten Fläche der alle Dreiecke von Q′ enthält.
Dreiecke die zu einer Kante dieses Kreises inzident sind heissen Grenzdreiecke
(grau unterlegt in Abbildung 7 links).

Q′ wird nun wie folgt verändert. Sei e eine maximale MST-Kante aus Q′

mit inzidenten Dreiecken q1 und q2. Es werden zwei neue Knoten h1, h2 für die
Halbkanten von e eingefügt. Die Kante q1q2 wird durch zwei Kanten q1h1 und
q2h2 ersetzt. Wendet man dies auf alle maximalen MST-Kanten an wird Q′ zu
einem Baum.

Sei di die Anzahl von Knoten mit Grad i in Q′, n die Anzahl der Knoten und
e die Anzahl der Kanten. Es gilt e = n− 1 da Q′ nun ein Baum ist. Außerdem
ist klar n = d1 + d2 + d3, da ein Dreieck zu maximal 3 anderen adjazent sein
kann, sowie 2e = 3d3 + 2d2 + d1 durch zählen. Durch Umformen erhält man
daraus d3 = d1 − 2.

Die Knoten vom Grad 3 repräsentieren gleichseitige Dreiecke mit Seitenlänge
m in G(m). Sei diese Menge D3. Knoten vom Grad 1 repräsentieren die maxima-
len MST-Halbkanten in G(m). Sei die Menge der dazugehörigen MST-Dreiecke
D1. Die Flächen der Dreiecke in D1 und D3 nehmen gleichermaßen ab. Für alle,
bis auf zwei Dreiecke aus D1 wird die Verminderung also durch D3 ausgegli-
chen. Es lässt sich zeigen, dass die Verminderung der übrigen beiden Dreiecke
durch die Grenzdreiecke ausgeglichen wird. Aus Platzgründen wird dies hier
nicht mehr bewiesen.

2. Fall: Q′ enthält das Türdreieck. Die Kanten werden wie im vorherge-
henden Fall in Halbkanten geteilt. Jetzt werden alle Blätter, die zu Knoten des
Türdreiecks adjazent sind, entfernt. Mit derselben Methode wie im 1. Fall erhält
man, für d1 wieder Anzahl der Blätter in Q′, insgesamt d3 = d1−2 Knoten vom
Grad 3. Jedoch ist jetzt eines der Blätter das Türdreieck, also ein gleichseitiges
Dreieck mit Seitenlänge m. Es gibt also genausoviele Halbkanten wie gleichsei-
tige Dreiecke. Wird also m verringert, so verringert sich die MST-Fläche der
Kette mindestens so stark wie die Fläche der Kette.
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