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1 Einleitung

Das Fiarbeproblem, also das Farben eines Graphen mit mdéglichst wenig Farben, so dass
keine zwei benachbarten Knoten gleich gefiarbt sind, ist schon im ,normalen” sequentiellen
Fall NP-schwer. Da man fiir den verteilten Fall keine bessere Lésung erwarten kann, ist
es nicht zu erwarten, dass man schnell eine minimale Lésung des Féarbeproblems erreicht.
Diese Ausarbeitung fokussiert sich auf die Betrachtung der theoretischen Leistungsfi-
higkeit von Algorithmen, die nur ein einziges mal ihre eigene Farbe den Nachbarknoten
iibermitteln und mit Hilfe der empfangenen Farben der Nachbarknoten eine neue Farbe
wihlen. Es geht hier also um Algorithmen, die einen sehr geringen Kommunikationsauf-
wand haben um eine Reduktion von Farben eines Graphen zu erreichen. Es wird weniger
Wert auf die Angabe konkreter und auch praktikabler Verfahren gelegt, als auf theore-
tische Aspekte des verteilten Farben. Fiir ein besseres Verstéindnis wird im Verlauf ein
spezieller Graph, der Neighborhood Graph, eingefithrt mit dem man das Potential von
bestimmten Férbe-Algorithmen beurteilen kann. Auferdem wird untersucht werden in-
wieweit eine iterative Anwendung von One Round Algorithmen die Anzahl der Farben
verringert.

Im praktischen Bereich kénnten die Farben Timeslots reprisentieren in denen drahtlose
kommunizierende Sensoren Daten versenden diirfen. Bei einer giiltigen Farbung senden
dann auf keinen Fall direkt benachbarte Knoten Daten zur gleichen Zeit; so kdnnen di-
rekte Kollisionen von iiber Funk iibermittelte Daten vermieden werden.



2 Das Farbeproblem

2.1 Grundlagen

Zunéchst folgen ein paar grundlegende Definitionen, die bei der Betrachtung des Farbe-
problems relevant sind.

Definition 2.1 ( Giiltige k-Fdrbung)

Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E). Eine giiltige k-Farbung ist eine Abbil-
dung v :V — {1,--- ,k} mit V(u,v) € E : v(u) # v(v)

Eine giiltige Férbung weist also allen Knoten eines Graphen eine bestimmte Farbe zu, so
dass keine adjazenten Knoten gleich eingefirbt sind. Fiir eine bessere Handhabung der
Farben werden sie durch ganze Zahlen reprisentiert.
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Abbildung 2.1: Giiltige 3-Farbung Abbildung 2.2: Giiltige 2-Farbung

In Abbildung 2.1 und Abbildung 2.2 ist ein ungerichteter Graph G gegeben. Die Fir-
bung von G in Abbildung 2.1 ist eine giiltige 3-Férbung, da keine zwei adjazente Knoten
gleich geférbt sind und nur drei Farben verwendet werden. Dagegen ist in Abb. 2.2 eine
giiltige 2-Farbung des gleichen Graphen dargestellt. Diese Farbung stellt eine minimal-
giiltige Farbung dar.

Die Suche nach einer minimalen giiltigen Farbung wird eines Graphen wird als Farbe-
problem bezeichnet.
Definition 2.2 (Das Fdrbeproblem)
Gegeben: Ein Graph G = (V, E)
Gesucht: Eine giiltige k-Farbung, wobei k minimal ist.




Die Anzahl an Farben, die mindestens bend6tigt werden, um einen Graphen giiltig zu
farben wird als ,chromatische Zahl“ bezeichnet.

Definition 2.3 (Die chromatische Zahl x)

Die chromatische Zahl x(G) eines Graphen G ist die kleinste Anzahl an verschiedenen
Farben, die benétigt wird um den Graph giiltig zu firben.

Bereits 1972 wurde von Karp gezeigt, dass das Finden der chromatischen Zahl eines
Graphen G ein NP-schweres Problem darstellt [1]. Das heift, falls NP # P gilt, gibt es
keinen deterministischen Algorithmus mit polynomialer Laufzeit der das Problem korrekt
16st.

Auferdem kann eine obere Schranke fiir x(G) fiir einen beliebigen Graphen G angege-
ben werden. Dazu wird folgende Definition bendtigt.

Definition 2.4 (Der mazimale Grad eines Graphen A)

Der maximale Grad, eines ungerichteten Graphen G = (V, E) ist A := max{Grad(v)|v €
V'}. Dabei ist der Grad eines Knoten die Anzahl der Kanten die diesen Knoten mit
einem anderen verbinden.
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Abbildung 2.3:

Der griin markierte Knoten in Abbildung 2.3 ist durch die drei ebenfalls griin markier-
ten Kanten mit anderen Knoten verbunden. Da kein Knoten mit mehr als drei weiteren
Knoten verbunden ist, gilt fiir das gegebene Beispiel A = 3.

Es kann gezeigt werden, dass x(G) < A + 1 und es gibt Graphen mit x(G) = A + 1.
Ersteres gilt, denn durch einfaches sukzessives Farben mit der niedrigsten méglichen
Farbe werden hochstens A 4+ 1 Farben benotigt. Letzteres gilt in vollstdndigen Graphen.



2.2 Alternative Betrachtungsweisen des Farbeproblems

2.2.1 Maximum Independent Set

Das Férbeproblen und die Suche nach einem Mazimum Independet Sets sind zwei ver-
wandte Probleme.
Definition 2.5 (Independent Set)

Ein Independet Sets ist eine Menge von Knoten eines Graphen G = (V| E), bei der
keine zwei Knoten aus dieser Menge miteinander verbunden sind.

Definition 2.6 (Mazimum Independent Set)

Ein Mazimum Independent Set ist ein Independent Set maximaler Grofe.

Man kann leicht einsehen, dass die Menge der Knoten die in einer giiltigen Farbung gleich
gefarbt sind, ein Independent Set bilden.
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Abbildung 2.4: Independet Set Abbildung 2.5: Mazimum Independet Sets

Im folgenden wird gezeigt, wie man eine A + 1 Firbung eines beliebigen Graphen
G = (V, E) mit Hilfe des MIS berechnen kann.

In den Zeilen 1-7 von Algorithmus 1 wird der Graph G’ konstruiert. Dabei sind in
G’ jeweils alle Kopien eines Knoten zu einer Clique verbunden. Zwei Knoten u;, v; sind
in G’ verbunden, wenn (u,v) € F und i = j gilt. Fiir jeden Knoten v des Graphen G
kann maximal nur ein v; in einem MIS von G’ enthalten sein, da alle v; untereinander
verbunden sind. Von jedem Knoten v werden A + 1 Kopien erzeugt und jede Kopie
ist mit maximal A Knoten aus jeweils anderen Cliquen verbunden. Da in jeder Clique
héchstens ein Knoten zum MIS gehort sind hochstens A Knoten, der insgesamt A + 1
Knoten einer Clique, keine Kandidaten fiir das MIS. Es findet sich also immer wenigstens
ein Kandidat fiir ein MIS. Da ein MIS ein maximales Independent Set ist, beinhaltet es
mindestens einen Knoten aus jeder Clique. Insgesamt heifit das, dass genau ein Knoten
aus jeder Clique im MIS enthalten ist. Deshalb kann der Knoten v die Farbe ¢ annehmen.
Zwei benachbarte Knoten v und v aus G kdénnen so nicht gleich gefirbt werden, da w;



Algorithmus 1 : MIS to A + 1 coloring
Eingabe : G = (V, E)
1 Erzeuge leeren Graph G’ = (V’, E’)
2 forall v € V do
3 Erstelle A 4+ 1 Kopien von jedem Knoten v € V' (v, -+ ,va)
4 Verbinde alle Knoten v; zu einer Clique

forall (u,v) € E do

ot

6 fori=0,---,A do
7 L Fiige (uj,v;) E' hinzu
8 Berechne MIS von G’

forall v € V do
10 i« das j fiir das gilt v; ist im MIS enthalten
1| Waihle fiir den Knoten v die Farbe ¢

©

und v; fiir alle i € {1,--- A} in G’ durch eine Kante verbunden sind und damit kénnen
sie nicht beide im selben MIS enthalten sein.

2.2.2 Minimum Set Cover

Es ist moglich die Suche nach einer minimalen Farbung eines Graphen in eine Instanz
von Minimum Set Cover zu liberfiihren. Dazu zunéchst eine Erklarung was das Minimum
Set Cover Problem ist.

Definition 2.7 (Minimum Set Cover)

Sei ein Tupel (X, F') gegeben, wobei X eine endliche Menge und F' eine Familie von
Teilmengen von X ist. Gesucht ist eine Teilmenge C' C F, so dass jedes Element aus
X in C enthalten ist. Zudem soll die Teilmenge C' méglichst klein sein.

Die Umwandlung des Férbeproblems in eine Instanz von Minimum Set Cover funktio-
niert folgendermafen. Man verwendet als Menge X die Menge aller Knoten des Graphen
G = (V,FE) fiir den man eine minimale Farbung sucht. Die Menge F' besteht aus allen
Independent Sets des Graphen G. Findet man eine minimale Teilmenge an Independent
Sets so erhélt man automatisch eine giiltige minimale Férbung des Graphen G, wenn man
jedem Indepent Set eine Farbe zuweist. Alle Knoten in diesem Independent Set werden
mit der zugewiesenen Farbe eingefirbt. Sollte sich ein Knoten in mehreren Independent
Sets befinden, so wird der Knoten mit einer beliebigen Farbe, der Independet Sets geférbt,
in denen er enthalten ist.



3 Das Farbeproblem bei verteilten
Systemen

Um verteilte Systeme besser betrachten zu kénnen, wird das Standard Message Passing
Model eingefiihrt.

3.1 Standard Message Passing Model

Beim Standard Message Passing Model wird jeder Sensor (z.B. von einem ad-hoc Netz-
werks) als Knoten in einem Graphen G = (V, E) dargestellt. Benachbarte Sensoren, also
Prozessoren die direkt miteinander kommunizieren kénnen, werden in G durch Kanten
verbunden. Pro Kommunikationsrunde kann jeder Knoten mit allen direkten Nachbarn
beliebig viele Daten austauschen. Es werden beim Standard Message Passing Model kei-
ne Beschrankungen beziiglich der lokalen Berechnungen gegeben. Aufterdem wird ange-
nommen, dass alle Sensoren synchron arbeiten, also insbesondere den Algorithmus zur
gleichen Zeit starten.

3.2 One Round Algorithmen

One Round Algorithmen sind Algorithmen, die nur eine ,Kommunikations-Runde* lang
laufen. Das heifst, dass alle Knoten, nach dem Standard Message Passing Model , nur ein
einziges mal mit ihren direkten Nachbarn kommunizieren. Bei One Round Algorithmen
fiir das verteilte Farben wird im Folgenden angenommen, dass bereits vor der Ausfiihrung
des One Round -Farbealgorithmus, alle Knoten bereits giiltig gefarbt sind.

Es wird im allgemeinen Angenommen, dass alle Knoten einen einzigartigen Identifier
haben der als  Farbe* benutzt wird. Solch ein Fall wire eine giiltige Farbung, bei der
keine zwei Knoten gleich gefarbt sind. Es wird untersucht wie viele Farben mindestens
benotigt werden um einen Graph mit einem One Round Algorithmen giiltig zu firben.

Der Neighborhood Graph

Wie bereits erwéhnt, tauschen die Knoten bei One Round Algorithmen ihre eigene Farbe
mit den Nachbarknoten aus. In Abbildung 3.1 sehen wir einen Ausschnitt eines Graphens.
Die Zahl in einem Knoten entspricht der Farbe mit der der Knoten gefarbt wurde. Der



mittlere Knoten bildet nach dem Austauschen der Farben das Tupel (1,{2,3,4,5}). Der
Knoten rechts oben bildet dagegen (3, {1,--- , }). Allein auf Grundlage solch eines Tupels
trifft jeder Knoten die Entscheidung welche Farbe er annimmt. Im Folgenden wird das

Abbildung 3.1: Ausschnitt eines Beispielsgraphens

Konzept des Neighborhood Graph eingefiihrt, dass auf 3] beruht, aber in [2] fiir allge-
meine Graphen weiterentwickelt wurde. Die Idee hinter dem Neighborhood Graph ist die,
dass man aus allen moglichen Tupeln (z,T';) einen Graphen konstruiert. Dieser Graph,
Neighborhood Graph genannt, 14sst dann Riickschliisse auf die Leistungsfahigkeit von One
Round Algorithmen zu.

Definition 3.1 (Neighborhood Graph)

Seien A > 1 und m > A gegeben. Die Knoten des Neighborhood Graph N(m,A)
bestehen aus allen Paaren (z,T';), fiir die gilt, dass z € {1,--- ,m}, 'y C {1,--- ,m},
'y = Aund z ¢ T',. Zwei Knoten (z,1'), (u,I',,) sind genau dann durch eine Kante
im Neighborhood Graph verbunden, wenn x € I', und u € [';.

In Abbildung 3.2 wird der Graph N (4, 2) ohne Kanten dargestellt. Im Anhang befindet
sich derselbe Graph mit Kanten und einer verdnderten Positionierung der Knoten.

Bemerkenswert bei dieser Definition des Neighborhood Graph ist, dass das die Kon-
struktion eines Neighborhood Graph nur noch indirekt von einem Graphen G = (Viz, E¢)
abhingt. Nur der maximale Grad von G sowie die Anzahl der Farben der urspriinglichen
giiltigen m-Farbung ist fiir den Neighborhood Graph entscheidend, aber nicht mehr die
exakte Topologie. Es soll nun gezeigt werden, dass es ausreicht x(N(m,A)) zu betrach-
ten um die Leistungsfihigkeit von One Round Algorithmen zu beurteilen. Dazu wird
zunéchst gezeigt, dass es einen One Round -Algorithms gibt, mit dem man jeden giil-
tig m-gefarbten Graph mit ¢ = x(N(m,A)) Farben fiarben kann. Danach wird gezeigt,
dass es wenigstens einen giiltig m-geférbten Graph gibt, der sich nicht mit weniger als ¢
Farben in einer Runde férben ldsst.
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Abbildung 3.2: N(4, 2) ohne eingezeichnete Kanten

Lemma 3.1

Es gibt einen One Round Algorithmus, der einen beliebigen giiltig m-gefarbten Gra-
phen G = (Vg, Eg) mit maximalem Grad A, in einer Runde mit hochstens ¢ =
X(N(m,A)) Farben farbt.

Zum Beweis des Lemmas wird ein Verfahren angegeben mit dem man einen giiltig m-
gefarbten Graph in einen giiltig g-gefarbten Graph iiberfiihren kann.

Algorithmus 2 : Farbwahl
Eingabe : A) m
Sende eigen Farbe an alle Nachbarn
Speichere alle empfangenen Farben der Nachbarn in (z,T;)
Berechne Neighborhood Graph N(m,A)
Berechne minimale giiltige Féarbung von N (m, A)
if I'; < A then
L fillle T', zufallig mit Farben aus {1,--- ,m} \ {z} auf, bis I'; = A

7 Wihle als Knotenfarbe die Farbe des Knoten im Neighborhood Graph (z,I';)

(=~ S A

Beweis: In den ersten beiden Schritten tauschen die Knoten die eigene Farbe mit ihren
jeweiligen Nachbarknoten aus. Der Neighborhood Graph kann von jedem Knoten berechnet
werden, sofern m und A zur Verfiigung stehen, was hier angenommen wird. Entscheidend
sind die Schritte in den Zeilen 5-7. Sollte |I';| in einem Knoten kleiner als A sein, dann
werden per Zufall Farben aus {1,--- ,m} \ {2} ausgewihlt und zu T',, hinzugefiigt, bis |T';|
den Wert A erreicht hat. Dieser Fall tritt dann ein, wenn zwei Nachbarknoten gleich gefarbt
sind, oder wenn der Knoten v gar nicht Grad A hat. Zum Schluss wahlt der Algorithmus fiir
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den Knoten die Farbe des Knotens (z,T',,) des bereits minimal giiltig gefarbten Neighborhood
Graph aus.

Zu zeigen bleibt, dass die erhaltene g-Farbung von G auch giiltig ist.

Seien u und v zwei in G benachbarte Knoten und y und z die Farben der beiden Knoten
und v bevor Algorithmus 1 angewandt wurde. Die beiden Farben x und y miissen verschieden
sein, da zu der Graph G zunichst giiltig m-gefarbt war. Nach Anwendung der zweiten Zeile
des Algorithmus 1 hat der Knoten u das Tupel (y,I'y) mit z € I'y und der Knoten v
entsprechend (z,I';) mit y € T'; gebildet. Das bedeutet aber, dass die Knoten (y,I',) und
(z,T) im Neighborhood Graph durch eine Kante verbunden sind. Das heifit, dass nachdem
beide Knoten durch die in Schritt 4 berechne minimale giiltige Farbung, gefarbt wurde,
beide Knoten unterschiedliche Farben besitzen. Da u bzw. v die Farben von (y,T',) bzw.
(z,T,) tibernehmen, koénnen sie nicht gleich gefirbt sein.

Es folgt jetzt, dass sich jeder giiltig m-gefarbte Graph mit maximalem Grad A mit ma-
ximal ¢ = x(N(m,A)) Farben Férben lésst.

Lemma 3.2

Sei { die Menge aller giiltig m-gefdrbten Graphen mit maximalem Grad A. Fiir jeden

One-Round Algorithmus existiert ein Graph in O, der sich nicht mit weniger als ¢ =

X(N(m,A)) Farben firben lasst.

Beweis: Sei ein Anzahl an Farben ¢ < ¢ gegeben. Jeder One-Round Algorithmus weist jedem

Knoten u, abhéngig von der Menge der Farben der Nachbarknoten Iy, eine Farbe zu. Dies
entspricht einer Abbildung von den Tupeln (z,T;) in die Menge der Farben {1,--- ,t}. Man
kann sie auch als Funktion ~ auffassen, die aus der Menge der Knoten eines Neighborhood
Graph in die Menge der Farben abbildet. Wenn man den Neighborhood Graph mit Hilfe
der Funktion - mit ¢ Farben farben will, so werden mindestens zwei benachbarte Knoten
(,Tz), (y,Ty) gleich geférbt. Es lésst sich ein Graph in ¢ finden mit Knoten v und Farbe z,
dessen Nachbarn die Farben I';, haben und der verbunden ist zu einem Knoten v mit Farbe
y mit Nachbarn die mit den Farben aus I'y, geférbt sind. Der zu der Funktion  gehorende
Algorithmus wird die benachbarten Knoten u und v gleich farben. Es entsteht keine giiltige
Farbung.

Es wurde gezeigt, dass es einen Algorithmus gibt, der einen beliebigen Graphen mit Hilfe
des Neighborhood Graph mit maximal ¢ = x(IN(m, A)) Farben farben kann. Und es wurde

gezeigt, dass es zu jedem Algorithmus einen giiltig m-gefdrbten Graph mit maximalem

Grad A gibt der sich nicht mit weniger als ¢ Farben giiltig farben ldsst. Das heifit, dass
es ausreicht x(N(m, A)) zu betrachten, wenn man die Leistungsfahigkeit von One Round

Algorithmen beurteilen will.

Die Anzahl der Knoten eines Neighborhood Graph ergibt sich nach dem folgenden Lemma.

Lemma 3.3

Die Anzahl ¥ der Knoten in einem Neighborhood Graph entspricht

m—11\ m!
A AL (m—1-A)l
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Beweis: Sei eine Menge F' := {1,---,m} gegeben. Der Neighborhood Graph N(m,A) be-
steht gem&f Definition aus allen Paaren (z,T,), fiir die gilt, dass € {1,--- ,m}, T, C
{1,---,m}, Ty, = A und = ¢ T',. Das heift, dass die Menge der Knoten in N(m,A) dem
Produkt, aus der Anzahl aller Moglichkeiten I',, zu bilden und der Anzahl der verschiedenen
Moglichkeiten x zu wéhlen, entspricht.

m—1 B (m—1)! B m!
( A >’mA!~(m—1—A)!'mA!-(m—l—A)! -

3.3 Deterministische One-Round Algorithms

Zuniéchst wird eine obere Schranke fiir die maximale Farbanzahl die benétigt wird um
einen Graphen in einer Runde giiltig zu farben. Dabei ist die obere Schranke eine Ver-
besserung der besten bekannten aus [3], allerdings unterscheiden sich beide nur um einen
konstanten Faktor.

3.3.1 Obere Schranke

Fiir die Untersuchung der oberen Schranke bendtigen wir die Defintion des fractional
covering und der fractional chromatic number .

Definition 3.2 (fractional covering)

Weise jedem Independet Set S aus einem Graphen G ein Gewicht xg zu, so dass fiir
jeden Knoten gilt, dass die Summe aller Gewichte aller Independent Sets, in denen
dieser Knoten enthalten ist, mindestens 1 ist.

Definition 3.3 (fractional chromatic number)

Das kleinst mdégliche fractional covering wird als fractional chromatic number bezeich-
net.

Es wird in [2] gezeigt, dass jeder Knoten aus N(m,A) in m!/(A + 1) verschiedenen
Independent Sets der Grofke W/(A + 1). Dabei ist ¥ die Anzahl der Knoten in einem
Neighborhood Graph (s. Lemma 3.3). Auferdem wird in [2| gezeigt, dass es in einem
Neighborhood Graph genau m! Mazimum Independent Sets gibt.

Lemma 3.4
Wenn m > A, dann hat die fractional chromatic number x (N (m,A)) des Graphen
N(m,A) den Wert A +1 .

Beweis: Um ein fractional covering der Knoten zu erhalten muss fiir jeden Knoten v aus dem
Neighborhood Graph allen Independent Sets ein Gewicht x; zuweisen, so dass die Summe der
Gewichte aller Independent Sets in denen v enthalten ist mindestens 1 ist. Damit das erreicht
wird, wird jedem der m! verschiedenen Independent Sets das Gewicht x5 = (A + 1)/m!
zugewiesen. Das Erhaltene fractional covering hat die Groke m!- (A4 1)/m! = A+ 1. Da
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jeder Knoten in K/(A+1) Independent Sets enthalten ist, betrégt die Summe der Gewichte
der Independent Sets in denen ein Knoten enthalten, ist immer genau 1. Damit wurde ein
minimales fractional covering erreicht. |

Lemma 3.5

Fiir alle m > A ist x(N(m,A)) < (A+1)2(Inm + 1)

Beweis: Die chromatische Zahl eines Graphen G entspricht der Anzahl der Independent Sets
die mindestens bendtigt werden damit jeder Knoten aus G wenigstens in einem dieser Inde-
pendent Sets enthalten ist (vgl. Abschnitt 2.2.2). Also ist x(G) die Losung einer Instanz des
Problems Minimum Set Cover . Die beste Losung eines fractional covering und der besten
ganzzahligen Losung unterscheiden sich héchstens um den Faktor In(a(G)) + 1, wobei a(G)
die Grofe des grofiten Independet Sets von G ist [2]. Also gilt: x(G) < (In(a(G))+1)x((G).
Die Anzahl der Knoten in dem Neighborhood Graph N(m, A) entspricht m!/(Al(m—1—A)!).
Da das Mazimum Independet Sets von N(m,A) = ¥/(A + 1), folgt fiir a(N(m, A)):

m! 1

N mA) = R A D1 A+1
m!

T A+ (m—A—1)
m!

A+ D (m—(A+ 1))

_ m A+1
_<A+1><m

Also folgt fiir x(N(m, A)):

X(N(m, A)) < (In(a(N(m, A))) +1) - xs(N(m, A))
< (In(m®) +1) - (A +1)
=(A+1)In(m) +1)(A+1) = (A +1)*(In(m) +1/(A +1))
< (A +1)2*(In(m) +1)
Damit folgt die Behauptung. ]

Die Autoren von [2] haben sich dazu entschlossen, die etwas grofere obere Schranke
(A + 1)*(In(m) + 1) zu nutzen. Schon (A + 1)?(In(m) + 1/(A + 1)) ist eine giiltige
Abschétzung. Die Verschlechterung der oberen Grenze aus [2] ist jedoch nur geringfiigig.

3.3.2 Untere Schranke

Die grundlegende Idee fiir den Beweis der unteren Schranke fiir die Anzahl der Farben, die
von einem One Round Algorithmus mindestens benttigt werden um einen Neighborhood
Graph zu farben, beruht auf Independent Sets . Sind ¢ verschiedene Independent Sets
(S1,-++,8¢) von N(m,A) gegeben und jeder Knoten ist in wenigstens einem der .S;
enthalten, dann ist die chromatische Zahl von N(m, A) hochstens q. Was gezeigt werden
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soll ist, wenn ¢ klein genug ist, dann ist wenigstens ein Knoten in keinem Independet
Set S; vertreten, egal wie wir die Independent Sets wihlen. Dazu definieren wir zu einer
Farbe z folgendes: ®g(x) := {y| y ¢ 'y V(u,I'y) € S}, sowie ¢pg(x) := |Pg(z)|. Dabei
bezeichnet ®g(z) die Menge der Farben, die nicht in T, fiir alle (u,T,) € S, auftreten
und ¢g(x) bezeichnet die Anzahl dieser Farben. Wir wollen zeigen, dass fiir ein ¢, das
klein genug ist, es A + 1 Farben x,y1,--- ,ya gibt, so dass fiir eine beliebige Wahl von
den Independent Sets S1,---,Sq gilt:

VZG{L 7q}7 3]6{17 7A}y]€(I)SZ(x)

Daraus folgt, dass der Knoten (z,{y1, -+ ,ya}\{y;}) in keinem Independet Set enthalten
ist, also auch nicht mit einer der ¢ Farben gefarbt wird. Also bilden diese ¢ Independent
Sets keine giiltige Farbung fiir N(m, A).

Die Suche nach der Farbe y; lisst sich auch als Instanz des Minimum Set Cover-Problems
betrachten. Dabei sind die Farben {1,---,m} \ {z} die Mengen und die Independent
Sets (S1,- -+ ,5) sind die Elemente. Ein Element S; sei geméfs dem Minimum Set Cover-
Problems in einer Menge y; enthalten, wenn y; € ®g, gilt.

Fiir die folgenden Lemmata ist es notwendig, alle ¢g,(z), i € {1,--- ¢} fir alle Farben x
nach ihrem Wert aufsteigend zu sortieren. Der j-te Wert dieser Sortierung wird bezeichnet
als hj(x).

Lemma 3.6

Sei ein ganzzahliges t gegeben. Wenn t((m — q)t — q) > 2q(m — 1), dann existiert ein
z € {l,---,m} fiir das gilt:

Vie{l,---,t}:hi(z) >0

Beweis s. [2]
Lemma 3.7

Sei ein ganzzahliges t gegeben. Wenn t((m — q)t — q) > 2q(m — 1) gilt, dann gibt es
eine Farbe xz € {1,--- ,m}, fiir die das beschriebene Minimum Set Cover -Problem
eine fractional covering Lésung hat, die hochstens t ist.

Beweis: Es muss jeder Farbe y € {1,--- ,m} \ {z} ein Wert A, zugewiesen werden, so dass:
Vie{l,---,q}: Z Ay >1
yEDs;

Sei Ay :=1/(min{eg, (z)| y € Pg,(x)}).

Es haben genau hq(x) Farben y den Wert A\, = 1/hq(z). Das folgt direkt aus der Definition
von h;. Denn hq(z) ist die kleinste Anzahl an Farben die nicht in T';, fiir alle (u,T',,) € S; fiir
ein j € {1,---,q} auftreten. Analog kann man argumentieren, dass maximal h;(z) Farben
den Wert 1/h;(z) annehmen kénnen, fiir alle ¢ > 1.

Also ist die Summe aller A, mindestens 1 und es gilt folgdens:

Y gZhi(x)h%x) =Y 1=t

yEPs;
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Nun wird eine untere Schranke fiir x(N(m,A)) > q fiir gewisse ¢ ermittelt, mit der
dann letztendlich auf eine untere Schranke in Abhéngigkeit von A geschlossen wird.

Lemma 3.8
Es gilt x(N(m,A)) > q genau dann, wenn
_ 2
A (A ~ qln(eq)) o 2(m = 1)q(In(eq)”) (3.1)

m—q m—q

Beweis: Es ist bekannt, dass die beste ganzzahlige Losung fiir eine Instanz des Minimum
Set Cover Problems hichstens um den Faktor In(a(G)) 4+ 1 grofer ist, als die beste fractio-
nal covering Losung. Wobel o(G) die groke des groften Independent Sets von G darstellt.
Das groftmogliche Independet Set des beschriebenen Minimum Set Cover Problems kann
hochstens den Wert ¢ annehmen. Es wurde gezeigt: Wenn ¢((m — ¢)t — q) > 2q(m — 1) gilt,
dann gibt es eine Farbe, fiir die die fractional covering Losung des Minimum Set Cover
Problems hochstens ¢ ist. Auflerdem wurde beschrieben, dass wenn die Losung des Mini-
mum Set Cover den Wert A hat, es wenigstens einen Knoten des Neighborhood Graph gibt,
der in keinem der ¢ Independent Sets enthalten ist und damit nicht geférbt wird. Also folgt
insgesamt, dass x(N(m,A)) > ¢ gilt, wenn

A=t -(In(q) +1), t((m—q)t —q) >2q(m — 1)

A>t-(In(g) +1) = tin(eq) =

Ersetzt man nun ¢ durch A/In(eq) dann erhilt man

A A
Tn(eq) ((m—Q)ln(eq)—q> > t((m —q)t —q) >2q(m —1)

In(eq
~ Tn(eq) ((m 9 lnéq) - q) > 2q(m = 1)
> (m=g <1H(A6Q)>2 (Aeq) > 2q(m —1)
= (m — q)A” — gAln(eq) > 2¢(m — 1)(In(eq))?
_ pe gAIn(e)  24(m — 1)(n(eq))?
m—q —q
oA <A B q;n(_eff])> . 2Q(m ml)_(lél(eq))2 .

Mit Hilfe des Lemmas 3.8 ist es moglich eine untere Schranke fiir x(/N(m, A)) anzugeben,
wobei diese Schranke nur noch von A abhéngt.

Lemma 3.9

Wenn m € Q(A?/log A), dann ist die chromatische Zahl fiir den Neighborhood Graph

sy en (o)
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Es gilt zu zeigen, dass die Ungleichung (3.1) fiir ein ¢ € Q(A?/(logA)?) gilt, wenn
m € Q(A%/log A).

Beweis: Sei m = dA?/InA und ¢ = ¢A?/(InA)?, wobei d und ¢ eine Konstanten sind.
Gesucht ist ein passendes ¢, so dass Ungleichung (3.1) gilt. Zunéchst kann fiir m — ¢ eine
Abschitzung angegeben werden, die die spateren Umformungen erleichtert. Fiir ¢ < d :

dA? cA? A? c

“InA (In A)2 " A (d_ hlA)

B A? .dlnAfc< A? 'lnAfl
In A InA  ~ InA InA

Also gilt fiir die linke Seite der Ungleichung (3.1):

A(A—M)2A<A_M>:A(A_‘MW)

_ A2 InA-1 2 _
m=—q InA " "InA A (IHA 1)

m-—q

Setzt man nun ¢ = cA?/(In A)? in die obige Gleichung ein erhiilt man:

A (A - A2 In (e%) (In A)?
(

In A)?2 A2(InA —1)

—A(Aoln(e(lfﬁ:ﬂ))

InA—-1

B In(ec) +2In A — (In A)?
—A(A—c~ InA -1

> A(A 1)

Fiir ein entsprechend kleines ¢ gilt also:

A (A - qln(e@) > A(A 1) (3.2)

m-—-q

Auflerdem kann man eine Konstante ¢’ finden damit

m—1 < (m—1)-(InA)?

m—q~ A%2(lnA-1)

B dA?% - (InA)? -1 _dlnA-1 o
TmA-A2mA-1) WmA-1 —°

gilt.
Fiir die rechte Seite der Ungleichung (3.1) gilt:

2(m — 1)q(In(eq))? _m—1
m—gq m—gq

-2q(In(eq))* < ¢’ 2q(In(eq))?
Ersetzt man nun ¢ mit cA?/(In A)? dann folgt:

eA2 (m (e cA? >>2 _ 2¢cA%(Inec) + In A — (InA)?)

(InA)2 (InA)? (InA)2

d -2q(In(eq))* = 2¢ -
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Fiir ein ¢ das klein genug ist, gilt dann:

2¢'cA%(In(ec) + In A — (In A)?)
(InA)?

<A(A-1)

Also gilt:
2(m — 1)q(In(eq))
m—gq

< A(A=1) (3.3)

Kombiniert man die Gleichungen (3.2) und (3.3) zeigt sich, dass Gleichung (3.1) fiir ein
passendes c erfiillt ist, wenn m = dA?/In A und ¢ = ¢A?/(In A)%2. Nach Lemma 3.8 folgt
X(N(m,A)) > q¢ = cA?/(InA) € Q(A?/(InA)). Also wurde Lemma 3.9 und damit eine
untere Schranke fiir x(N(m, A)) gezeigt. |

3.4 Iterative Anwendung von One Round Algorithmen

Will man in einer verteilten Umgebung eine Farbung eines Graphen mit moglichst wenig
Farben erzeugen, so kann man iterativ One Round Algorithmen auszufiithren, die pro
Runde die Anzahl der benétigten Farben reduzieren. Es wird nun untersucht wie stark
sich die x(N(m, A)) dadurch reduzieren lésst. Dabei kann man sich nicht auf das bishe-
rigen Ergebnisse fiir die chromatische Zahl des Neighborhood Graph stiitzen, da gefordert
wurde, dass m € Q(A?%/log A) gilt und man bei iterativer Anwendung auch beliebig
kleine m betrachten muss.

Obere Schranke

Fiir eine genauere Analyse wird eine Methode vorgestellt, wie man eine beliebige giiltige
m-Farbung in eine giiltige ¢-Farbung, fiir gewisse ¢, umwandeln kann. Dieses ¢ wird dann
spéter fiir die obere Schranke genutzt.

Lemma 3.10
Zu einem gegebenen Graph G = (V, E), mit maximalem Grad A und einer giiltigen

m-Féarbung, lisst sich ein q-Féarbung konstruieren, fiir alle q, welche g+ q/(A+1) > m
gentigen.

Beweis: Alle Knoten, die mit einer Farbe x < ¢ geférbt sind, behalten ihre Farben. Nun
miissen nur noch neue Farben aus {1,--- ¢} fiir alle Knoten v € V gefunden werden die
eine Farbe haben, die grofer als ¢ ist. Sei die Differenz von m und ¢ definiert als ¢, also
t := m — q. Laut Voraussetzung gilt m < ¢ + ¢/(A + 1). Daraus folgt, dass fiir ¢ gilt:
t<qg+q/(A+1)—q= q/(A+1). Die Farben, die nicht in {1,---,¢} aber in der m-
Féarbung enthalten sind werden als Farben xg, - -- ,x;_1 bezeichnet. Ein Knoten aus G mit
Farbe z; wihlt dann eine Farbe aus der Menge F'(i) := {i{(A+1)+1,--- ,i(A+1)+ A +1},
die keiner der Farben der Nachbarknoten entspricht.

Es muss gezeigt werden, dass i(A + 1) + A+ 1 < ¢, da nur eine Farbe < g fiir eine giiltige
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g-Farbung gew#hlt werden darf. Die Variable ¢ kann maximal den Wert ¢ — 1 annehmen;
fiir ¢ gilt t < ¢/(A + 1). Es ist also zu zeigen, dass folgendes gilt:

undi=t—-1

i(A+1)+A+1<q, fiirt < Aj—l
Es gilt:
q
t<—=tA+1)<
T A+1 ~ A+ =g

=({t-141)-(A+1)<gq

=(@+1)-(A+1)<q

=iA+i+A+1<qg

=i(A+1)+A+1<gq
Es wurde also gezeigt, dass die groftmdogliche Farbe i(A + 1) + A + 1 hochstens ¢ ist. Da
|F(i)] = A+1, kann der Knoten eine Farbe finden die kein bereits gefirbter Knoten besitzt.
Es bleibt noch zu priifen ob zwei Knoten u, v, die durch eine Kante in G verbunden sind,
die gleiche Farbe wéhlen konnen. Sei die Farbe von v x; und die Farbe von v x;. Da beide
Knoten in G benachbart sind und der Graph bereits giiltig gefarbt wurde ist offensichtlich,
dass z; # x; (oder i # j). Da aber F (i) U F(j) = 0 konnen beide Knoten nicht dieselbe
Farbe wéhlen. Die entstandene Firbung ist also eine giiltige ¢-Farbung. |

Lemma 3.11
Fiir ein beliebiges m gilt:

X(N(m, ) < {miiﬂ - [m <1 - Almﬂ

Beweis : Der Neighborhood Graph N(m, A) besitzt bereits eine giiltige m-Farbung. In Lemma
3.10 wurde gezeigt, wie man eine giiltige m-Farbung in eine giiltige ¢-Farbung umwandelt,

A2
der Gleichung g + ¢/(A + 1) > m geniigt. Dazu zunéchst ein paar Umformungen beziiglich

q+q/(A+1)
+L— 1+L — ﬂ
1T A1 71 A+r1) " I\AaTT

A+l
m:* X2

wenn ¢ + ¢/(A 4+ 1) > m. Die Behauptung dieses Lemmas folgt, also wenn [m . M—‘ =q

Jetzt setzen wir [ —‘ fiir ¢ in die obige Gleichung ein.

[ A+1"A+2 A+1 A+2
> f—— ——— =m

ATl Ax1I " A2 At

Damit folgt, die Behauptung des Lemmas. |

Es ist also moglich eine giiltige m-Féarbung in eine (A + 1)-Férbung in O(Alog(m/A))
aufeinander folgenden Schritten zu transferieren.
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Untere Schranke

Es soll nun gezeigt werden wie viele iterative Anwendungen eines One Round Algorithmus
benétigt werden um eine giiltige m-Farbung eines Graphen um einen konstanten Faktor
zu verringern. Dazu bendtigen wir Lemma 3.8 das besagt, dass x (N (m,A)) > ¢, wenn ¢
Gleichung (3.1) geniigt.

Lemma 3.12

Wenn m = pA fiir ein p > 1 ldsst sich ein € finden, so dass:

X(N(m,A)) = (1 —€)-m

Beweis: Nach Lemma 3.8 ist x(N(m,A)) > ¢, wenn

A (A B qln(eq)> _ 2(m = 1)q(In(eq))?

m-—gq m-—q

=A(A(m — q) — gln(eq) > 2(m — 1)q(In(eq))?
Substituiert man nun pA fiir m und (1 — €)m = (1 — €)pA fiir ¢ erhélt man:
= A(A(PA = (1- pA) = (1 - )pAln(e(1 - )pA)) > 2(pA — 1)(1 — )pA(In(e(1 — )pA))?
= AA(1— (1 —€) — (1 —€)In(e(1 — €)pA)) > 2(pA — 1)(1 — ¢)(In(e(1 — €)pA))?
=€

= A(eA — (1 —e)In(e(1 — €)pA)) > 2(pA — 1)(1 — €)(In(e(1 — €)pA))?

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass p € O(A/(log(A))?). Also p < kA/(log(A))?) fiir eine
Konstante k. Es lisst sich ein ¢ finden, fiir das gilt
In(e(l — €)pA) < clnA.

Nun folgen zwei weitere Abschiatzungen, die mit Hilfe von In(e(1 — €)pA) < c¢In A erreicht
werden konnen.

A(eA — (1 —€)In(e(l — €)pA))
>A(eA—(1—¢€)clnA)
<1
> A(eA — ch;A)
2pA — 1)(1 — Y(Ine(1 — )pA))?
<2(pA —1)(1 —€)(clnA)?
<1
< 2(pA)(cln A)_2 < 2¢%pA(In A)?

Das heifit, wenn
A(eA — cInA) > 2¢%pA(In A)? (3.4)

gilt, dann gilt auch

A(A(pA = (1= )pA) — (1 — pAln(e(l — €)pA)) > 2(pA — 1)(1 — )pA(ln(e(1 — )pA))?
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bzw.

A (A B qln(eq)> _ 2(m = 1)q(In(eq))?

m—q m—q

fiir m = pA und ¢ = (1 — €)pA. Daraus folgt, dass es ein passendes € gibt.

X(N(m,A)) > qg=(1-e)pA=(1-e)m

Nun wird eine untere Schranke fiir das € aus Lemma 3.12 gezeigt.
Lemma 3.13
Wenn m = pA fiir ein p > 1, gilt:

iy > (10 (PEE)) oy

Beweis: Dass x(N(m,A)) > (1 —¢€) - m gilt, wurde bereits in Lemma 3.12 gezeigt, wenn
Gleichung (3.4) erfiillt ist.
A(eA —cInA) > 2¢2pA(In A)?
= eA? —cln A > 2c%pA(In A)?

2¢2pA(In A)? p(log A)?
>
e N A

Damit wurde eine untere Schranke fiir € gefunden. Aus Lemma 2.13 ist bekannt, dass

X(N(m,A)) > (1 —€)-m

und da . A)z
p(log
> A St =
€e>0 < A )
folgt
2
XN, A)) > (1 —¢) -m > (uo(ﬂﬂoiA))) .

und damit das Lemma. .

Insgesamt wurde nun gezeigt, dass man ausgehend von einer pA-Firbung mindestens
Q(A/(plog A)?) iterative Schritte bendtigt um die urspriingliche Firbung um einen kon-
stanten Faktor zu verringern.

In [3] wurde gezeigt, dass Q(log*m) als untere Schranke gilt. Kombiniert man beide
Ergebnisse ergibt sich die leicht verbesserte untere Schranke Q(A/(plog A)? + log* m).
Das bedeutet auch, dass ein O(A) Féarbe-Algorithmus, der auf iterativen One Round
Algorithmen beruht, mindestens Q(A/(log A)? + log* m) Schritte bendtigt.
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4 Zusammenfassung

Die gezeigten Erkenntnisse der Autoren Kuhn und Wattenhofer betrachten die Leistungs-
fahigkeit von One Round Algorithmen. Der eingefiihrte Neighborhood Graph und der Be-
weis, dass es ausreicht, die chromatische Zahl des Neighborhood Graph zu betrachten um
das Potential der One Round Algorithmen zu beurteilen, hat die Analyse mafgeblich
erleichtert. Es konnte gezeigt werden, dass man in einer Runde die Farben eines giiltig
m-gefirbten Graphen auf héchstens (A +1)?(Inm + 1) reduzieren kann und das man fiir
entsprechend grofe m die Anzahl der Farben hochstens auf Q(A?/(log A)?) vermindern
kann. Auferdem konnte gezeigt werden wie stark sich die Anzahl der Farben durch ei-
ne wiederholte Anwendung von One Round Algorithmen verringern ldsst bzw. wie viele
Iterationen notwendig sind um eine O(A)-Farbung zu erhalten.

Der grofse Vorteil der betrachteten One Round Algorithmen liegt darin, dass sie ein
Netzwerk nicht durch viele Kommunikationsnachrichten belasten. Die Nachrichtengrofe
ist ebenfalls sehr gering, da nur die eigene Farbe iibermittelt werden muss. Allerdings
ist eine optimale Losung, also eine minimale Farbung, nicht zu erwarten, was aber in
gewissen Anwendungsbereichen auch nicht notwendig ist.

In Zukunft wire es wiinschenswert, dass man Algorithmen entwickelt die nicht auf dem
Neighborhood Graph basieren, da dieser duferst aufwindig zu konstruieren ist und hohe
Rechen- und Speicherkapazititen in den Sensoren voraussetzt.
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5 Anhang

(2.{1,4})

4.{1,2})

(1,{2,3})

(1, {2, 4})

6. {1.2})

(2,{1,3})

(1,{3,4})

(4,{1,3})

@3, {1,4})

(4,{2,3})

(2.{3,4})

(3. {2, 4})

Abbildung 5.1: N(4, 2)
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