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Zusammenfassung

Diese Ausarbeitung zum Praktikum ,Zerlegen und Clustern von Gra-
phen“ handelt von dem Planar-Separator-Theorem, das einen effizienten
Algorithmus zum Zerlegen eines planaren Graphen in O(n) in unzusam-
menhingende Teilgraphen durch einen Separator® liefert. Dabei kann ga-
rantiert werden, dass die Teilgraphen hochstens % -n Knoten haben und
der Separator hichstens 4 - /n Knoten hat. Wir haben den Algorithmus
mit Hilfe von JUNG [juna] in Java [jav] implementiert. Im Weiteren haben
wir noch Experimente bzgl. der Separatorgréfie mit dem Algorithmus auf
verschiedenen Graphenarten durchgefiihrt, um dessen Verhalten zu analy-
sieren. Dabei war die Separatorgrofle in etwa gleichbleibend fiir Delaunay
Graphen (zwischen 40 und 55% der maximal mdglichen Separatorgrofe).

1 Einleitung

In vielen Anwendungsgebieten wie bei Straflennetzen, bei Netzwerk- und Rou-
tenplanungen, aber auch in vielen weiteren Anwendungsbereichen werden plana-
re Graphen eingesetzt. Da sie von groflem Interesse sind, ist es wichtig, effiziente
Algorithmen fiir planare Graphen zu finden.

Oft wird bei Algorithmen das Prinzip von Teile und Herrsche? angewendet,
wobei der Graph erstmal in mehrere Teilgraphen zerlegt werden muss. Hier
hilft uns das Planar-Seperator-Theorem, das besagt, dass ein planarer Graph
in linearer Laufzeit in Teilgraphen aufgeteilt werden kann, wobei den Knoten-
mengen eine maximale Grofle von % -n zugesichert wird. Dabei bezeichnet n die
Anzahl der Knoten des urspriinglichen Graphen. Dies ist wichtig, da die Grofie

der Teilprobleme die Laufzeit bestimmt.

IEin Separator ist eine Knotenmenge eines Graphen, der durch Wegnahme dieser Menge
in mindestens zwei unzusammenhingende Teilgraphen zerfillt.

2Das Prinzip besagt, dass ein Problem dadurch gelést wird, das man es in Teilprobleme
solange zerlegt, bis diese so klein sind, dass sie direkt effizient gelost werden kénnen. Danach
wird die Losung der Teilprobleme wieder zusammengesetzt zu einer Gesamtlésung.



Das Planar-Separator-Theorem von Lipton & Tarjan (1977) [LT77] ist konstruk-
tiv, d. h. es liefert einen Algorithmus, den wir in unserem Praktikum in JAVA
1.5 [jav] implementiert haben. Hierfiir verwenden wir JUNG-API [juna], dies
ist eine frei verfiighare Graphenbibliothek, die in der Programmiersprache JA-
VA geschrieben ist. Zusitzlich benutzen wir JUNGX [junb], eine Erweiterung
von JUNG, die wir insbesondere fiir planare Graphen bendtigen. Speziell bei
den Experimenten nahmen wir den Grapheditor yEd [yEd] sowie den Graph-
gen % zu Hilfe. Um die theoretischen Grundlagen zu erarbeiten, recherchierten
wir im Rahmen des Praktikums das Skript ,, Algorithmen fiir planare Graphen*
[Wag06], sowie den technischen Bericht , Triangulierung eines planaren Gra-
phen“ [Paj07]. Auf die Hilfsmittel, die wir fiir die Experimente benétigen, wer-
den wir auch in Abschnitt 5.1 eingehen.

Im Folgenden mochten wir die Definitionen erldutern, das grundlegende Theo-
rem verdeutlichen und danach auf den Algorithmus eingehen. Anschlielend ge-
hen wir niher auf die Implementierung, die Visualisierung und die damit verbun-
denen Hindernisse ein. Um unseren Algorithmus zu testen, fithrten wir Experi-
mente bzgl. der Separatorgrofie durch. Letztendlich geben wir noch ein Ausblick
auf weitere interessante Fragestellungen und Verbessungsmoglichkeiten z. B. der
Visualisierung, der Wahl der Wurzel und der Wahl der Nichtbaumkante.

2 Definitionen

Im Folgenden wollen wir auf die wichtigsten Definitionen, die uns noch mehr-
mals begegnen werden, eingehen und diese anhand von Beispielen verdeutlichen.

Ein planarer Graph ist ein Graph, den man kreuzungsfrei in der Ebene zeich-
nen kann. In der Skizze ist ein planarer Graph zu sehen, wo keine zwei Kanten
sich in der Ebene kreuzen.

Eine Triangulierung ist ein kantenmaximaler planarer Graph, der aus einem
planaren Graphen durch Hinzufiigen von Kanten entsteht. Dieser Vorgang wird
auch Triangulierung genannt. Die Triangulierung des obersten Skizze wird dar-
unter veranschaulicht.

Eine zu einem Knoten inzidente Kante bedeutet, dass die Kante mit dem Kno-
ten verbunden ist. Im Beispiel ist die Kante u bzw. v inzident zu dem Knoten 0.
Genauso nennt man zwei Kanten inzident, wenn sie mit einem gemeinsamen
Knoten verbunden sind. Da die Kanten u und v mit dem gemeinsamen Knoten
0 verbunden sind, nennt man sie auch inzidente Kanten.

Eine Facette ist ein Gebiet, das durch die Kanten begrenzt ist, aber nicht durch
eine Kante geteilt wird. Wie im Schaubild zu sehen ist, gibt es innere, begrenzte
Facetten (Fy,F») und auch eine duflere, unbegrenzte Facette (F3).

3Ein Graphengenerator der Lehrstuhls
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Ein Weg in einem Graphen besteht aus einer Kantenfolge, in dem alle Kanten
miteinander verbunden sind. Hier gibt es viele mogliche Wege. Zum Beispiel
vom Knoten 1 zum Knoten 2 {iber die Kanten u, v oder z, w, v usw...

Ein Zyklus in einem Graph ist ein Weg, dessen Anfangs- und Endknoten iden-
tisch sind. Hier kann man bei dem gleichen Bild ein Zyklus z. B. u, v, y,  oder
auch u, w, z finden.

Ein Kreis ist ein Zyklus, wobei mit jeden Knoten eine gerade Anzahl von Kan-
ten verbunden ist. Das Beispiel zeigt einen moglichen Kreis mit der Kantenmen-
ge {u, v, y, z}. Bei jedem Knoten sind je 2 (gerade Anzahl) Kanten inzident,
z. B. zu Knoten 2 die Kanten v und y.

In einem zusammenhingenden Graphen gibt es von jedem Knoten aus je-
weils einen Weg zu allen anderen Knoten.

Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph, in dem es keinen Zyklus gibt.

Eine geometrische Einbettung ist eine Darstellung eines Graphen, bei der
die Koordinaten der Knoten und seine dazu inzidenten Kanten in beliebiger
Reihenfolge durch die Knotenpaare angegeben sind.

Eine kombinatorische Einbettung ist eine Speicherung eines Graphen, bei
der jeweils die Reihenfolge der zu einem Knoten inzidenten Kanten angegeben
ist. Die Reihenfolge verlduft meist Gegenuhrzeigersinn oder in Uhrzeigersinn.

Eine Partition besteht aus mehreren Mengen, die disjunkt* sind und verei-
nigt die Gesammtmenge ergeben. Bei uns bestehen die Mengen aus Knoten. Im
Beispiel besteht die Partition aus zwei Mengen A und B. Die Mengen sind durch
die gestrichelte Linie getrennt. Es konnte aber auch mehr als zwei Mengen ge-
ben.

Ein Separator ist eine Knotenmenge eines Graphen, der durch Wegnahme
dieser Menge in mindestens zwei unzusammenhéingende Graphen zerfillt. Im
Schaubild wire die Knotenmenge {0, 3} ein moglicher Separator. Dabei entste-
hen zwei unzusammenhingende Teilgraphen, ndmlich mit dem Knotenmengen

{1} und {4}.

Eine Nichtbaumkante ist eine Kante in einem gegebenen Graphen, wobei diese
Kante nicht zu dem Baum desselben Graphen gehort. Die Kante e ist Nicht-
baumkante bzgl. des Baumes, der aus allen Kanten bis auf e besteht.

Ein Fundamentalkreis ist ein Kreis, der durch eine Nichtbaumkante und einen
Weg in einem Baum gebildet wird. Dieser Weg beginnt bei dem einen Knoten
der Nichtbaumkante und endet bei dem anderen Knoten der Nichtbaumkante.
In unserem Beispiel wird durch die Nichtbaumkante e ein Kreis realisiert, der
aus allen Kanten bis auf die Kante zwischen dem Knoten 3 und 4 besteht, da
diese Kante nicht zum Weg im Baum gehort.

4Fs gibt keine gleichen Elemente in je zwei verschiedenen Mengen.
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Ein Level eines Knotens ist die Anzahl der Kanten des kiirzesten Weges
von dem Knoten zur Wurzel des Baumes.

3 Algorithmus

Wir werden im Folgenden das Prinzip des Algorithmus, der auf dem Planar-
Separator-Theorem basiert, verdeutlichen. Wer sich fiir den Beweis des Algo-
rithmus interessiert, der sei auf das Skript [Wag06] verwiesen. In jeder Phase
wird ein Seperator gesucht, falls dieser nicht geeignet ist, wird zur nichsten Pha-
se libergegangen. Doch vorerst einmal erldutern wir das grundlegende Planar-
Separator-Theorem.

3.1 Planar-Separator-Theorem

Die Knotenmenge eines zusammenhiingenden, planaren Graphen G = (V, E),
n = |V| > 5, kann so in drei Mengen V1 , V2 ;S C V partitioniert werden, dass

LV V2l < 2 n,
2. S Separator, der V1 und V2 trennt,
3. 18| <4-/n.

Diese Partition kann in der Laufzeit O(n) berechnet werden.

TR0

Das obige Bild zeigt einen Graphen, der durch den Separator S in zwei unzusam-
menhéngende Teilgraphen (V;,V5) zerlegt. Der Graph, der nicht zwangsldufig ein
Baum sein muf}, sondern ein beliebiger, zusammenhingender, planarer Graph,
wie im Planar-Separator-Theorem gefordert.

3.2 1. Phase

In der ersten Phase des Algorithmus wird von einem frei gew#hlten Wurzelkno-
ten ein Baum mit Breitensuche® aufgebaut. AnschlieBend wird ein ,mittleres
Level“ S, gesucht, wobei wir die Level von oben nach unten mit Sy, Si, 5>, ...
bezeichnen und gilt:

p—1 |1
> [Si < 2 und 3 [Si > %
i=0 =0

5Suche, bei der die direkten Nachfolgerknoten zuerst besucht werden.



} Anzahl <n/2
n/2 < Anzahl der Knoten
der Knoten

Falls S,, weniger als 4 - /n Knoten hat, sind alle Bedingungen erfiillt, der Algo-
rithmus liefert S, als einen geeigneten Separator. Die Mengen V; und V5 sind
dann oberhalb und unterhalb des Separator S,,.

3.3 2. Phase

In der zweiten Phase suchen wir zwei weitere Levels S,, und Sj;, wobei S,
oberhalb von S, Sy unterhalb von S, gelegen sind so, dass diese gleich oder
weniger als v/n Knoten haben.

(-3“5. " Anzahl der Knoten < n

L\

<7 SM____ > } Anzahl der Knoten <n

Man priift, ob die Anzahl der Knoten zwischen S,, und Sy, weniger als % ‘n
Knoten vorhanden sind. Falls dies der Fall ist, haben wir bereits in der zweiten
Phase einen geeigneten Separator gefunden. Nun miissen wir noch die Mengen
V1 und V5 bestimmen. Dazu definieren wir drei Mengen A;,As und Asz. A
oberhalb von S,,, A zwischen S,, und Sy; und A3 unterhalb von Sjy;.

/A
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A TNy

A3

Die Menge A; hat hochstens § Knoten, da sie oberhalb von S,,, also auch ober-
halb von S, liegt. Analoges gilt auch fiir A3, das weniger als § Knoten hat
und A, das weniger als 2 - n Knoten besitzt (dies hatten wir bereits gepriift).
Man wihlt als V; die grofite Menge aus A;, A; und Az, dann wissen wir bereits,
dass diese Menge maximal % -n Knoten haben kann (wegen A,). V5 besteht aus
den restlichen Knoten ohne V; und ohne S, wodurch unsere zweite Ungleichung
Vo < n —V; Zustande kommt. Dazu muss begriindet werden, dass die Menge V5
aus hochstens %n Knoten besteht, wie im Planar-Separator-Theorem gefordert.
Die Uberlegung stammt aus den bekannten Voraussetzungen, woraus die erste



Ungleichung Vo < Vj - 2 ableitbar ist. Es sei V7 = max{A4;, 43, A3}, d. h. 1}
kleiner gleich Ay, A, und auch als Aj, also gilt dies auch fiir die Summe von
Beiden, was V5 entspricht. Man kann in die zweite Ungleichung V5 < n —V; die
erste Ungleichung einsetzen, damit folgt Vo < mn — 2 - V5. Somit erhalten wir die
erwiinschte Bedingung auch erfiillt: Vo < % “n.

Die Separatorgrofe ist auch eingehalten, da S, und Sps jeweils hochstens /n
Knoten haben, also zusammen 2-+/n, obwohl nur 4-y/n vom Theorem gefordert
wurde.

3.4 3. Phase

Falls die Level S, und Sjs keinen geeigneten Separator bilden, kopiert man den
Graphen. Man verdndert den kopierten Graphen, sucht aber dennoch im ur-
spriinglichen Graphen einen Separator. Im Anschluss findet man in dem verdnder-
ten Graphen einen Fundamentalkreis, der zusammen mit S,,, und Sy; einen Se-
parator im urspriinglichen Graphen bildet.

Im Folgendem verschmilzt man alle Level oberhalb von S,,, sowie S;, zu einem
Knoten und 16scht alle Level unterhalb von Sy, sowie Sy (falls vorhanden).
Der neu entstandene Graph wird trianguliert. Wir kénnen dann einen beliebi-
gen Fundamentalkreis wihlen. Der endgiiltige Fundamentalkreis wird gesucht,
indem wir diesen Kreis entsprechend vergréfiern bzw. verkleinern, je nach An-
zahl der Knoten, die sich innerhalb des Kreises befinden. Die Verkleinerung
bzw. Vergroflerung werden wir spéiter bei der Implementierung noch genauer
betrachten. Wichtig ist jedoch, dass so lange vergréflert wird, bis mehr als %
Knoten bzw. verkleinert bis weniger als % -n Knoten im Kreis vorhanden sind,
damit die geforderten Eigenschaften des Planar-Separator-Theorems erfiillt wer-
den. Im Folgenden verdeutlichen wir uns noch, wie sich die Mengen V7 und V3

zusammensetzen. Hierzu schauen wir uns an, welche Mengen vorhanden sind.

/,-\\
) //JA ]I_\\'\

Es existieren folgende Mengen: A; oberhalb von S,,, A innerhalb des Kreises,
Az zwischen S, und Sy; aulerhalb des Kreises und A4 unterhalb von Sj;. Die
Menge A, ist nach Kreiskonstruktion grofler als 2 und kleiner als % -n. Also
kann As hochstens % -n grof} sein, da A, bereits

w|3W|3

grof} sein muss. V; besteht
aus der groBeren Menge entweder aus A, oder aus As. Diese Menge ist grofier
als ¢ und kleiner als % -n. Deshalb muss V5 als der Rest kleiner als % - n sein,
weil V) grofer als 7 ist.



Nachfolgend wollen wir noch die Separatorgrofle untersuchen. Wie wir schon
aus Phase 2 wissen, sind S, und Sy jeweils hochstens /n Knoten grofi. Al-
so betrachten wir den Kreis. Hierzu benotigen wir eine Abschitzung iiber die
Hohe des Baumes des verdnderten Graphen, der zwischen den Level S, und Sy,
liegt. Nach Konstruktion von S, und Sj; wissen wir bereits, dass diese Level
aus mehr als \/n Knoten bestehen, da sie sonst als S,,, bzw. Sy gewihlt worden
wiren. Dann kann die Anzahl der Level maximal /n betragen, d. h. aber fiir
den Kreis, dass er aus maximal 2 - v/n + 1 Knoten besteht. Falls der Kreis aber
aus 2 - v/n + 1 Knoten besteht, beinhaltet er die Wurzel, die als Knoten in der
Separatormenge nicht notwendig ist, da Sy, den Kreis bereits abschlieit. Daraus
ergibt sich eine Gesamtgrofie des Separators aus Level S,,, Sy und dem Kreis
(ohne Wurzel) von hchstens v/n +v/n+2-y/n=4-/n.

4 Implementierung

Bei der Implementierung haben wir die drei Phasen des Algorithmus, der auf
dem Planar-Separator-Theorem beruht, realisiert. Hierbei ergaben sich Schwie-
rigkeiten, die meist erst bei der Implementierung aufgefallen sind. Insbesondere
die Visualisierung der Triangulierung erwies sich als schwierig. Darauf werden
wir im Folgenden eingehen.

4.1 Vorarbeit

Zuerst haben wir einen Graphen im GraphML-Format eingelesen. Dazu ver-
wendeten wir eine Bibliotek® des Lehrstuhls. Wir haben den Graphen, der in
der geometrischen Einbettung gegeben war, in die kombinatorische Einbettung
umgewandelt. Im Praktikum entschieden wir uns fiir die Reihenfolge Gegenuhr-
zeigersinn bei der kombinatorischen Einbettung.

Von jedem Knoten wird der Winkel von einer waagrechten Geraden (unten im
Bild mit rotgestrichelten Linie) nach rechts zu allen seinen inzidenten Kanten
ausgerechnet. Durch die Liangen der Strecken ¢, —ys und z7 —z9 kénnen wir mit
Hilfe von arctan(£=22) den Winkel a berechnen. Analog werden die anderen
Winkel ausgerechnet. Dabei ist zu beachten, dass in jedem Quadranten die Win-
kel anders zu berechnen sind. Die Liste der Winkel ({«, f,...}) haben wir dann
mit Mergesort” sortiert. Somit erhalten wir eine Liste, die die im Gegenuhrzei-
gersinn sortierten Winkel der Kanten enthilt. Mit Hilfe dieser Liste erhalten wir
nun die Reihenfolge der Kanten fiir die kombinatorische Einbettung.

6Ein Mitarbeiter hatte uns diese freundlicherweise zur Verfiigung gestellt
"Ein Sortieralgorithmus, der das Prinzip von Teile und Herrsche anwendet.
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4.2 1. Phase

Die erste Phase erweist sich als relativ einfach. Das wesentliche Hilfsmittel be-
steht aus einem aufspannenden Baum®. Dieser wird unter Zuhilfenahme einer
Breitensuche gefunden. Hierzu orientieren wir uns im Wesentlichen an [CLRSO01].
Nach der Breitensuche erhalten wir durch die Baumstruktur einzelne Level, in
welchen wir das ,,mittlere” Level suchen.

Die Breitensuche baut einen aufspannenden Baum zu einem gegebenen Wur-
zelknoten auf, indem man eine Warteschlange® benutzt. Dies erfiillt den Zweck,
dass die Knoten, die zuerst entdeckt werden auch zuerst verfolgt werden, d.
h. dass alle Knoten eines Levels erst abgearbeitet werden, bevor die Knoten
des nichsten Levels bearbeitet werden. Jeder Knoten kann sich hierbei in drei
verschiedenen Zustidnden befinden:

1. Der Knoten wurde noch nicht besucht.

2. Der Knoten wird besucht, es sind aber nicht alle seine Nachfolgerknoten
besucht worden.

3. Der Knoten und alle seine Nachfolgerknoten sind besucht worden.

Diese Zustéinde sind notwendig, damit alle Knoten bearbeitet werden, alle Nach-
folgerknoten entdeckt werden und jeder Knoten hochstens einmal bearbeitet
wird. Das Level eines Knotens ist das Level seines Vorgéngerknotens um Eins
erhoht. Desweiteren haben wir uns die Reihenfolge, in der die Knoten besucht
wurden, gespeichert, da wir diese bei der Zihlung der Knoten, die innerhalb
bzw. auflerhalb des Kreises liegen, bené6tigen.

8Fin Baum, der maximal ist, d. h. dass der Baum sich nicht mehr erweitern lisst, ohne
dass ein Zyklus entsteht.

9Fine Schlange ist eine Datenstruktur, bei der das zuerst hinzugefiigte Flement auch zuerst
wieder entnommen wird.



Das mittlere Level wird im Weiteren gesucht. Wir konnen zdhlen, wieviel
Knoten sich in jeweiligen Level befinden. Wie in Abschnitt 3.2 schon betrach-
tet, bestimmen wir das mittlere Level iiber die Summe der Knoten in den Leveln.
Es wird dann tiberpriift, ob das mittlere Level bereits ein geeigneter Separator
darsteltt. Dies ist der Fall, wenn die Anzahl der Knoten des mittleren Levels
kleiner gleich 4 - \/n ist. Anderenfalls wird in Phase 2 iibergegangen.

4.3 2. Phase

Da die Separatorgréfie in der ersten Phase mehr als 4 - /n ist, suchen wir die
Level S,, und Sj;, wie in Abschnitt 3.3 erldutert.

Um einen geeigneten Separator zu finden, addieren wir die Knoten der Le-
vel zwischen S,,, und Sj;s. Die Anzahl der Knoten in den Leveln wurden bereits
in der ersten Phase bestimmt. Falls diese Summe weniger als % - n ist, haben
wir einen geeigneten Separator gefunden, ansonsten finden wir auf jeden Fall in

Phase 3 einen Separator.

4.4 3. Phase

Die 3. Phase ist die komplizierteste und liefert endgiiltig einen geeigneten Se-
parator. Wir werden in den nichsten Abschnitten auf die Teilschritte eingehen.
Hierfiir miissen die Graphknoten oberhalb von S,,, und S,, selbst zu einem Kno-
ten verschmolzen werden. Die kombinatorische Einbettung, insbesondere die
Reihenfolge der Kanten, die mit dem neuen Wurzelknoten verbunden werden,
muss erhalten bleiben. Desweiteren miissen die Knoten unterhalb von Sj; und
S geloscht werden. Danach wird der neue Graph trianguliert, damit ein Ver-
groflern bzw. Verkleinern des Fundamentalkreises moglich ist. Dazu wird durch
eine beliebige Nichtbaumkante ein Fundamentalkreis gebildet. Dieser Kreis wird
entsprechend verkleinert bzw. vergroflert, bis die Anzahl der Knoten im Kreis
mehr als 1 -n und weniger als % -n betrigt, wie im Abschnitt 3.4 beschrieben. In

3
den weiteren Austhrungen mochten wir auf die einzelnen Schritte verdeutlichen.

Das Verschmelzen der Knoten wird dadurch realisiert, dass alle Knoten ober-
halb von S, und S, bis auf den Wurzelknoten, einschliefllich der Kanten, die
inzident zu den geloschten Knoten sind, geloscht werden. Nun miissen die Kan-
ten, die zwischen dem alten S,, und S;,+1 verlaufen, in der richtigen Reihenfolge
(Gegenuhrzeigersinn) an die neue Wurzel und an die jeweiligen Knoten aus Sy, +1
angehingt werden. Um die Reihenfolge der Kanten auszuwéhlen, benutzen wir
eine Traversierung!® im urspriinglichen Graphen, die sich die Knoten aus S,,, 11
merkt und auch keine Knoten in tieferen Level besucht. Durch die kombinato-
rische Einbettung ist es uns mdglich, von einem Knoten aus zu seiner inziden-
ten Kante, die Nachfolgerkante im Gegenuhrzeigersinn zu bestimmen. Dadurch
kénnen wir von einem Knoten u und seiner inzidenten Kante e’ zur Kante e
kommen, indem wir von u aus den anderen Knoten der Kante e’ abfragen und
die Nachfolgerkante von e’ bzgl. v bestimmen, vergleiche hierzu die Skizzen auf
der néchsten Seite. Dieser Schritt wird in der Traversierung dazu verwendet,

10Traversierung ist ein Verfahren, das eine Route in einen Baum durchliuft, um Knoten in
einer bestimmten Reihenfolge auszugeben.



um den Baum abwiirts zu gehen (linke Skizze), um den Baum aufwiirts zu ge-
hen (mittlere Skizze) und zur rechten Kante vom Knoten des gleichen Levels zu
gehen (rechte Skizze). Der Schritt wird solange angewendet, bis sich der andere
inzidente Knoten der Kante nicht in S,,+; befindet, beispielsweise falls wir uns
beim Knoten u und seiner inzidenten Kante e’ befinden, wird der Schritt nur
angewendet, falls sich der Knoten v nicht in S,,,+1 befindet.

Wie schon angedeutet, wird der Baum durchlaufen bis zu einer Kante bzgl.
eines Knotens in S,,,. Dann wird gepriift, ob der andere inzidente Knoten dieser
Kante in S;,4+1 liegt. Falls dies der Fall ist, wird der Knoten der Liste hinzu-
gefiigt, die spéter alle Knoten aus Sp,41 in der richtigen Reihenfolge enthalt.
Anschlielend wird die Nachfolgerkante gewihlt. Falls der Knoten nicht in Sy,41
liegt, wird mit dem obigen Schritt der Traversierung fortgefahren. Die untere
Skizze zeigt, wie der aufspannende Baum des Graphen durchlaufen wird. Die
roten Pfeile deuten den Weg der Traversierung an und die Nummern in den
Knoten weisen auf die Reihenfolge hin, in welcher sie sich in der Liste befinden.

| -. _ D P S
P w4

0000000 0000 $ 00000000000

Nachdem wir die Liste mit der richtigen Reihenfolge der Knoten erstellt haben,
konnen wir die Kanten einfiigen und erhalten eine korrekte kombinatorische
Einbettung des neuen Graphen. Desweiteren werden die Knoten bzw. inzidente
Kanten zu diesen Knoten aus Sp; und unterhalb von Sj; geloscht. Darauf wer-
den wir nicht weiter eingehen, da es relativ intuitiv ist.

10



Die Triangulierung findet im kopierten, veréinderten Graphen statt. Hierbei
orientieren wir uns am technischen Bericht [Paj07]. Die Visualisierung eines
triangulierten Graphen wird uns erschwert, da man nicht mehr allein mit ge-
radlinigen Kanten auskommt. Dies werden wir jedoch spéter im Abschnitt 4.5
behandeln. Bei triangulierten Graphen besteht jede Facette aus einem Drei-
eck, da der triangulierte Graph ein kantenmaximaler, planarer Graph ist. Dies
kann man sich veranschaulichen, wenn man sich vorstellt, dass eine Facette kein
Dreieck ist. Daraus folgt, dass die Facette doch ein n-Eck ist und n > 3. Das
kann aufgrund der Kantenmaximalitét nicht sein, da man noch ein oder mehrere
Kanten einfiigen kann. Aus diesen Uberlegungen 148t sich ein Algorithmus zur
Triangulierung herleiten. Dazu ergénzt dieser bei jeder Kante die rechte Facette
zu einem Dreieck, wobei darauf geachtet werden muss, dass die Planaritétsei-
genschaft erhalten bleibt, d. h. sich die Kanten nicht kreuzen. Hierfiir werden
bei jedem Knoten alle noch nicht markierten, inzidenten Kanten im Uhrzeiger-
sinn durchgegangen. Beim Ergénzen der rechten Facette unterscheidet man drei
Fille, auf die wir kurz eingehen wollen.

1. Fall: Falls u als einzige inzidente Kante e, also keine weiteren inzidenten
Kanten hat, fiigt man die rot gestrichelte Kante zwischen v und w ein.
Da es zwischen e und vor,(e) (Vorgéngerkante von e bzgl. v) keine Kante
geben kann, die die hinzugefiigte Kante kreuzt.

2. Fall: Falls u mehrere inzidente Kanten aufler e hat und keine Kante zwischen
v und w existiert, so fiigt man die rot gestrichelte Kante hinzu. Analog
kann auch hier keine Kante zwischen e und nach,(e) (Nachfolgerkante
von e bzgl. u) vorhanden sein. Ob eine Kante zwischen u und w existiert,
wird gepriift, indem man alle Nachbarknoten!! von v mit einem Index
markiert. Falls dieser Index von w ungleich dem von v ist, kann es folglich
keine Kante zwischen v und w geben.

1. Fall 2; Fan

H Nachbarknoten sind von dem Knoten aus durch nur eine Kante erreichbar.
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3. Fall: Der dritte Fall liegt vor, falls u mehrere inzidente Kanten besitzt und
eine Kante zwischen den Knoten v und w existiert. Er unterteilt sich in
zwei Teilfélle, Fall a, in dem nur eine Kante fehlt und b, in dem sogar zwei
Kanten fehlen, damit die rechte Facette ein Dreieck bildet.

Fall a: Falls die Kante zwischen den Knoten v und w nicht vor, (e) liegt,
dann wird eine Kante zwischen den Knoten u und z eingefiigt. Da
es auch hier wieder keine Kante geben kann, die die neu eingefiigte
Kante kreuzt.

Fall b: Falls die Kante zwischen den Knoten v und w vor, (e) sich befin-
det, dann muss eine Kante zwischen den Knoten u und g, aber auch
eine weitere Kante zwischen den Knoten v und y einfiigt werden.
Hier ist eine Trennung des Falles in a und b notwendig, da sonst der
Knoten w dem Knoten x in Fall a entsprechen wiirde und wir dann
eine weitere Kante zwischen den Knoten u und w hinzufiigen wiirden.

% “\ 3. Fall (a) 3. Fall (b)

Das Verkleinern und Vergréflern des Kreises beginnt damit, dass wir ei-
ne beliebige Nichtbaumkante wihlen, um mit dieser einen Fundamentalkreis zu
bilden. Danach stellen wir fest, ob wir den Kreis verkleinern oder vergrofiern
miissen. Dies erfordert eine Zdhlung der Knoten, die sich innerhalb bzw. au-
Berhalb des Kreises befinden. Die Z&hlung der Knoten werden wir im néchsten
Abschnitt erldutern. Wir haben nicht festgestellt haben, welche Knotenmenge
im Inneren und welche im AufBleren des Kreises liegt. Wir definieren deshalb
die Mengen einfach mit Linkes bzw. Rechtes des Kreises, was von der Rich-
tung der Knotenzihlung abhéingt. Die Unterscheidung zwischen Innerem und
AuBlerem des Kreises ist nicht notwendig und auch schwer zu realisieren, da
wir mit der kombinatorischen Einbettung arbeiten und in dieser keine Koor-
dinaten der Knoten gegeben sind. Die Orientierung ist eindeutig, wir legen sie
fest von einem Knoten und einer dazu inzidenten Nichtbaumkante, die uns die
Seiten Rechtes (in Richtung der Vorgéngerkante) und Linkes (in Richtung der
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Nachfolgerkante) eindeutig zuordnen lisst. Falls wir z. B. das Linke verkleinern
wollen, wissen wir, dass wir in der linken Facette eine Nichtbaumkante wihlen
miissen. Genauer gesagt, unterteilt sich das in zwei Fille, wobei wir annehmen,
dass wir das Linke verkleinern wollen. Die anderen funktioneren entsprechend,
gegebenenfalls mit der linken Facette. Die zwei Fille unterscheiden, ob die an-
deren (nicht die gerade ausgewéhlte Kante, die einen Kreis bildet) Kanten der
Facette (Dreieck) eine Baumkante enthalten. In den unteren Skizzen ist e die
gewihlte Nichtbaumkante vom Knoten v aus.

_'/
nachiy(e)
E

1. Fall (a) 1. Fall (b) 2. Fall

1. Fall: Falls eine der anderen Kante der Facette eine Nichtbaumkante darstellt,
wird als néchstes die Kante gewihlt, die ein Nichtbaumkante ist, d. h.
wie im 1. Fall (a) nach,(e) oder wie im 1. Fall (b) vor,(e). Aus den
Skizzen wird deutlich, dass im 1. Fall (a) das Innere bzw. Linke gleich
bleibt und das AuBere bzw. Rechte um einen Knoten (nimlich u) zunimmt,
dies wire bei vor,(e) ebenso moglich. Bei 1. Fall (b) wird das Innere bzw.
das Linke um einem Knoten (den Knoten w) kleiner und das Aiiflere bleibt
gleichgrof.

2. Fall: Falls beide anderen Kanten der Facette Nichtbaumkanten sind, wihlen
wir die Nichtbaumkante, die mehr Knoten im Linken beinhaltet. Der
Grund liegt darin, dass wir beide Mengen Linkes und Rechtes ausbalan-

cieren wollen, d. h. sie haben jeweils zwischen % und 2 - & Knoten. Aus

der Skizze wird klar, das Linke hat sich stark verkleinert.

Desweiteren kann es vorkommen, dass unsere Seiten wechseln, d. h. bei einer
Wahl der Nichtbaumkante zur néchsten, das Linke dann zum Rechten wird. Dies
verursacht aber keine Probleme, solange dies nicht innerhalb von einem Schritt
passiert. Deswegen haben wir uns weitere Fallunterscheidungen gespart.

Das Ziahlen der Knoten beginnt damit, dass wir bei jedem Knoten des Bau-
mes speichern, wieviele Knoten sich in seinem Unterbaum'? befinden. Dies rea-
lisieren wir dadurch, in dem wir die gespeicherte Reihenfolge der besuchten
Knoten von der Breitensuche riickwirts benutzen. Da wir bereits wissen, dass
alle Knoten, die sich im Unterbaum befinden schon bearbeitet wurden und die
gespeicherte Anzahl der Knoten im Unterbaum von den Kindknoten!? aufsum-
miert werden koénnen. Dabei ist noch zu beachten, dass wir den Knoten selbst

I2Ein Unterbaum ist ein Teilgraph eines Baumes, der selbst als kompletter Baum angesehen
werden kann.
I3Fin Kindknoten ist verbunden mit dem Knoten, der ein Level hoher liegt.
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noch nicht mitgezdhlt haben. Deshalb miissen wir diesen zusétzlich addieren.
Im Beispiel (unteres Bild) ist die Reihenfolge der Knoten mit rot gestrichelten
Pfeilen und roten Nummer gekennzeichnet. Desweiteren ist in jedem Knoten
die Anzahl der Knoten im Unterbaum dargestellt. Zum Beispiel wird bei dem
griinen Knoten die Anzahl der Knoten im Unterbaum von den Kindknoten auf-
addiert und zusitzlich den Knoten selbst, also 1+3+2+1=7.

Zahlung der Knoten
im Unterbaum

Bei der eigentlichen Zihlvorgang miissen wir zwei Fille unterscheiden, ob die
Wurzel auf dem Kreis liegt oder nicht. Die Richtung, in der die Zahlung durch-
gefithrt wird, entscheidet dariiber, was Linkes und was Rechtes des Kreises wird.
Dazu benutzen wir die kombinatorische Einbettung, um zu erkennen, auf wel-
cher Seite (Linkes oder Rechtes) des Kreises die Knoten liegen.

1. Fall: Falls die Wurzel auf dem Kreis liegt, beginnen wir mit der Nichtbaum-
kante und bestimmen die Nachfolgerkante. Wir addieren so lange die An-
zahl der Knoten im Unterbaum von dem anderen Knoten dieser inzidenten
Kante, der nicht auf dem Kreis liegt, bis wir wieder eine Kreiskante er-
reichen. Diese Kreiskante miissen wir uns merken, damit wir von dieser
analog das Linke des Kreises bestimmen. Danach kénnen wir mit dieser
Kreiskante und dem anderen inzidenten Knoten dieser Kante sukzessiv
nach dem gleichen Prinzip fortfahren, bis wir am Ende die Nichtbaum-
kante erreichen. Im Beispiel (oberes mittleres Bild) besteht das Rechte
aus dem AuBeren des Kreises und das Linke beinhaltet keine Knoten und
stellt das Innere des Kreises dar, wenn wir bei dem Knoten anfangen, der 4
Knoten in seinem Unterbaum hat. Um die Anzahl der Knoten im Rechten
des Kreises zu erhalten, addieren wir die Anzahl der Knoten im Unter-
baum der roten Knoten, also ergibt es 3 + 2 + 3 = 8 Knoten im Rechten
bzw. AuBeren des Kreises.

2. Fall: Falls die Wurzel nicht auf dem Kreis liegt, 1duft der Prozess fast ana-
log wie im ersten Fall, wobei wir darauf achten miissen, dass der Knoten,
von dem wir die Anzahl der Knoten im Unterbaum addieren, ein Kind-
knoten des Kreisknotens sein muss. Ansonsten miissen wir die Anzahl der
Knoten im Unterbaum vom Kreisknoten von denen des anderen Knotens
subtrahieren. Im Beispiel (oberes rechtes Bild) addieren wir analog zum
ersten Fall, die Anzahl der Knoten im Unterbaum der roten Knoten. Bei
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dem orangenen Wurzelknoten miissen wir die Anzahl der Knoten im Un-
terbaum des entsprechenden Kreisknotens von der Anzahl der Knoten im
Unterbaum des Wurzelknotens subtrahieren, also 12 — 7 = 5. Summiert
ergibt dies 5+ 24+ 14 1 = 9 Knoten im AuBeren des Kreises.

4.5 Visualisierung

Die Visualisierung erweist sich als Hindernis, da sich zwar der Graph relativ
einfach in der geometrischen Einbettung realisieren ldsst (da die Koordinaten
vorliegen), jedoch bei der kombinatorischen Einbettung mit einem triangulierten
Graphen, wie schon angedeutet, nicht mehr nur mit geradlinigen Kanten umge-
setzt, werden kann. Dies wird in der unteren Skizze verdeutlicht. Da die aiiflere
(unbegrenzte) Facette noch kein Dreieck bildet, mufl man eine Kante hinzufiigen,
die aber nur eine Kurve sein kann, da sie sonst eine oder mehrere andere Kanten
schneidet. Man konnte z. B. die rot gestrichelte Kante hinzufiigen.

Deshalb benutzen wir Kurven als Kanten. Hier haben wir Bézierkurven verwen-
det. Das sind Kurven, die anhand von Anfangs-, End- und Stiitzpunkt(en) ge-
zeichnet werden kénnen. Vorwiegend verwenden wir quadratische Bézierkurven
mit einem Stiitzpunkt fiir Kanten, die nicht an der dufleren (unbegrenzten) Fa-
cette liegen und kubische Bézierkurven mit zwei Stiitzpunkten fiir die anderen
Kanten. Im Falle, dass keine Kurve erforderlich sind, verwenden wir natiirlich
weiterhin geradlinige Kanten.

s1,

s2"
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Desweiteren sind die Koordinaten, die JUNG verwendet hat, relativ zum Kan-
tenanfang und Kantenende, d. h. der Anfangspunkt einer Kante wird mit (0, 0)
und der Endpunkt mit (1,0) bezeichnet. Die zweite Koordinate kann man an-
hand einer orthogonalen Projektion bestimmen, sie ist in Pixel angegeben, also
nicht relativ zur Kantenldnge wie die erste Koordinate. Um die orthogonale Pro-
jektion zu berechnen, verwenden wir unser Vorwissen aus der Vorlesung Lineare
Algebra, man kann dies auch in unserem LA-Skript[DW04] nachlesen.

(0.2,350)
S1 (0.7,300)

Leider ist es uns trotz der Anstrengungen nicht gelungen, einige Spezialfille
zu 16sen, z. B. falls der Knoten um den die Kurve (Kante) gezeichnet werden
soll, auflerhalb von [0, 1] bei der ersten Koordinate liegt. Dies hat JUNG leider
nicht unterstiitzt. Desweiteren bereitete es uns Schwierigkeiten, eine Kurve um
eine weiter Kurve zu zeichnen, da die Parameter (Koordinaten der Stiitzpunkte)
nicht leicht zu bestimmen sind. Die restlichen Parameter bei den Kurven um
geradlinige Kanten konnte wir auf Grund von Erfahrungswerten, der Linge der
Kante und dem Winkel am Anfangspunkt der Kante zwischen Stiitzpunkt und
Endpunkt der Kante berechnen. Das untere Bild zeigt dies an einem praxisna-
hen Beispiel: Auf dem linken, der noch nicht triangulierte Graph und auf dem
rechten, der triangulierte Graph mit den griinen hinzugefiigten Kanten.
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5

Experimente

Wir haben bei den Experimenten hauptséchlich Delaunay Graphen auf die

Grofle des Seperators getestet. Das untere Bild zeigt zwei Delaunay Graphen,
der Linke mit 10 und der Rechte mit 100 Knoten. Die schwarzen Knoten ent-
sprechen den ausgewihlten Wurzelknoten und die roten Knoten stammen aus

dem pu-Level, das bereits einen geeigneten Separator bildet.

il LA
ISR = Y

4

N K AR
| \'\\Vay W'
&'4»‘!%7)
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5.1 Hilfsmittel

Im Wesentlichen verwenden wir fiir die Experimente zwei Hilfsmittel, yEd[yEd|

und Graphgen. yEd diente uns als Grapheneditor, mit dessen Hilfe wir zahlrei-

che Graphen erstellt haben, um Problemfélle z. B. der Visualisierung zu testen.
Graphgen bietet als Graphengenerator die Mdoglichkeit, zahlreiche verschiedene
Graphenarten zu generieren, wie Delaunay Graphen, Dreieckgraphen, Secksgit-
ter und viele weitere. Fiir die Experimente sind die Delaunay Graphen von der

Struktur am interesantesten.

5.2 Ergebnisse

Das Diagramm auf der nichsten Seite zeigt, wie sich mit steigender Knoten-
anzahl (horizontale Achse) die Separatorgrofie (vertikale Achse) entwickelt. Der
prozentuale Anteil der maximal méglichen Separatorgrofie (4-1/n Knoten) ist auf
der vertikalen Achse aufgetragen. Der Verlauf des Diagramms macht deutlich,
dass sich die Separatorgrofie prozentual exakt zwischen 40% und 55% bewegt.

Hierbei wurden Delaunay Graphen getestet.
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6 Ausblick

Die Visualisierung des triangulierten Graphen ist eindeutig verbesserungsfihig,
wobei das keineswegs leicht zu realisieren ist. Zusédtzlich hdtten wir noch viele
weitere interessante Experimente durchfiihren kénnen. Wobei wir verschiedene
weitere Groflen hétten testen koénnen, wie:

e Die Balance der Mengen V; und V;
e Welche Phase einen Separator liefert

e Wieviele Schritte beim Vergréflern bzw. Verkleinern der Fundamentalkrei-
se benotigt werden

Weiterhin wiren auch noch die Fragestellungen interessant:

e Wie sich die Wahl des Wurzelknotens auf die Phase, in der ein Separator
geliefert wird, auswirkt?

e Welche Nichtbaumkante am besten gewidhlt werden sollte, um mdéglichst
wenige Schritte beim Vergréfern bzw. Verkleinern der Fundamentalkreise
zu benotigen?

Nicht zuletzt wire es aufschlufireich, ob es eventuell eine gute Heuristik fiir
allgemeine planare Graphen geben kann.
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