
Planar-Separator-TheoremAusarbeitung zum PraktikumZerlegen und Clustern von Graphenim SS 07Betreuer: Martin HolzerHilal Akbaba, Stefan Hartte3. November 2007ZusammenfassungDiese Ausarbeitung zum Praktikum "Zerlegen und Clustern von Gra-phen\ handelt von dem Planar-Separator-Theorem, das einen eÆzientenAlgorithmus zum Zerlegen eines planaren Graphen in O(n) in unzusam-menh�angende Teilgraphen dur
h einen Separator1 liefert. Dabei kann ga-rantiert werden, dass die Teilgraphen h�o
hstens 23 � n Knoten haben undder Separator h�o
hstens 4 � pn Knoten hat. Wir haben den Algorithmusmit Hilfe von JUNG [juna℄ in Java [jav℄ implementiert. ImWeiteren habenwir no
h Experimente bzgl. der Separatorgr�o�e mit dem Algorithmus aufvers
hiedenen Graphenarten dur
hgef�uhrt, um dessen Verhalten zu analy-sieren. Dabei war die Separatorgr�o�e in etwa glei
hbleibend f�ur DelaunayGraphen (zwis
hen 40 und 55% der maximal m�ogli
hen Separatorgr�o�e).1 EinleitungIn vielen Anwendungsgebieten wie bei Stra�ennetzen, bei Netzwerk- und Rou-tenplanungen, aber au
h in vielen weiteren Anwendungsberei
hen werden plana-re Graphen eingesetzt. Da sie von gro�em Interesse sind, ist es wi
htig, eÆzienteAlgorithmen f�ur planare Graphen zu �nden.Oft wird bei Algorithmen das Prinzip von Teile und Herrs
he2 angewendet,wobei der Graph erstmal in mehrere Teilgraphen zerlegt werden muss. Hierhilft uns das Planar-Seperator-Theorem, das besagt, dass ein planarer Graphin linearer Laufzeit in Teilgraphen aufgeteilt werden kann, wobei den Knoten-mengen eine maximale Gr�o�e von 23 �n zugesi
hert wird. Dabei bezei
hnet n dieAnzahl der Knoten des urspr�ungli
hen Graphen. Dies ist wi
htig, da die Gr�o�eder Teilprobleme die Laufzeit bestimmt.1Ein Separator ist eine Knotenmenge eines Graphen, der dur
h Wegnahme dieser Mengein mindestens zwei unzusammenh�angende Teilgraphen zerf�allt.2Das Prinzip besagt, dass ein Problem dadur
h gel�ost wird, das man es in Teilproblemesolange zerlegt, bis diese so klein sind, dass sie direkt eÆzient gel�ost werden k�onnen. Dana
hwird die L�osung der Teilprobleme wieder zusammengesetzt zu einer Gesamtl�osung.1



Das Planar-Separator-Theorem von Lipton & Tarjan (1977) [LT77℄ ist konstruk-tiv, d. h. es liefert einen Algorithmus, den wir in unserem Praktikum in JAVA1.5 [jav℄ implementiert haben. Hierf�ur verwenden wir JUNG-API [juna℄, diesist eine frei verf�ugbare Graphenbibliothek, die in der Programmierspra
he JA-VA ges
hrieben ist. Zus�atzli
h benutzen wir JUNGX [junb℄, eine Erweiterungvon JUNG, die wir insbesondere f�ur planare Graphen ben�otigen. Speziell beiden Experimenten nahmen wir den Grapheditor yEd [yEd℄ sowie den Graph-gen 3 zu Hilfe. Um die theoretis
hen Grundlagen zu erarbeiten, re
her
hiertenwir im Rahmen des Praktikums das Skript "Algorithmen f�ur planare Graphen\[Wag06℄, sowie den te
hnis
hen Beri
ht "Triangulierung eines planaren Gra-phen\ [Paj07℄. Auf die Hilfsmittel, die wir f�ur die Experimente ben�otigen, wer-den wir au
h in Abs
hnitt 5.1 eingehen.Im Folgenden m�o
hten wir die De�nitionen erl�autern, das grundlegende Theo-rem verdeutli
hen und dana
h auf den Algorithmus eingehen. Ans
hlie�end ge-hen wir n�aher auf die Implementierung, die Visualisierung und die damit verbun-denen Hindernisse ein. Um unseren Algorithmus zu testen, f�uhrten wir Experi-mente bzgl. der Separatorgr�o�e dur
h. Letztendli
h geben wir no
h ein Ausbli
kauf weitere interessante Fragestellungen und Verbessungsm�ogli
hkeiten z. B. derVisualisierung, der Wahl der Wurzel und der Wahl der Ni
htbaumkante.2 De�nitionenIm Folgenden wollen wir auf die wi
htigsten De�nitionen, die uns no
h mehr-mals begegnen werden, eingehen und diese anhand von Beispielen verdeutli
hen.Ein planarer Graph ist ein Graph, den man kreuzungsfrei in der Ebene zei
h-nen kann. In der Skizze ist ein planarer Graph zu sehen, wo keine zwei Kantensi
h in der Ebene kreuzen.Eine Triangulierung ist ein kantenmaximaler planarer Graph, der aus einemplanaren Graphen dur
h Hinzuf�ugen von Kanten entsteht. Dieser Vorgang wirdau
h Triangulierung genannt. Die Triangulierung des obersten Skizze wird dar-unter verans
hauli
ht.Eine zu einem Knoten inzidente Kante bedeutet, dass die Kante mit dem Kno-ten verbunden ist. Im Beispiel ist die Kante u bzw. v inzident zu dem Knoten 0.Genauso nennt man zwei Kanten inzident, wenn sie mit einem gemeinsamenKnoten verbunden sind. Da die Kanten u und v mit dem gemeinsamen Knoten0 verbunden sind, nennt man sie au
h inzidente Kanten.Eine Fa
ette ist ein Gebiet, das dur
h die Kanten begrenzt ist, aber ni
ht dur
heine Kante geteilt wird. Wie im S
haubild zu sehen ist, gibt es innere, begrenzteFa
etten (F1,F2) und au
h eine �au�ere, unbegrenzte Fa
ette (F3).3Ein Graphengenerator der Lehrstuhls 2



Ein Weg in einem Graphen besteht aus einer Kantenfolge, in dem alle Kantenmiteinander verbunden sind. Hier gibt es viele m�ogli
he Wege. Zum Beispielvom Knoten 1 zum Knoten 2 �uber die Kanten u, v oder x, w, v usw...Ein Zyklus in einem Graph ist ein Weg, dessen Anfangs- und Endknoten iden-tis
h sind. Hier kann man bei dem glei
hen Bild ein Zyklus z. B. u, v, y, x oderau
h u, w, x �nden.Ein Kreis ist ein Zyklus, wobei mit jeden Knoten eine gerade Anzahl von Kan-ten verbunden ist. Das Beispiel zeigt einen m�ogli
hen Kreis mit der Kantenmen-ge fu; v; y; xg. Bei jedem Knoten sind je 2 (gerade Anzahl) Kanten inzident,z. B. zu Knoten 2 die Kanten v und y.In einem zusammenh�angenden Graphen gibt es von jedem Knoten aus je-weils einen Weg zu allen anderen Knoten.Ein Baum ist ein zusammenh�angender Graph, in dem es keinen Zyklus gibt.Eine geometris
he Einbettung ist eine Darstellung eines Graphen, bei derdie Koordinaten der Knoten und seine dazu inzidenten Kanten in beliebigerReihenfolge dur
h die Knotenpaare angegeben sind.Eine kombinatoris
he Einbettung ist eine Spei
herung eines Graphen, beider jeweils die Reihenfolge der zu einem Knoten inzidenten Kanten angegebenist. Die Reihenfolge verl�auft meist Gegenuhrzeigersinn oder in Uhrzeigersinn.Eine Partition besteht aus mehreren Mengen, die disjunkt4 sind und verei-nigt die Gesammtmenge ergeben. Bei uns bestehen die Mengen aus Knoten. ImBeispiel besteht die Partition aus zwei Mengen A und B. Die Mengen sind dur
hdie gestri
helte Linie getrennt. Es k�onnte aber au
h mehr als zwei Mengen ge-ben.Ein Separator ist eine Knotenmenge eines Graphen, der dur
h Wegnahmedieser Menge in mindestens zwei unzusammenh�angende Graphen zerf�allt. ImS
haubild w�are die Knotenmenge f0, 3g ein m�ogli
her Separator. Dabei entste-hen zwei unzusammenh�angende Teilgraphen, n�amli
h mit dem Knotenmengenf1g und f4g.EineNi
htbaumkante ist eine Kante in einem gegebenen Graphen, wobei dieseKante ni
ht zu dem Baum desselben Graphen geh�ort. Die Kante e ist Ni
ht-baumkante bzgl. des Baumes, der aus allen Kanten bis auf e besteht.Ein Fundamentalkreis ist ein Kreis, der dur
h eine Ni
htbaumkante und einenWeg in einem Baum gebildet wird. Dieser Weg beginnt bei dem einen Knotender Ni
htbaumkante und endet bei dem anderen Knoten der Ni
htbaumkante.In unserem Beispiel wird dur
h die Ni
htbaumkante e ein Kreis realisiert, deraus allen Kanten bis auf die Kante zwis
hen dem Knoten 3 und 4 besteht, dadiese Kante ni
ht zum Weg im Baum geh�ort.4Es gibt keine glei
hen Elemente in je zwei vers
hiedenen Mengen.3



Ein Level eines Knotens ist die Anzahl der Kanten des k�urzesten Wegesvon dem Knoten zur Wurzel des Baumes.3 AlgorithmusWir werden im Folgenden das Prinzip des Algorithmus, der auf dem Planar-Separator-Theorem basiert, verdeutli
hen. Wer si
h f�ur den Beweis des Algo-rithmus interessiert, der sei auf das Skript [Wag06℄ verwiesen. In jeder Phasewird ein Seperator gesu
ht, falls dieser ni
ht geeignet ist, wird zur n�a
hsten Pha-se �ubergegangen. Do
h vorerst einmal erl�autern wir das grundlegende Planar-Separator-Theorem.3.1 Planar-Separator-TheoremDie Knotenmenge eines zusammenh�angenden, planaren Graphen G = (V; E),n = jV j � 5, kann so in drei Mengen V1 , V2 , S � V partitioniert werden, dass1. jV 1j; jV 2j � 23 � n,2. S Separator, der V1 und V2 trennt,3. jSj � 4 � pn.Diese Partition kann in der Laufzeit O(n) bere
hnet werden.
Das obige Bild zeigt einen Graphen, der dur
h den Separator S in zwei unzusam-menh�angende Teilgraphen (V1,V2) zerlegt. Der Graph, der ni
ht zwangsl�au�g einBaum sein mu�, sondern ein beliebiger, zusammenh�angender, planarer Graph,wie im Planar-Separator-Theorem gefordert.3.2 1. PhaseIn der ersten Phase des Algorithmus wird von einem frei gew�ahlten Wurzelkno-ten ein Baum mit Breitensu
he5 aufgebaut. Ans
hlie�end wird ein "mittleresLevel\ S� gesu
ht, wobei wir die Level von oben na
h unten mit S0; S1; S2; :::bezei
hnen und gilt: ��1Pi=0 jSij � n2 und �Pi=0 jSij > n25Su
he, bei der die direkten Na
hfolgerknoten zuerst besu
ht werden.4



Falls S� weniger als 4 � pn Knoten hat, sind alle Bedingungen erf�ullt, der Algo-rithmus liefert S� als einen geeigneten Separator. Die Mengen V1 und V2 sinddann oberhalb und unterhalb des Separator S�.3.3 2. PhaseIn der zweiten Phase su
hen wir zwei weitere Levels Sm und SM , wobei Smoberhalb von S�, SM unterhalb von S� gelegen sind so, dass diese glei
h oderweniger als pn Knoten haben.
Man pr�uft, ob die Anzahl der Knoten zwis
hen Sm und SM weniger als 23 � nKnoten vorhanden sind. Falls dies der Fall ist, haben wir bereits in der zweitenPhase einen geeigneten Separator gefunden. Nun m�ussen wir no
h die MengenV1 und V2 bestimmen. Dazu de�nieren wir drei Mengen A1,A2 und A3. A1oberhalb von Sm, A2 zwis
hen Sm und SM und A3 unterhalb von SM .
Die Menge A1 hat h�o
hstens n2 Knoten, da sie oberhalb von Sm, also au
h ober-halb von S� liegt. Analoges gilt au
h f�ur A3, das weniger als n2 Knoten hatund A2, das weniger als 23 � n Knoten besitzt (dies hatten wir bereits gepr�uft).Man w�ahlt als V1 die gr�o�te Menge aus A1; A2 und A3, dann wissen wir bereits,dass diese Menge maximal 23 �n Knoten haben kann (wegen A2). V2 besteht ausden restli
hen Knoten ohne V1 und ohne S, wodur
h unsere zweite Unglei
hungV2 � n�V1 Zustande kommt. Dazu muss begr�undet werden, dass die Menge V2aus h�o
hstens 23 �n Knoten besteht, wie im Planar-Separator-Theorem gefordert.Die �Uberlegung stammt aus den bekannten Voraussetzungen, woraus die erste5



Unglei
hung V2 � V1 � 2 ableitbar ist. Es sei V1 = maxfA1; A2; A3g, d. h. V1kleiner glei
h A1; A2 und au
h als A3, also gilt dies au
h f�ur die Summe vonBeiden, was V2 entspri
ht. Man kann in die zweite Unglei
hung V2 � n�V1 dieerste Unglei
hung einsetzen, damit folgt V2 � n� 2 � V2. Somit erhalten wir dieerw�uns
hte Bedingung au
h erf�ullt: V2 � 23 � n.Die Separatorgr�o�e ist au
h eingehalten, da Sm und SM jeweils h�o
hstens pnKnoten haben, also zusammen 2 �pn, obwohl nur 4 �pn vom Theorem gefordertwurde.3.4 3. PhaseFalls die Level Sm und SM keinen geeigneten Separator bilden, kopiert man denGraphen. Man ver�andert den kopierten Graphen, su
ht aber denno
h im ur-spr�ungli
hen Graphen einen Separator. Im Ans
hluss �ndet man in dem ver�ander-ten Graphen einen Fundamentalkreis, der zusammen mit Sm und SM einen Se-parator im urspr�ungli
hen Graphen bildet.Im Folgendem vers
hmilzt man alle Level oberhalb von Sm sowie Sm zu einemKnoten und l�os
ht alle Level unterhalb von SM sowie SM (falls vorhanden).Der neu entstandene Graph wird trianguliert. Wir k�onnen dann einen beliebi-gen Fundamentalkreis w�ahlen. Der endg�ultige Fundamentalkreis wird gesu
ht,indem wir diesen Kreis entspre
hend vergr�o�ern bzw. verkleinern, je na
h An-zahl der Knoten, die si
h innerhalb des Kreises be�nden. Die Verkleinerungbzw. Vergr�o�erung werden wir sp�ater bei der Implementierung no
h genauerbetra
hten. Wi
htig ist jedo
h, dass so lange vergr�o�ert wird, bis mehr als n3Knoten bzw. verkleinert bis weniger als 23 � n Knoten im Kreis vorhanden sind,damit die geforderten Eigens
haften des Planar-Separator-Theorems erf�ullt wer-den. Im Folgenden verdeutli
hen wir uns no
h, wie si
h die Mengen V1 und V2zusammensetzen. Hierzu s
hauen wir uns an, wel
he Mengen vorhanden sind.

Es existieren folgende Mengen: A1 oberhalb von Sm, A2 innerhalb des Kreises,A3 zwis
hen Sm und SM au�erhalb des Kreises und A4 unterhalb von SM . DieMenge A2 ist na
h Kreiskonstruktion gr�o�er als n3 und kleiner als 23 � n. Alsokann A3 h�o
hstens 23 � n gro� sein, da A2 bereits n3 gro� sein muss. V1 bestehtaus der gr�o�eren Menge entweder aus A2 oder aus A3. Diese Menge ist gr�o�erals n3 und kleiner als 23 � n. Deshalb muss V2 als der Rest kleiner als 23 � n sein,weil V1 gr�o�er als n3 ist. 6



Na
hfolgend wollen wir no
h die Separatorgr�o�e untersu
hen. Wie wir s
honaus Phase 2 wissen, sind Sm und SM jeweils h�o
hstens pn Knoten gro�. Al-so betra
hten wir den Kreis. Hierzu ben�otigen wir eine Abs
h�atzung �uber dieH�ohe des Baumes des ver�anderten Graphen, der zwis
hen den Level Sm und SMliegt. Na
h Konstruktion von Sm und SM wissen wir bereits, dass diese Levelaus mehr als pn Knoten bestehen, da sie sonst als Sm bzw. SM gew�ahlt wordenw�aren. Dann kann die Anzahl der Level maximal pn betragen, d. h. aber f�urden Kreis, dass er aus maximal 2 � pn+ 1 Knoten besteht. Falls der Kreis aberaus 2 � pn+ 1 Knoten besteht, beinhaltet er die Wurzel, die als Knoten in derSeparatormenge ni
ht notwendig ist, da Sm den Kreis bereits abs
hlie�t. Darausergibt si
h eine Gesamtgr�o�e des Separators aus Level Sm, SM und dem Kreis(ohne Wurzel) von h�o
hstens pn+pn+ 2 � pn = 4 � pn.4 ImplementierungBei der Implementierung haben wir die drei Phasen des Algorithmus, der aufdem Planar-Separator-Theorem beruht, realisiert. Hierbei ergaben si
h S
hwie-rigkeiten, die meist erst bei der Implementierung aufgefallen sind. Insbesonderedie Visualisierung der Triangulierung erwies si
h als s
hwierig. Darauf werdenwir im Folgenden eingehen.4.1 VorarbeitZuerst haben wir einen Graphen im GraphML-Format eingelesen. Dazu ver-wendeten wir eine Bibliotek6 des Lehrstuhls. Wir haben den Graphen, der inder geometris
hen Einbettung gegeben war, in die kombinatoris
he Einbettungumgewandelt. Im Praktikum ents
hieden wir uns f�ur die Reihenfolge Gegenuhr-zeigersinn bei der kombinatoris
hen Einbettung.Von jedem Knoten wird der Winkel von einer waagre
hten Geraden (unten imBild mit rotgestri
helten Linie) na
h re
hts zu allen seinen inzidenten Kantenausgere
hnet. Dur
h die L�angen der Stre
ken y1�y2 und x1�x2 k�onnen wir mitHilfe von ar
tan( y1�y2x1�x2 ) den Winkel � bere
hnen. Analog werden die anderenWinkel ausgere
hnet. Dabei ist zu bea
hten, dass in jedem Quadranten die Win-kel anders zu bere
hnen sind. Die Liste der Winkel (f�; �; :::g) haben wir dannmit Mergesort7 sortiert. Somit erhalten wir eine Liste, die die im Gegenuhrzei-gersinn sortierten Winkel der Kanten enth�alt. Mit Hilfe dieser Liste erhalten wirnun die Reihenfolge der Kanten f�ur die kombinatoris
he Einbettung.6Ein Mitarbeiter hatte uns diese freundli
herweise zur Verf�ugung gestellt7Ein Sortieralgorithmus, der das Prinzip von Teile und Herrs
he anwendet.
7



4.2 1. PhaseDie erste Phase erweist si
h als relativ einfa
h. Das wesentli
he Hilfsmittel be-steht aus einem aufspannenden Baum8. Dieser wird unter Zuhilfenahme einerBreitensu
he gefunden. Hierzu orientieren wir uns imWesentli
hen an [CLRS01℄.Na
h der Breitensu
he erhalten wir dur
h die Baumstruktur einzelne Level, inwel
hen wir das "mittlere\ Level su
hen.Die Breitensu
he baut einen aufspannenden Baum zu einem gegebenen Wur-zelknoten auf, indem man eine Wartes
hlange9 benutzt. Dies erf�ullt den Zwe
k,dass die Knoten, die zuerst entde
kt werden au
h zuerst verfolgt werden, d.h. dass alle Knoten eines Levels erst abgearbeitet werden, bevor die Knotendes n�a
hsten Levels bearbeitet werden. Jeder Knoten kann si
h hierbei in dreivers
hiedenen Zust�anden be�nden:1. Der Knoten wurde no
h ni
ht besu
ht.2. Der Knoten wird besu
ht, es sind aber ni
ht alle seine Na
hfolgerknotenbesu
ht worden.3. Der Knoten und alle seine Na
hfolgerknoten sind besu
ht worden.Diese Zust�ande sind notwendig, damit alle Knoten bearbeitet werden, alle Na
h-folgerknoten entde
kt werden und jeder Knoten h�o
hstens einmal bearbeitetwird. Das Level eines Knotens ist das Level seines Vorg�angerknotens um Einserh�oht. Desweiteren haben wir uns die Reihenfolge, in der die Knoten besu
htwurden, gespei
hert, da wir diese bei der Z�ahlung der Knoten, die innerhalbbzw. au�erhalb des Kreises liegen, ben�otigen.8Ein Baum, der maximal ist, d. h. dass der Baum si
h ni
ht mehr erweitern l�asst, ohnedass ein Zyklus entsteht.9Eine S
hlange ist eine Datenstruktur, bei der das zuerst hinzugef�ugte Element au
h zuerstwieder entnommen wird. 8



Das mittlere Level wird im Weiteren gesu
ht. Wir k�onnen z�ahlen, wievielKnoten si
h in jeweiligen Level be�nden. Wie in Abs
hnitt 3.2 s
hon betra
h-tet, bestimmen wir das mittlere Level �uber die Summe der Knoten in den Leveln.Es wird dann �uberpr�uft, ob das mittlere Level bereits ein geeigneter Separatordarsteltt. Dies ist der Fall, wenn die Anzahl der Knoten des mittleren Levelskleiner glei
h 4 � pn ist. Anderenfalls wird in Phase 2 �ubergegangen.4.3 2. PhaseDa die Separatorgr�o�e in der ersten Phase mehr als 4 � pn ist, su
hen wir dieLevel Sm und SM , wie in Abs
hnitt 3.3 erl�autert.Um einen geeigneten Separator zu �nden, addieren wir die Knoten der Le-vel zwis
hen Sm und SM . Die Anzahl der Knoten in den Leveln wurden bereitsin der ersten Phase bestimmt. Falls diese Summe weniger als 23 � n ist, habenwir einen geeigneten Separator gefunden, ansonsten �nden wir auf jeden Fall inPhase 3 einen Separator.4.4 3. PhaseDie 3. Phase ist die komplizierteste und liefert endg�ultig einen geeigneten Se-parator. Wir werden in den n�a
hsten Abs
hnitten auf die Teils
hritte eingehen.Hierf�ur m�ussen die Graphknoten oberhalb von Sm und Sm selbst zu einem Kno-ten vers
hmolzen werden. Die kombinatoris
he Einbettung, insbesondere dieReihenfolge der Kanten, die mit dem neuen Wurzelknoten verbunden werden,muss erhalten bleiben. Desweiteren m�ussen die Knoten unterhalb von SM undSM gel�os
ht werden. Dana
h wird der neue Graph trianguliert, damit ein Ver-gr�o�ern bzw. Verkleinern des Fundamentalkreises m�ogli
h ist. Dazu wird dur
heine beliebige Ni
htbaumkante ein Fundamentalkreis gebildet. Dieser Kreis wirdentspre
hend verkleinert bzw. vergr�o�ert, bis die Anzahl der Knoten im Kreismehr als 13 �n und weniger als 23 �n betr�agt, wie im Abs
hnitt 3.4 bes
hrieben. Inden weiteren Ausfhrungen m�o
hten wir auf die einzelnen S
hritte verdeutli
hen.Das Vers
hmelzen der Knoten wird dadur
h realisiert, dass alle Knoten ober-halb von Sm und Sm bis auf den Wurzelknoten, eins
hlie�li
h der Kanten, dieinzident zu den gel�os
hten Knoten sind, gel�os
ht werden. Nun m�ussen die Kan-ten, die zwis
hen dem alten Sm und Sm+1 verlaufen, in der ri
htigen Reihenfolge(Gegenuhrzeigersinn) an die neue Wurzel und an die jeweiligen Knoten aus Sm+1angeh�angt werden. Um die Reihenfolge der Kanten auszuw�ahlen, benutzen wireine Traversierung10 im urspr�ungli
hen Graphen, die si
h die Knoten aus Sm+1merkt und au
h keine Knoten in tieferen Level besu
ht. Dur
h die kombinato-ris
he Einbettung ist es uns m�ogli
h, von einem Knoten aus zu seiner inziden-ten Kante, die Na
hfolgerkante im Gegenuhrzeigersinn zu bestimmen. Dadur
hk�onnen wir von einem Knoten u und seiner inzidenten Kante e0 zur Kante ekommen, indem wir von u aus den anderen Knoten der Kante e0 abfragen unddie Na
hfolgerkante von e0 bzgl. v bestimmen, verglei
he hierzu die Skizzen aufder n�a
hsten Seite. Dieser S
hritt wird in der Traversierung dazu verwendet,10Traversierung ist ein Verfahren, das eine Route in einen Baum dur
hl�auft, um Knoten ineiner bestimmten Reihenfolge auszugeben. 9



um den Baum abw�arts zu gehen (linke Skizze), um den Baum aufw�arts zu ge-hen (mittlere Skizze) und zur re
hten Kante vom Knoten des glei
hen Levels zugehen (re
hte Skizze). Der S
hritt wird solange angewendet, bis si
h der andereinzidente Knoten der Kante ni
ht in Sm+1 be�ndet, beispielsweise falls wir unsbeim Knoten u und seiner inzidenten Kante e0 be�nden, wird der S
hritt nurangewendet, falls si
h der Knoten v ni
ht in Sm+1 be�ndet.

Wie s
hon angedeutet, wird der Baum dur
hlaufen bis zu einer Kante bzgl.eines Knotens in Sm. Dann wird gepr�uft, ob der andere inzidente Knoten dieserKante in Sm+1 liegt. Falls dies der Fall ist, wird der Knoten der Liste hinzu-gef�ugt, die sp�ater alle Knoten aus Sm+1 in der ri
htigen Reihenfolge enth�alt.Ans
hlie�end wird die Na
hfolgerkante gew�ahlt. Falls der Knoten ni
ht in Sm+1liegt, wird mit dem obigen S
hritt der Traversierung fortgefahren. Die untereSkizze zeigt, wie der aufspannende Baum des Graphen dur
hlaufen wird. Dieroten Pfeile deuten den Weg der Traversierung an und die Nummern in denKnoten weisen auf die Reihenfolge hin, in wel
her sie si
h in der Liste be�nden.

Na
hdem wir die Liste mit der ri
htigen Reihenfolge der Knoten erstellt haben,k�onnen wir die Kanten einf�ugen und erhalten eine korrekte kombinatoris
heEinbettung des neuen Graphen. Desweiteren werden die Knoten bzw. inzidenteKanten zu diesen Knoten aus SM und unterhalb von SM gel�os
ht. Darauf wer-den wir ni
ht weiter eingehen, da es relativ intuitiv ist.10



Die Triangulierung �ndet im kopierten, ver�anderten Graphen statt. Hierbeiorientieren wir uns am te
hnis
hen Beri
ht [Paj07℄. Die Visualisierung einestriangulierten Graphen wird uns ers
hwert, da man ni
ht mehr allein mit ge-radlinigen Kanten auskommt. Dies werden wir jedo
h sp�ater im Abs
hnitt 4.5behandeln. Bei triangulierten Graphen besteht jede Fa
ette aus einem Drei-e
k, da der triangulierte Graph ein kantenmaximaler, planarer Graph ist. Dieskann man si
h verans
hauli
hen, wenn man si
h vorstellt, dass eine Fa
ette keinDreie
k ist. Daraus folgt, dass die Fa
ette do
h ein n-E
k ist und n > 3. Daskann aufgrund der Kantenmaximalit�at ni
ht sein, da man no
h ein oder mehrereKanten einf�ugen kann. Aus diesen �Uberlegungen l�a�t si
h ein Algorithmus zurTriangulierung herleiten. Dazu erg�anzt dieser bei jeder Kante die re
hte Fa
ettezu einem Dreie
k, wobei darauf gea
htet werden muss, dass die Planarit�atsei-gens
haft erhalten bleibt, d. h. si
h die Kanten ni
ht kreuzen. Hierf�ur werdenbei jedem Knoten alle no
h ni
ht markierten, inzidenten Kanten im Uhrzeiger-sinn dur
hgegangen. Beim Erg�anzen der re
hten Fa
ette unters
heidet man dreiF�alle, auf die wir kurz eingehen wollen.1. Fall: Falls u als einzige inzidente Kante e, also keine weiteren inzidentenKanten hat, f�ugt man die rot gestri
helte Kante zwis
hen u und w ein.Da es zwis
hen e und vorv(e) (Vorg�angerkante von e bzgl. v) keine Kantegeben kann, die die hinzugef�ugte Kante kreuzt.2. Fall: Falls umehrere inzidente Kanten au�er e hat und keine Kante zwis
henv und w existiert, so f�ugt man die rot gestri
helte Kante hinzu. Analogkann au
h hier keine Kante zwis
hen e und na
hu(e) (Na
hfolgerkantevon e bzgl. u) vorhanden sein. Ob eine Kante zwis
hen u und w existiert,wird gepr�uft, indem man alle Na
hbarknoten11 von v mit einem Indexmarkiert. Falls dieser Index von w unglei
h dem von v ist, kann es folgli
hkeine Kante zwis
hen u und w geben.

11Na
hbarknoten sind von dem Knoten aus dur
h nur eine Kante errei
hbar.11



3. Fall: Der dritte Fall liegt vor, falls u mehrere inzidente Kanten besitzt undeine Kante zwis
hen den Knoten v und w existiert. Er unterteilt si
h inzwei Teilf�alle, Fall a, in dem nur eine Kante fehlt und b, in dem sogar zweiKanten fehlen, damit die re
hte Fa
ette ein Dreie
k bildet.Fall a: Falls die Kante zwis
hen den Knoten v und w ni
ht vorv(e) liegt,dann wird eine Kante zwis
hen den Knoten u und x eingef�ugt. Daes au
h hier wieder keine Kante geben kann, die die neu eingef�ugteKante kreuzt.Fall b: Falls die Kante zwis
hen den Knoten v und w vorv(e) si
h be�n-det, dann muss eine Kante zwis
hen den Knoten u und y, aber au
heine weitere Kante zwis
hen den Knoten v und y einf�ugt werden.Hier ist eine Trennung des Falles in a und b notwendig, da sonst derKnoten w dem Knoten x in Fall a entspre
hen w�urde und wir danneine weitere Kante zwis
hen den Knoten u und w hinzuf�ugen w�urden.

Das Verkleinern und Vergr�o�ern des Kreises beginnt damit, dass wir ei-ne beliebige Ni
htbaumkante w�ahlen, um mit dieser einen Fundamentalkreis zubilden. Dana
h stellen wir fest, ob wir den Kreis verkleinern oder vergr�o�ernm�ussen. Dies erfordert eine Z�ahlung der Knoten, die si
h innerhalb bzw. au-�erhalb des Kreises be�nden. Die Z�ahlung der Knoten werden wir im n�a
hstenAbs
hnitt erl�autern. Wir haben ni
ht festgestellt haben, wel
he Knotenmengeim Inneren und wel
he im �Au�eren des Kreises liegt. Wir de�nieren deshalbdie Mengen einfa
h mit Linkes bzw. Re
htes des Kreises, was von der Ri
h-tung der Knotenz�ahlung abh�angt. Die Unters
heidung zwis
hen Innerem und�Au�erem des Kreises ist ni
ht notwendig und au
h s
hwer zu realisieren, dawir mit der kombinatoris
hen Einbettung arbeiten und in dieser keine Koor-dinaten der Knoten gegeben sind. Die Orientierung ist eindeutig, wir legen siefest von einem Knoten und einer dazu inzidenten Ni
htbaumkante, die uns dieSeiten Re
htes (in Ri
htung der Vorg�angerkante) und Linkes (in Ri
htung der12



Na
hfolgerkante) eindeutig zuordnen l�asst. Falls wir z. B. das Linke verkleinernwollen, wissen wir, dass wir in der linken Fa
ette eine Ni
htbaumkante w�ahlenm�ussen. Genauer gesagt, unterteilt si
h das in zwei F�alle, wobei wir annehmen,dass wir das Linke verkleinern wollen. Die anderen funktioneren entspre
hend,gegebenenfalls mit der linken Fa
ette. Die zwei F�alle unters
heiden, ob die an-deren (ni
ht die gerade ausgew�ahlte Kante, die einen Kreis bildet) Kanten derFa
ette (Dreie
k) eine Baumkante enthalten. In den unteren Skizzen ist e diegew�ahlte Ni
htbaumkante vom Knoten v aus.

1. Fall: Falls eine der anderen Kante der Fa
ette eine Ni
htbaumkante darstellt,wird als n�a
hstes die Kante gew�ahlt, die ein Ni
htbaumkante ist, d. h.wie im 1. Fall (a) na
hv(e) oder wie im 1. Fall (b) voru(e). Aus denSkizzen wird deutli
h, dass im 1. Fall (a) das Innere bzw. Linke glei
hbleibt und das �Au�ere bzw. Re
hte um einen Knoten (n�amli
h u) zunimmt,dies w�are bei voru(e) ebenso m�ogli
h. Bei 1. Fall (b) wird das Innere bzw.das Linke um einem Knoten (den Knoten w) kleiner und das A�u�ere bleibtglei
hgro�.2. Fall: Falls beide anderen Kanten der Fa
ette Ni
htbaumkanten sind, w�ahlenwir die Ni
htbaumkante, die mehr Knoten im Linken beinhaltet. DerGrund liegt darin, dass wir beide Mengen Linkes und Re
htes ausbalan-
ieren wollen, d. h. sie haben jeweils zwis
hen n3 und 2 � n3 Knoten. Ausder Skizze wird klar, das Linke hat si
h stark verkleinert.Desweiteren kann es vorkommen, dass unsere Seiten we
hseln, d. h. bei einerWahl der Ni
htbaumkante zur n�a
hsten, das Linke dann zum Re
hten wird. Diesverursa
ht aber keine Probleme, solange dies ni
ht innerhalb von einem S
hrittpassiert. Deswegen haben wir uns weitere Fallunters
heidungen gespart.Das Z�ahlen der Knoten beginnt damit, dass wir bei jedem Knoten des Bau-mes spei
hern, wieviele Knoten si
h in seinem Unterbaum12 be�nden. Dies rea-lisieren wir dadur
h, in dem wir die gespei
herte Reihenfolge der besu
htenKnoten von der Breitensu
he r�u
kw�arts benutzen. Da wir bereits wissen, dassalle Knoten, die si
h im Unterbaum be�nden s
hon bearbeitet wurden und diegespei
herte Anzahl der Knoten im Unterbaum von den Kindknoten13 aufsum-miert werden k�onnen. Dabei ist no
h zu bea
hten, dass wir den Knoten selbst12Ein Unterbaum ist ein Teilgraph eines Baumes, der selbst als kompletter Baum angesehenwerden kann.13Ein Kindknoten ist verbunden mit dem Knoten, der ein Level h�oher liegt.13



no
h ni
ht mitgez�ahlt haben. Deshalb m�ussen wir diesen zus�atzli
h addieren.Im Beispiel (unteres Bild) ist die Reihenfolge der Knoten mit rot gestri
heltenPfeilen und roten Nummer gekennzei
hnet. Desweiteren ist in jedem Knotendie Anzahl der Knoten im Unterbaum dargestellt. Zum Beispiel wird bei demgr�unen Knoten die Anzahl der Knoten im Unterbaum von den Kindknoten auf-addiert und zus�atzli
h den Knoten selbst, also 1 + 3 + 2 + 1 = 7.

Bei der eigentli
hen Z�ahlvorgang m�ussen wir zwei F�alle unters
heiden, ob dieWurzel auf dem Kreis liegt oder ni
ht. Die Ri
htung, in der die Z�ahlung dur
h-gef�uhrt wird, ents
heidet dar�uber, was Linkes und was Re
htes des Kreises wird.Dazu benutzen wir die kombinatoris
he Einbettung, um zu erkennen, auf wel-
her Seite (Linkes oder Re
htes) des Kreises die Knoten liegen.1. Fall: Falls die Wurzel auf dem Kreis liegt, beginnen wir mit der Ni
htbaum-kante und bestimmen die Na
hfolgerkante. Wir addieren so lange die An-zahl der Knoten im Unterbaum von dem anderen Knoten dieser inzidentenKante, der ni
ht auf dem Kreis liegt, bis wir wieder eine Kreiskante er-rei
hen. Diese Kreiskante m�ussen wir uns merken, damit wir von dieseranalog das Linke des Kreises bestimmen. Dana
h k�onnen wir mit dieserKreiskante und dem anderen inzidenten Knoten dieser Kante sukzessivna
h dem glei
hen Prinzip fortfahren, bis wir am Ende die Ni
htbaum-kante errei
hen. Im Beispiel (oberes mittleres Bild) besteht das Re
hteaus dem �Au�eren des Kreises und das Linke beinhaltet keine Knoten undstellt das Innere des Kreises dar, wenn wir bei dem Knoten anfangen, der 4Knoten in seinem Unterbaum hat. Um die Anzahl der Knoten im Re
htendes Kreises zu erhalten, addieren wir die Anzahl der Knoten im Unter-baum der roten Knoten, also ergibt es 3 + 2 + 3 = 8 Knoten im Re
htenbzw. �Au�eren des Kreises.2. Fall: Falls die Wurzel ni
ht auf dem Kreis liegt, l�auft der Prozess fast ana-log wie im ersten Fall, wobei wir darauf a
hten m�ussen, dass der Knoten,von dem wir die Anzahl der Knoten im Unterbaum addieren, ein Kind-knoten des Kreisknotens sein muss. Ansonsten m�ussen wir die Anzahl derKnoten im Unterbaum vom Kreisknoten von denen des anderen Knotenssubtrahieren. Im Beispiel (oberes re
htes Bild) addieren wir analog zumersten Fall, die Anzahl der Knoten im Unterbaum der roten Knoten. Bei14



dem orangenen Wurzelknoten m�ussen wir die Anzahl der Knoten im Un-terbaum des entspre
henden Kreisknotens von der Anzahl der Knoten imUnterbaum des Wurzelknotens subtrahieren, also 12 � 7 = 5. Summiertergibt dies 5 + 2 + 1 + 1 = 9 Knoten im �Au�eren des Kreises.4.5 VisualisierungDie Visualisierung erweist si
h als Hindernis, da si
h zwar der Graph relativeinfa
h in der geometris
hen Einbettung realisieren l�asst (da die Koordinatenvorliegen), jedo
h bei der kombinatoris
hen Einbettung mit einem trianguliertenGraphen, wie s
hon angedeutet, ni
ht mehr nur mit geradlinigen Kanten umge-setzt werden kann. Dies wird in der unteren Skizze verdeutli
ht. Da die a�u�ere(unbegrenzte) Fa
ette no
h kein Dreie
k bildet, mu� man eine Kante hinzuf�ugen,die aber nur eine Kurve sein kann, da sie sonst eine oder mehrere andere Kantens
hneidet. Man k�onnte z. B. die rot gestri
helte Kante hinzuf�ugen.
Deshalb benutzen wir Kurven als Kanten. Hier haben wir B�ezierkurven verwen-det. Das sind Kurven, die anhand von Anfangs-, End- und St�utzpunkt(en) ge-zei
hnet werden k�onnen. Vorwiegend verwenden wir quadratis
he B�ezierkurvenmit einem St�utzpunkt f�ur Kanten, die ni
ht an der �au�eren (unbegrenzten) Fa-
ette liegen und kubis
he B�ezierkurven mit zwei St�utzpunkten f�ur die anderenKanten. Im Falle, dass keine Kurve erforderli
h sind, verwenden wir nat�urli
hweiterhin geradlinige Kanten.

15



Desweiteren sind die Koordinaten, die JUNG verwendet hat, relativ zum Kan-tenanfang und Kantenende, d. h. der Anfangspunkt einer Kante wird mit (0; 0)und der Endpunkt mit (1; 0) bezei
hnet. Die zweite Koordinate kann man an-hand einer orthogonalen Projektion bestimmen, sie ist in Pixel angegeben, alsoni
ht relativ zur Kantenl�ange wie die erste Koordinate. Um die orthogonale Pro-jektion zu bere
hnen, verwenden wir unser Vorwissen aus der Vorlesung LineareAlgebra, man kann dies au
h in unserem LA-Skript[DW04℄ na
hlesen.

Leider ist es uns trotz der Anstrengungen ni
ht gelungen, einige Spezialf�allezu l�osen, z. B. falls der Knoten um den die Kurve (Kante) gezei
hnet werdensoll, au�erhalb von [0; 1℄ bei der ersten Koordinate liegt. Dies hat JUNG leiderni
ht unterst�utzt. Desweiteren bereitete es uns S
hwierigkeiten, eine Kurve umeine weiter Kurve zu zei
hnen, da die Parameter (Koordinaten der St�utzpunkte)ni
ht lei
ht zu bestimmen sind. Die restli
hen Parameter bei den Kurven umgeradlinige Kanten konnte wir auf Grund von Erfahrungswerten, der L�ange derKante und dem Winkel am Anfangspunkt der Kante zwis
hen St�utzpunkt undEndpunkt der Kante bere
hnen. Das untere Bild zeigt dies an einem praxisna-hen Beispiel: Auf dem linken, der no
h ni
ht triangulierte Graph und auf demre
hten, der triangulierte Graph mit den gr�unen hinzugef�ugten Kanten.
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5 ExperimenteWir haben bei den Experimenten haupts�a
hli
h Delaunay Graphen auf dieGr�o�e des Seperators getestet. Das untere Bild zeigt zwei Delaunay Graphen,der Linke mit 10 und der Re
hte mit 100 Knoten. Die s
hwarzen Knoten ent-spre
hen den ausgew�ahlten Wurzelknoten und die roten Knoten stammen ausdem �-Level, das bereits einen geeigneten Separator bildet.

5.1 HilfsmittelIm Wesentli
hen verwenden wir f�ur die Experimente zwei Hilfsmittel, yEd[yEd℄und Graphgen. yEd diente uns als Grapheneditor, mit dessen Hilfe wir zahlrei-
he Graphen erstellt haben, um Problemf�alle z. B. der Visualisierung zu testen.Graphgen bietet als Graphengenerator die M�ogli
hkeit, zahlrei
he vers
hiedeneGraphenarten zu generieren, wie Delaunay Graphen, Dreie
kgraphen, Se
ksgit-ter und viele weitere. F�ur die Experimente sind die Delaunay Graphen von derStruktur am interesantesten.5.2 ErgebnisseDas Diagramm auf der n�a
hsten Seite zeigt, wie si
h mit steigender Knoten-anzahl (horizontale A
hse) die Separatorgr�o�e (vertikale A
hse) entwi
kelt. Derprozentuale Anteil der maximal m�ogli
hen Separatorgr�o�e (4�pnKnoten) ist aufder vertikalen A
hse aufgetragen. Der Verlauf des Diagramms ma
ht deutli
h,dass si
h die Separatorgr�o�e prozentual exakt zwis
hen 40% und 55% bewegt.Hierbei wurden Delaunay Graphen getestet.
17



6 Ausbli
kDie Visualisierung des triangulierten Graphen ist eindeutig verbesserungsf�ahig,wobei das keineswegs lei
ht zu realisieren ist. Zus�atzli
h h�atten wir no
h vieleweitere interessante Experimente dur
hf�uhren k�onnen. Wobei wir vers
hiedeneweitere Gr�o�en h�atten testen k�onnen, wie:� Die Balan
e der Mengen V1 und V2� Wel
he Phase einen Separator liefert� Wieviele S
hritte beim Vergr�o�ern bzw. Verkleinern der Fundamentalkrei-se ben�otigt werdenWeiterhin w�aren au
h no
h die Fragestellungen interessant:� Wie si
h die Wahl des Wurzelknotens auf die Phase, in der ein Separatorgeliefert wird, auswirkt?� Wel
he Ni
htbaumkante am besten gew�ahlt werden sollte, um m�ogli
hstwenige S
hritte beim Vergr�o�ern bzw. Verkleinern der Fundamentalkreisezu ben�otigen?Ni
ht zuletzt w�are es aufs
hlu�rei
h, ob es eventuell eine gute Heuristik f�urallgemeine planare Graphen geben kann.

18



Literatur[CLRS01℄ Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, andCli�ord Stein. Breitensu
he, 
hapter 22.2, pages 535{543. MIT Pressand M
Graw-Hill, se
ond edition, 2001.[DW04℄ V. Drumm and W. Weil. Orthonormalbasen und Orthogonalprojek-tion, 
hapter 5.2, pages 235{246. Mathemathis
hes Institut II - Uni-versit�at Karlsruhe, Oktober 2004.[jav℄ Java 1.5. http://java.sun.
om/.[juna℄ Jung java universal network/graph framework. http://jung.sour
eforge.net.[junb℄ Jungx graphenbibliotek. http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/tea
hing/WS_0607/planalgo/jungX/do
/index.html.[LT77℄ Ri
hard J. Lipton and Robert E. Tarjan. A separator theorem forplanar graphs. Fors
hungsberi
ht. Stanford, CA, USA : Stanford Uni-versity 1977.[Paj07℄ Thomas Pajor. Bes
hreibung eines Algorithmus zur Triangulierungeines planaren Graphen. Te
hnis
her Beri
ht. Februar 2007.[Wag06℄ Dorothea Wagner. Vorlesungsskript algorithmen f�ur planare gra-phen. http://i11www.iti.uni-karlsruhe.de/tea
hing/SS_06/planalgo/skript/algo-plan.pdf, SS 2006.[yEd℄ yed. http://www.yworks.
om/de/produ
ts_yed_about.htm.

19


