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3. Ubungsblatt — mit Ergiinzungen

Problem 1: Dominierende Mengen 11 x

Sei G = (V, E) ein Graph und D C V eine dominierende Menge.

(a) Es gibt nicht unbedingt eine zusammenhingende dominierende Menge, die hichstens
zwel mal so grofl wie D ist.

Hinweis. Betrachte MDS auf Pfad P,. |MCDS|/|MDS| —3 (n — o0)

(b) Es gibt es eine zusammenhéingende dominierende Menge, die hochstens drei mal so grof3
wie D ist.

Hinweis. Betrachte Graph G' = (D, Ep). {v,w} € Ep : <= Fz. Pfad der Linge 2 in
G zwischen v und w. G’ ist zusammenhingend (!) und ein aufspannender Baum T von
G’ induziert ein CDS der Grifle |[D|+2(|D| —1) in G.

Problem 2: Dualitat oK

Zeigen Sie den schwachen Dualitétssatz: Seien * und y* zulédssige Losungen zu dualen Pro-
blemen. Dann gilt
e > blyr. Korrektur!

Zu einem linearen Problem (mit A € R™*" b € R™, ¢ € R"” und = € R") sei dabei das duale
Problem (mit y € R™) wie folgt gegeben:

Primal: Dual:
Minimiere 'z, Maximiere  b'y,
so dass so dass
s b (LP) ATy < e (DLP)
z > 0. y > 0

Hinweis. Es gilt Az* > b und y* > 0, also y*T Az* > y*Tb. Analog folgt x*T ATy* < 2*7Te,
also v*T Ax* < cTa*. Zusammen ergibt sich ¢’ x* > y*Th = bTy*.

Kokosk

Problem 3: Lineare Programme

Sei £ € {0,1}*" die Inzidenzmatrix eines Graphen (d.h. E;; = 1 gdw. v; € €;).



(a) Wie lidsst sich eine beliebige Instanz von MINIMUM VERTEX COVER als dquivalente
Instanz von INTEGER LINEAR PROGRAMMING formulieren?

Hinweis.
Minimiere lzx,
so dass
Er > 1 (ILPVC)
T € No

(b) Wie sieht das dazu duale Problem aus (bezogen auf die Relaxierung des ILP, d.h. mit
0<zeR)?
Hinweis.
Maximiere 1y,
so0 dass
ETy < 1
y € N

(DILPVC)

(c) Was ist die ,umgangssprachliche* Formulierung des dualen Problems?

Hinweis. MAXIMUM MATCHING
MAXIMUM MATCHING ist in P, whrend MINIMUM VERTEX COVER NP-
vollstdandig ist.

Problem 4: Topologiekontrolle K

Sei V. C R?, |v,w| der euklidische Abstand zweier Punkte v,w € V, H = (V,Ey) ein
vollsténdiger geometrischer Graph. Die Kantenldngen von H sind also die euklidischen
Absténde der Punktepaare von V. Sei T ein minimaler aufspannender Baum von H.

Sei GG = (V, Eg) der Gabrielgraph, d.h.
{v,w} € Eg gdw. |v,w|? < |v, 2> + |z, w|? fiir alle z € V,v # x # w.
Sei RNG = (V, ER) der ,Relative Neighbourhood Graph*, d.h.

{v,w} € Er gdw. |v,w| < max{|v,z|, |z, w|} fir alle z € V,v # z # w.

(a) GG und RNG sind planar.

Hinweis. Gen.z.z.: GG ist planar. Wir zeigen sogar: Die vorhandene FEinbettung von
GG st eine planare (mit gradlinigen Kanten). Sonst seien (v,w),(z,y) € Eqg zwei
Kanten die sich schneiden. Dann ist (v,x,w,y,v) eine einfache, geschlossene Kurve,
ein Viereck. Die Innenwinkel Zvzw, Zzwy, Zwyv und Zyvx sind nach Definition von
GG alle Kleiner 90 Grad, ein Widerspruch.

(b) T € RNG C GG

(¢) GG und RNG enthalten zu jedem Knoten die kiirzeste ausgehende Kante von H.
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