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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Uberblick

Es geht um zwei Optimierungsprobleme. Ich werde:
Beide Probleme kurz vorstellen

Die Probleme einzeln n&her betrachten
Algorithmen zur Lésung entwickeln

Die gefunden Algorithmen bewerten

vV v v v Y

Einen Ausblick auf mégliche Verbesserungen geben
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Zwei Probleme

Probleme haben ahnliche Struktur:

» Einem Punkt x wird eine Flache V(x) zugeordnet.

» Es wird ein Punkt x,, gesucht, der den Flacheninhalt von V/(Xoy)
maximiert.
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Zwei Probleme

Probleme haben ahnliche Struktur:

» Einem Punkt x wird eine Flache V(x) zugeordnet.
» Es wird ein Punkt x,, gesucht, der den Flacheninhalt von V/(Xoy)
maximiert.

Flr beide Probleme habe ich keinen exakten Algorithmus finden
kénnen.
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Finding the guard that sees most

Gegeben: einfaches Polygon P.
Gesucht: Punkt im Inneren von P, der am meisten sieht.

u(P) =1

Polygon P
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Finding the guard that sees most

Gegeben: einfaches Polygon P.
Gesucht: Punkt im Inneren von P, der am meisten sieht.

n(P) =1
Polygon P
Beispiel fir einen Punkt,
der wenig sieht:
X) = n(Vp(x)) klein
v u(x) = p(Ve(x))
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Finding the guard that sees most

Gegeben: einfaches Polygon P.
Gesucht: Punkt im Inneren von P, der am meisten sieht.

p(P) =1

Polygon P

Beispiel fir einen Punkt,
der viel sieht:

u(x) = u(Vi(x)) groB
Vp(ﬁ?)
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Uberblick

Finding the guard that sees most
Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Finding the shop that sells most

Gegeben:  Voronoi-Diagramm einer Punktmenge T C [0, 1]?
Gesucht:  Punkt, der nach dem Einfligen ins Voronoi-Diagramm
ein moglichst groBes Voronoi-Gebiet hat
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Uberblick

Finding the guard that sees most
Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Finding the shop that sells most

Gegeben:  Voronoi-Diagramm einer Punktmenge T C [0, 1]?
Gesucht:  Punkt, der nach dem Einfligen ins Voronoi-Diagramm
ein moglichst groBes Voronoi-Gebiet hat

Punkt x mit kleinem Voronoi-
Gebiet:

pu(x) = p(Vr(x)) klein.
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Uberblick

Finding the guard that sees most
Finding the shop that sells most

Losungsansétze

Finding the shop that sells most

Gegeben:  Voronoi-Diagramm einer Punktmenge T C [0, 1]?
Gesucht:  Punkt, der nach dem Einfligen ins Voronoi-Diagramm
ein moglichst groBes Voronoi-Gebiet hat

Punkt x mit gro3em Voronoi-
Gebiet:

pu(x) = p(Vr(x)) grob3.
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

klassische Optimierung

Vorgehensweise:
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

klassische Optimierung

Vorgehensweise:

» Zielfunktion aufstellen
» Nebenbedingungen formulieren

» Optimierungsverfahren anwenden (Lagrange,
Gradientenverfahren, cg-Verfahren)
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

klassische Optimierung

Vorgehensweise:

» Zielfunktion aufstellen
» Nebenbedingungen formulieren

» Optimierungsverfahren anwenden (Lagrange,
Gradientenverfahren, cg-Verfahren)

Das funktioniert nicht!
Die Zielfunktion ist nicht geschlossen darstellbar.
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

Approximation

Idee: Diskretisiere das Problem!
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

Approximation

Idee: Diskretisiere das Problem!

» Taste Gebiet randomisiert ab (Sampling)
» finde Punkt, der bezliglich abgetasteter Punkte optimal
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

Approximation

Idee: Diskretisiere das Problem!

» Taste Gebiet randomisiert ab (Sampling)
» finde Punkt, der bezliglich abgetasteter Punkte optimal

Fragen:
» Funktioniert das wirklich?
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

Approximation

Idee: Diskretisiere das Problem!

» Taste Gebiet randomisiert ab (Sampling)
» finde Punkt, der bezliglich abgetasteter Punkte optimal

Fragen:
» Funktioniert das wirklich?
» Wie viele Punkte mu3 man samplen?
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Uberblick Finding the guard that sees most

Finding the shop that sells most

Losungsansatze

Approximation

Idee: Diskretisiere das Problem!

» Taste Gebiet randomisiert ab (Sampling)
» finde Punkt, der bezliglich abgetasteter Punkte optimal

Fragen:
» Funktioniert das wirklich?
» Wie viele Punkte mu3 man samplen?
» Wie grof3 ist der Aufwand fiir die Losung der beiden Probleme?
» Genaues Vorgehen?
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Finding the guard that sees most
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Schreibweisen

Voraussetzungen:
1. P einfaches Polygon
2. n Anzahl der Eckpunkte von P
3. Vereinfachende Annahme: u(P) = 1
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Schreibweisen

Voraussetzungen:
1. P einfaches Polygon
2. n Anzahl der Eckpunkte von P
3. Vereinfachende Annahme: u(P) = 1

Fir x € P sei Vp(x) das Sichtbarkeitspolygon von x.

u(x) ist Flacheninhalt von Vp(x)

Ignaz Rutter Zwei geometrische Optimierungsprobleme



Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Schreibweisen

Voraussetzungen:
1. P einfaches Polygon
2. n Anzahl der Eckpunkte von P
3. Vereinfachende Annahme: u(P) = 1

Fir x € P sei Vp(x) das Sichtbarkeitspolygon von x.

u(x) ist Flacheninhalt von Vp(x)

Hopt := MaXxecp IU(X)
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Eine Schéatzfunktion fir u(x)

S C Pendlich,x e P

es(x) = % schétzt Flache die von x aus sichtbar ist.

Polygon P
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Eine Schéatzfunktion fir u(x)

S C Pendlich,x e P

es(x) = % schétzt Flache die von x aus sichtbar ist.

Polygon P

|S| =16
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Eine Schéatzfunktion fir u(x)

S C Pendlich,x e P

es(x) = % schétzt Flache die von x aus sichtbar ist.

Polygon P

S| =16
IVp(x)N S| = 13
= eg(x) = 2

Zwei geometrische Optimierungsprobleme
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Bereichsraum und e-Approximation

Definition
Sei V= {Vp(x) | x € P},
dann heif3t (P, V) Bereichsraum.
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Bereichsraum und e-Approximation

Definition
Sei V= {Vp(x) | x € P},
dann heif3t (P, V) Bereichsraum.

Definition
Eine Samplemenge S ist eine e-Approximation flr diesen
Bereichsraum, wenn flr jedes x € P gilt:

les(x) — u(x)| <€
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

e-Approximationssatz

Satz (e-Approximationssatz)

Eine zufélliges gleichverteiltes Sample S aus O((d /%) log(d/ed))
Punkten aus einem Bereichsraum mit VC-Dimension d ist mit
Wahrscheinlichkeit > 1 — § eine e-Approximation flir diesen
Bereichsraum.

Beweis.
[N. Alon, J.H. Spencer, The probabilistic method, 2000] O
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.

ACX,MNg(A):={Anr|reR}
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.

ACX,MNg(A):={Anr|reR}

R zerlegt A, wenn Mg(A) = 24,
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.

ACX,MNg(A):={Anr|reR}

R zerlegt A, wenn Mg(A) = 24,
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.

ACX,MNg(A):={Anr|reR}
R zerlegt A, wenn Mg(A) = 24,

VCDIim(X, R) ist der Betrag einer gré3ten endlichen Menge A, die
von R zerlegt wird.
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.

ACX,MNg(A):={Anr|reR}
R zerlegt A, wenn Mg(A) = 24,

VCDIim(X, R) ist der Betrag einer gré3ten endlichen Menge A, die
von R zerlegt wird.

Beispiele:
» VCDIm(R,{[a,o0) | a€ R}) =1
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Die VC-Dimension
Bereichsraum: (X, R) mit X Menge, () # R C 2X.

ACX,MNg(A):={Anr|reR}
R zerlegt A, wenn Mg(A) = 24,

VCDIim(X, R) ist der Betrag einer gré3ten endlichen Menge A, die
von R zerlegt wird.

Beispiele:
» VCDIm(R,{[a,o0) | a€ R}) =1
» VCDIim(R, {H | H abgeschlossener Halbraum im R?}) = 3
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Loésungsansatze
Resultat

Abschatzung der VC-Dimension

Satz
Die VC-Dimension des Bereichsraums (P, V) ist durch 23
beschrankt.

Beweis.
[Pavel Valtr, Guarding galleries where no point sees a small area,
1998] O

Ignaz Rutter Zwei geometrische Optimierungsprobleme



Formale Definition

Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt
Loésungsansatze
Resultat
Lemma

Ist S e-Approximation fiir e = 6 /2n und x,,, € P ein Punkt, der
es(Xapp) maximiert, dann gilt:

p(Xapp) = (1 — &) propt
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Formale Definition

Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt
Loésungsansatze
Resultat
Lemma

Ist S e-Approximation fiir e = 6 /2n und x,,, € P ein Punkt, der
es(Xapp) maximiert, dann gilt:

p(Xapp) = (1 — &) propt

= genuigt Punkt zu finden, der eg(x.pp,) maximiert.
Dieser Punkt ist dann (1 — ¢)-Approximation des Punktes in P,
der am meisten sieht.
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

1. ldee

» mussen Punkt X,p,
finden, der es(Xapp)
maximiert.
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

1. ldee

» mussen Punkt X,p,
finden, der es(Xapp)
maximiert.

» Wahle einfach den

besten Punkt aus dem
Sample S!
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

1. ldee

» mussen Punkt X,p, 1/n? l
finden, der es(Xapp) ]
maximiert.

» Wahle einfach den SR P ——
besten Punkt aus dem
Sample S!

» Das funktioniert nicht,
Gegenbeispiel:

T
—_
|
—_
~
3
"
S
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

Abschatzungen fur den Beweis

Es gelten folgende Eigenschaften:

1. popt > 1/(n—2)
2. |u(x) — es(x)| < (= £5) vx € P
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

Abschatzungen fur den Beweis

Es gelten folgende Eigenschaften:

1. popt > 1/(n—2)
2. |u(x) — es(x)| < (= £5) vx € P

Beweis.
Triangulation,
gréBtes Dreieck ist untere Schranke fur gréf3ten Sichtbereich! O
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Formale Definition
Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

Finding the guard that sees most

Beweis des Lemmas

Beweis.
Sei Xope € P ein Punkt mit pu(Xopt) = Lopt-
1)
p(Xapp) = €5(Xapp) — >n
)
2 es(xopt) - %
)
> p(Xopt) — n > (1 = 6)Hopt-

i geometrische Optimierungsprobleme
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

2. ldee

» Suche X,y in ganz P, nicht nur in S!
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

2. ldee

» Suche X,y in ganz P, nicht nur in S!
> ldee: s € Vp(x) < x € Vp(s)
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

2. ldee

» Suche X, in ganz P, nicht nur in S!

> ldee: s € Vp(x) < x € Vp(s)

» Setze Wgs = {Vp(s) | s € S}.
Suche Punkt in P, der in der gréBten Anzahl von Polygonen in
Ws enthalten ist.

i geometrische Optimierungsprobleme
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

2. ldee

» Suche X, in ganz P, nicht nur in S!

> ldee: s € Vp(x) < x € Vp(s)

» Setze Wgs = {Vp(s) | s € S}.
Suche Punkt in P, der in der gréBten Anzahl von Polygonen in
Ws enthalten ist.

|S| = M, dann: Komplexitat des Arrangements A(Ws) in O(nM?).

Denn:

Strecke in P kann Rand eines Sichtbarkeitspolygons in maximal zwei
Punkten schneiden

Sichtbarkeitspolygon hat héchstens n Ecken

Zwei geometrische Optimierungsprobleme
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Formale Definition
Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt

Lésungsansatze
Resultat

Berechnung von A(Ws)

e=6/2n,|S| =M

v

Berechne fir jedes s € S Vp(s) mit Sweeping.

> M= O(1/e2log(1/e)) = O((?/5?) log(n/5))

v

Komplexitat von A(Ws) ist O(nM?) = O((n®/5*) log?(n/5))

v

LaBt sich in O((n®/6%)log(n/#)) berechnen
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Formale Definition

Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt
Loésungsansatze

Resultat

Finding the guard that sees most

Resultat

Lemma
Fiir ein einfaches Polygon P und einen Parameter § > 0 kann in

O((n®/6%)log®(n/d)) Zeit ein Punkt x € P bestimmt werden, sodal3
pu(x) > (1 — 0)popt- Dieser Algorithmus funktioniert mit
Wahrscheinlichkeit > 1 — 6.

Zwei geometrische Optimierungsprobleme
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Formale Definition

Finding the guard that sees most Einkauf im (stochastische) Geometrie-Supermarkt
Loésungsansatze
Resultat
Beweis.

e = d/2n, S zufélliges gleichverteiles Sample der Gré3e
M = O(1/€?log(1/€)) = O((n? /%) log(n/s))

aus P, ist e-Approximation mit hoher Wahrscheinlichkeit.
Berechne das Arrangement A(Ws) in O((n°/5*)log®(n/é)) Zeit.

Flr jede Flache des Arrangements berechne Anzahl der Polygone in
Ws die sie enthalten.
Wabhle beliebigen Punkt aus der Flache mit der gré3ten Anzahl.

L]
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Finding the shop that sells most
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Einige Definitionen
T Menge von Punkten in [0,1]2, |T| = n.

|
Fur einen Punkt x bezeichne V7 (x) die Voronoi-Region von x im
Voronoi-Diagramm von T U x.

Wir suchen einen Punkt Xop der fiope = t(Xopt) maximiert.
Lege Torus-Topologie zugrunde.
Ziel:

Wir wollen einen Punkt X,p, finden mit 1(Xapp) > (1 — 6) ttopt,
wobei § > 0 ein Parameter ist.

Zwei geometrische Optimierungsprobleme
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Was haben wir vorhin getan?
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Was haben wir vorhin getan?

Wir haben
» eine Schatzfunktion definiert, die recht genau war
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Was haben wir vorhin getan?

Wir haben
» eine Schatzfunktion definiert, die recht genau war
» eine untere Schranke fir u(x) gesucht
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Was haben wir vorhin getan?

Wir haben
» eine Schatzfunktion definiert, die recht genau war
» eine untere Schranke fir u(x) gesucht

» gezeigt, da3 Optimum der Schétzfunktion (1 — ¢)-Approximation
des optimalen Punktes ist
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Was haben wir vorhin getan?

Wir haben
» eine Schatzfunktion definiert, die recht genau war
» eine untere Schranke fir u(x) gesucht

» gezeigt, da3 Optimum der Schétzfunktion (1 — ¢)-Approximation
des optimalen Punktes ist

» uns Uberlegt, wie wir so ein Optimum finden
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Was haben wir vorhin getan?

Wir haben
» eine Schatzfunktion definiert, die recht genau war
» eine untere Schranke fir u(x) gesucht

» gezeigt, da3 Optimum der Schétzfunktion (1 — ¢)-Approximation
des optimalen Punktes ist

» uns Uberlegt, wie wir so ein Optimum finden

Hier geht’s genauso!
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Reichweite einer Voronoi-Region

Definition

Die Reichweite einer Voronoi-Region Vr(x) ist der Abstand zwischen
x und dem von x am weitesten entfernten Punkt in V7 (x).

Das ist der Radius des kleinsten Kreises um x, der Vr(x) enthalt.
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Reichweite einer Voronoi-Region

Definition

Die Reichweite einer Voronoi-Region Vr(x) ist der Abstand zwischen
x und dem von x am weitesten entfernten Punkt in V7 (x).

Das ist der Radius des kleinsten Kreises um x, der Vr(x) enthalt.

Lemma

Sei ¢ die gréBte Reichweite aller Voronoi-Regionen Vr(t) mitt € T.
Dann gilt:
1

770 < propt < el

Ignaz Rutter
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Vorgehen

1. Zerlege das Einheitsquadrat in ein Gitter von Quadraten mit
Seitenlange /.

2. Verwende in jeder Gitterzelle Q eine e-Approximation.

Ignaz Rutter i geometrische Optimierungsprobleme



Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Vorgehen

1. Zerlege das Einheitsquadrat in ein Gitter von Quadraten mit
Seitenlange /.

2. Verwende in jeder Gitterzelle Q eine e-Approximation.
3. Definiere dadurch Schatzfunktion eg, sodaf fir jedes x € Q gilt:
Sml?

les(x) — p(x)| < 3
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Vorgehen

1. Zerlege das Einheitsquadrat in ein Gitter von Quadraten mit
Seitenlange /.

2. Verwende in jeder Gitterzelle Q eine e-Approximation.
3. Definiere dadurch Schatzfunktion eg, sodaf fir jedes x € Q gilt:

oml?

les(x) —u(x)| = =g

4. Wahle Punkt xg € Q, der eg(xg) maximiert.
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Vorgehen

1. Zerlege das Einheitsquadrat in ein Gitter von Quadraten mit
Seitenlange /.

2. Verwende in jeder Gitterzelle Q eine e-Approximation.
3. Definiere dadurch Schatzfunktion eg, sodaf fir jedes x € Q gilt:

oml?

les(x) — p(x)| < B

4. Wahle Punkt xg € Q, der eg(xg) maximiert.
5. Nimm als x,p, den Punkt xg, der eg(xg) maximiert.
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Vorgehen

1. Zerlege das Einheitsquadrat in ein Gitter von Quadraten mit
Seitenlange /.

2. Verwende in jeder Gitterzelle Q eine e-Approximation.
3. Definiere dadurch Schatzfunktion eg, sodaf fir jedes x € Q gilt:

oml?

les(x) —u(x)| = =g

4. Wahle Punkt xg € Q, der eg(xg) maximiert.
5. Nimm als x,p, den Punkt xg, der eg(xg) maximiert.

Bringt uns das was?

Ignaz Rutter
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Rechtfertigung

Ja das liefert uns tatsachlich ein ausreichend gutes X,pp.

Beweis.
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Rechtfertigung

Ja das liefert uns tatsachlich ein ausreichend gutes X,pp.

Beweis.

oml? oml?
p(Xapp) > €5(Xapp) — 3 > €s(Xopt) — —g—

8
Sml?
> Hopt — T > Hopt — 5M0pt = (1 - 5):“'0Pt
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Rechtfertigung

Ja das liefert uns tatsachlich ein ausreichend gutes X,pp.

Beweis.

oml? oml?
p(Xapp) > €5(Xapp) — 3 > €s(Xopt) — —g—

8
Sml?
> Hopt — T > Hopt — 5Mopt = (1 - 5)Hopt

O

offene Fragen:
» Wie definiert man eg?
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Rechtfertigung

Ja das liefert uns tatsachlich ein ausreichend gutes X,pp.

Beweis.

oml? oml?
p(Xapp) > €5(Xapp) — 3 > €s(Xopt) — —g—

8
Sml?
> Hopt — T > Hopt — 5Mopt = (1 - 5)Hopt

O

offene Fragen:
» Wie definiert man eg?
» Wie findet man die xg?

Ignaz Rutter Zwei geometrische Optimierungsprobleme
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Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Lokalitat der Optimierung

Sei Q feste Gitterzelle, x € O.

1. Reichweite von Vr(x) ist hdchstens ¢
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Lokalitat der Optimierung

Sei Q feste Gitterzelle, x € O.

1. Reichweite von V7(x) ist héchstens ¢
2. V7(x) schneidet also nur Q und die acht benachbarten Zellen
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Lokalitat der Optimierung

Sei Q feste Gitterzelle, x € O.

1. Reichweite von V7(x) ist héchstens ¢
2. V7(x) schneidet also nur Q und die acht benachbarten Zellen

3. alle Punkte von T die an Definition von Vr(x) beteiligt, liegen in
Q und den 24 Gitterzellen mit Abstand héchstens 2¢
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Lokalitat der Optimierung

Sei Q feste Gitterzelle, x € O.

1. Reichweite von V7(x) ist héchstens ¢

2. V7(x) schneidet also nur Q und die acht benachbarten Zellen

3. alle Punkte von T die an Definition von Vr(x) beteiligt, liegen in
Q und den 24 Gitterzellen mit Abstand héchstens 2¢

Q' := Vereinigung dieser 25 Zellen, To := TN Q'

~
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Lemma
S sei quadratisches Gitter mit Dichte e, C konvexer Kérper mit
Durchmesser héchstens D. Dann gilt:

11(C) — €2|C N §|| < 4De
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Lemma
S sei quadratisches Gitter mit Dichte e, C konvexer Kérper mit
Durchmesser héchstens D. Dann gilt:

11(C) — €2|C N §|| < 4De

Beweis.
Zerlege die Ebene in kleine Quadrate mit Seitenlange ¢, sodal3 jeder
Punkte von S im Zentrum eines kleinen Quadrats liegt. Der Rand von
C schneidet héchstens 4D /e kleine Quadrate.

L]
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

e-Approximation

Diesmal benutzen wir ein Gitter und keine randomisierte Abtastung.

Ignaz Rutter i geometrische Optimierungsprobleme



Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

e-Approximation

Diesmal benutzen wir ein Gitter und keine randomisierte Abtastung.
€ = oml/64
S quadratisches Gitter mit Seitenlange ¢, das Q' liberdeckt
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Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

e-Approximation

Diesmal benutzen wir ein Gitter und keine randomisierte Abtastung.
€ = oml/64
S quadratisches Gitter mit Seitenlange ¢, das Q' liberdeckt
Fir x € Q sei
es(x) = E|Vr(x)n S|

Schéatzung der Voronoi-Region von x
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Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

e-Approximation

Diesmal benutzen wir ein Gitter und keine randomisierte Abtastung.
€ = oml/64
S quadratisches Gitter mit Seitenlange ¢, das Q' liberdeckt
Fir x € Q sei
es(x) = E|Vr(x)n S|

Schéatzung der Voronoi-Region von x

les(x) — pu(x)| < 8e < oml?/8
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

e-Approximation

Diesmal benutzen wir ein Gitter und keine randomisierte Abtastung.
€ = oml/64
S quadratisches Gitter mit Seitenlange ¢, das Q' liberdeckt
Fir x € Q sei
es(x) = E|Vr(x)n S|

Schéatzung der Voronoi-Region von x
les(x) — pu(x)| < 8e < oml?/8

Denn: Durchmesser V7 (x) ist hdchstens 2¢
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

e-Approximation

Diesmal benutzen wir ein Gitter und keine randomisierte Abtastung.
€ = oml/64
S quadratisches Gitter mit Seitenlange ¢, das Q' liberdeckt
Fir x € Q sei
es(x) = E|Vr(x)n S|

Schéatzung der Voronoi-Region von x

les(x) — pu(x)| < 8e < oml?/8

Denn: Durchmesser V7 (x) ist hdchstens 2¢

Jetzt fehlt uns nur noch xg!
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Arrangement berechnen

Firse S:
W(s)={x e Q|se Vr(x)}

W(s) ist groBte Kreisscheibe mit Zentrum s, die keinen Punkt aus T
enthalt, geschnitten mit Q
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Arrangement berechnen

Firse S:
W(s)={x e Q|se Vr(x)}

W(s) ist groBte Kreisscheibe mit Zentrum s, die keinen Punkt aus T
enthalt, geschnitten mit Q

Ws ={W(s)|se S}
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Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Arrangement berechnen

Firse S:
W(s)={x e Q|se Vr(x)}

W(s) ist groBte Kreisscheibe mit Zentrum s, die keinen Punkt aus T
enthalt, geschnitten mit Q

Ws ={W(s)|s e S}
Betrachte Arrangement A(Ws).

Wie zuvor:
suche Punkt, der in der gréBten Anzahl Mengen in Wg enthalten ist.
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Formale Definition
Abschéatzungen und Ideen

The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Resultat

Satz

Gegeben eine Menge T von n Punkten in der Ebene und einen
Parameter § > 0, kann man in O(n/5* + nlog(n)) Zeit deterministisch
einen Punkt x,,, berechnen, sodal3 ji(Xapp) > (1 — 0) ttopt-
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Resultat

Resultat

Satz

Gegeben eine Menge T von n Punkten in der Ebene und einen
Parameter § > 0, kann man in O(n/5* + nlog(n)) Zeit deterministisch
einen Punkt x,,, berechnen, sodal3 ji(Xapp) > (1 — 0) ttopt-

Beweis.

» Voronoi-Diagramm, Reichweite ¢ = O(nlog(n))
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Resultat

Resultat

Satz

Gegeben eine Menge T von n Punkten in der Ebene und einen
Parameter § > 0, kann man in O(n/5* + nlog(n)) Zeit deterministisch
einen Punkt x,,, berechnen, sodal3 ji(Xapp) > (1 — 0) ttopt-

Beweis.

» Voronoi-Diagramm, Reichweite ¢ = O(nlog(n))

» flr jede Gitterzelle Q: e-Gitter, e = 67(/64 =
M = 25¢2 /2 = O(1/62) Punkte
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Resultat

Resultat

Satz

Gegeben eine Menge T von n Punkten in der Ebene und einen
Parameter § > 0, kann man in O(n/5* + nlog(n)) Zeit deterministisch
einen Punkt x,,, berechnen, sodal3 ji(Xapp) > (1 — 0) ttopt-

Beweis.

» Voronoi-Diagramm, Reichweite ¢ = O(nlog(n))

» flr jede Gitterzelle Q: e-Gitter, e = 67(/64 =
M = 25(2 /2 = O(1/62) Punkte
» FUr s € S berechne W(s): finde nachsten Nachbarn in To
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Resultat

Satz

Gegeben eine Menge T von n Punkten in der Ebene und einen
Parameter § > 0, kann man in O(n/5* + nlog(n)) Zeit deterministisch
einen Punkt x,,, berechnen, sodal3 ji(Xapp) > (1 — 0) ttopt-

Beweis.

» Voronoi-Diagramm, Reichweite ¢ = O(nlog(n))
» flr jede Gitterzelle Q: e-Gitter, e = 67(/64 =
M = 25¢2 /¢ = O(1/§2) Punkte
» FUr s € S berechne W(s): finde nachsten Nachbarn in To
» Berechne Arrangement mit Sweepline-Algorithmus: O(M?)
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The shop that sells most Konstruktion des Verfahrens
Resultat

Resultat

Satz

Gegeben eine Menge T von n Punkten in der Ebene und einen
Parameter § > 0, kann man in O(n/5* + nlog(n)) Zeit deterministisch
einen Punkt x,,, berechnen, sodal3 ji(Xapp) > (1 — 0) ttopt-

Beweis.

» Voronoi-Diagramm, Reichweite ¢ = O(nlog(n))
» flr jede Gitterzelle Q: e-Gitter, e = 67(/64 =
M = 25¢2 /¢ = O(1/§2) Punkte
» FUr s € S berechne W(s): finde nachsten Nachbarn in To
» Berechne Arrangement mit Sweepline-Algorithmus: O(M?)

» Jede Gitterzelle hat Abstand hochsten 2¢ zu Punkt von T. =
Anzahl Gitterzellen: O(n).
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Bewertung

Konstruktion funktioniert sehr gut. Laufzeit von O(n/§* + nlog(n)) ist
vermutlich nahezu optimal.
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Bewertung

Konstruktion funktioniert sehr gut. Laufzeit von O(n/§* + nlog(n)) ist
vermutlich nahezu optimal.

Warum ist das Verfahren hier viel schneller?
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Bewertung

Konstruktion funktioniert sehr gut. Laufzeit von O(n/§* + nlog(n)) ist
vermutlich nahezu optimal.
Warum ist das Verfahren hier viel schneller?

» haben gute obere Schranke fir die GroBe
» konnten also die Suche gut einschranken
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most

Verfah
Bewertung & Ausblick eranren

Bewertung des Algorithmus fir das Guard-Problem

Haben Algorithmus, der in O((n®/6%)log®(n/4)) mit hoher
Wahrscheinlichkeit eine gute Lésung findet.
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most

Verfah
Bewertung & Ausblick eranren

Bewertung des Algorithmus fir das Guard-Problem
Haben Algorithmus, der in O((n®/6%)log®(n/4)) mit hoher
Wahrscheinlichkeit eine gute Lésung findet.

» Algorithmus relativ langsam, da Sample grof3
» Sample groB, da e klein genug fur Extremfall o =~ 1/n
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most

Bewertung & Ausblick | o anen

Bewertung des Algorithmus fir das Guard-Problem

Haben Algorithmus, der in O((n®/6%)log®(n/4)) mit hoher
Wahrscheinlichkeit eine gute Lésung findet.

» Algorithmus relativ langsam, da Sample grof3

» Sample groB, da e klein genug fur Extremfall o =~ 1/n
Ausblick:
e — Approximation nicht wirklich nétig:

» mussen nicht jeden Sichtbereich gut abschétzen kénnen

» wirde genlgen dort exakt zu arbeiten wo die Lésung liegt, an
den anderen Stellen nicht Gberschatzen
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most

Bewertung & Ausblick | o anen

Bewertung des Algorithmus fir das Guard-Problem

Haben Algorithmus, der in O((n®/6%)log®(n/4)) mit hoher
Wahrscheinlichkeit eine gute Lésung findet.

» Algorithmus relativ langsam, da Sample grof3

» Sample groB, da e klein genug fur Extremfall o =~ 1/n
Ausblick:
e — Approximation nicht wirklich nétig:

» mussen nicht jeden Sichtbereich gut abschétzen kénnen

» wirde genlgen dort exakt zu arbeiten wo die Lésung liegt, an
den anderen Stellen nicht Gberschatzen

Im Paper wird O( MOZM log® ) erreicht.
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Verfahren

» Beide Probleme lassen sich &hnlich 16sen
» Legt Anwendbarkeit auf weitere Probleme nahe
» Im Paper weiterhin bearbeitet: Shape matching, Gallery guarding
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Verfahren

» Beide Probleme lassen sich &hnlich 16sen

» Legt Anwendbarkeit auf weitere Probleme nahe

» Im Paper weiterhin bearbeitet: Shape matching, Gallery guarding
Was hat das alles eigentlich mit

.Randomisierte Algorithmen in der algorithmischen Geometrie”
zu tun?
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Verfahren

» Beide Probleme lassen sich &hnlich 16sen

» Legt Anwendbarkeit auf weitere Probleme nahe

» Im Paper weiterhin bearbeitet: Shape matching, Gallery guarding
Was hat das alles eigentlich mit

.Randomisierte Algorithmen in der algorithmischen Geometrie”
zu tun?

Im ersten Moment nicht sehr viel: Allgemeines Verfahren kommt
ohne Randomisierte Konstruktionen aus.
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Finding the shop that sells most

Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Verfahren

» Beide Probleme lassen sich &hnlich 16sen

» Legt Anwendbarkeit auf weitere Probleme nahe

» Im Paper weiterhin bearbeitet: Shape matching, Gallery guarding
Was hat das alles eigentlich mit

.Randomisierte Algorithmen in der algorithmischen Geometrie”
zu tun?

Im ersten Moment nicht sehr viel: Allgemeines Verfahren kommt
ohne Randomisierte Konstruktionen aus.

Aber: Vernlinftige Schéatzer zu finden ist schwer.
Oft einfacher zu zeigen: Eine Konstruktion liefert mit hoher
Wahrscheinlichkeit guten Schatzer
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Fragen?
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Finding the shop that sells most
Finding the guard that sees most
Verfahren

Bewertung & Ausblick

Vielen Dank
fur die Aufmerksamkeit
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