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TSP: Traveling Salesman Problem

Gegeben: n Punkte {v1,...,vn} in einem beliebigen Raum R

und eine Metrik dist : R? — R; {vi, v} = dist(v;,v;) = d(3, 7).
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E-TSP: dist wird mit euklidischer Norm berechnet.



Approximationschemata

OPT:. Optimaler Losungswert fur geg. Optimierungsproblem IT.

A mit Wert OPT(A) ist (1 + r)-Approximationsalgorithmus wenn:

OPT(A) — OPT <r-OPT, I ist Minimierungsproblem

PTAS: Polynomial Time Approximation Scheme

Menge von (1+4¢)-Approximationsalgorithmen, mit polynomialem

Zeitaufwand in der Grosse der Eingabe fur jedes € > 0.



Komplexitat

-TSP ist NP-schwer (Karp 1972)

-TSP-(1 + r)-Approx. ist NP-schwer fiir r > 0 (Gonzalez 1976)

-E-TSP ist NP-schwer (Papadimitriou und and. 1977)

-E-TSP ist MAX-SNP-schwer fiir d = O(logn) (Trevisan 1997):

Es existiert v > 0, so dass (1 4 v)-Approximation NP-schwer ist.



Werkzeuge und Datenstrukturen

Perturbation

Randomisierung

Quadtree

Portale

Dynamisches Programmieren



Punktemenge

Perturbation: Beschreibung

Verschiebung Skalierung




Perturbation: Analyse

-Sei d = maxd(i,j). Es gilt: 2d < OPT < nd.
-Annahme: ¢ > 2/nl/3.
wahle g = ¢ -d/n3/2, Distanzen durch 2g teilen

—Koordinaten ganzzahlig, [ =2 und Lg < 2% = ”38/2§ n2/2.

-KOSTEN(pert) <n-g=c¢-d/nt/?2 <e. 20T, jﬁ<< e-OPT.

-Zeitaufwand: O(nlogn).
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Ziel: Konstuiere Weg der Lange OPT’ so dass,

Markov

—— P
a

b

Randomisierung

L=2Lg

E[OPT —OPT| << .0PT
a,b 2

[OPT' < (14¢) - OPT] >

1
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Quadtree: Konstruktion

-Iterative Dissektion von £ in 4 gleichgrosse Quadrate.

So: O-level S

B

X X

Q2.

X

Q1

QZ 52‘

-2¢ horizontale und 2* vertikale i-level Linien S;.
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Quadtree: Analyse

o #Blitter=0(n)

e Tiefe des Baumes = O(logn)

e fQuadrate=0O(nlogn)

e Aufwand=0(nlog?n): auf sortieren basierendes Verfahren
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Werkzeuge und Datenstrukturen

Perturbation

Randomisierung

Quadtree

Portale

Dynamisches Programmieren
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Portale: Definition

-auf den S;: 2!T1m dquidistante Knoten (m: Portalparameter).

- Mit den Ecken der @;: Menge der Portale.
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Portale: Eigenschaften

-hochstens m + 2 Portale pro Seite von Q);

-hochstens 4m + 4 Portale pro Q;

-portaltreue Tour: Tour kreuzt alle @; nur an Portalen
-k-leichte Tour: hochstens k Kreuzungen an jeder Seite der Q;

-(m, k)-leichte Tour: portaltreue k-leichte Tour mit Parameter m
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Werkzeuge und Datenstrukturen

e Perturbation
e Randomisierung
e Quadtree

e Portale

« Dynamisches Programmieren
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Dynamisches Programmieren(DP): Vorgehensweise

QZQ . Qz’l
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DP: Grundidee

S;. Schnittstelle zwischen @Q; und Q;_1

Schnittstelleninfo: Portalmenge, Reihenfolge der Portale

Quadtree, Portale — kleinere Instanzen mit gleicher Struktur

Fur die Blatter: brute-force Algorithmus

Fur groBere: Aufzahlung aller Moglichkeiten, Losungen Kkleinerer

Instanzen konsistent zusammenzufugen
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DP: VVorhersage-Tabelle

Tabelle mit Eintragen der Kosten der optimalen (m, k)-leichte Tour

(lJ von Pfaden) flr Tripel:

1. Quadrat Q;

2. Portalmenge P ="P1 U---UPg mit:

4
Pyl <kund } [P =2p< 4k
=1

3. Reihenfolge von Ein-/Ausgangen: {a1,as} U---U{asp_1,a2;,}
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6
Menge: P = [J a;; Reihenfolge: {a1,as}U{a3,as}U{as,ac}
=1

Qi2 g Qi1

as
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Tabelle: Komplexitatsanalyse

Tabelle enthdlt Losung: Eintrag fir Q; = B und P = 0.

e fQuadrate = O(nlogn)

o P = O((4m + 4)**) : 4m + 4 Portale/Quadrat, |P| < 4k

e fReihenfolgen < (4k)! : Permutationen der bis zu 4k Portale

e Tabellengrésse= O(nlogn - (m + 4)4k . (4k)!)

— Wahl von m und besonders von k entscheidend. 2



induktive VVorgehensweise: Q; — Q;_1

Qs
Qn

ag

as
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Eintrage in der Tabelle

Blatter: Losung in O(k) (1 Knoten, bis zu 4k Moglichkeiten)

Losungen fur @1, Qi2, @3, Qi4 —> LOsung fur Q; 1:

-Aussenseiten der @Q;; durch Auswahl von Tripel {Q;, P, R} fest

-Auswahl der Portalmenge fur die 4 Innenseiten S;;

-Reihenfolge in der die Tour S;; kreuzt.
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Eintrage: Komplexitat

e fPortalmengen =((m + 2)¥)# : 4 Seiten, k Portale aus
m + 2/Seite

e #Reihenfolgen = (4k)*%. (4k)! (Mbgliche Wege/Portal x

Permutationen)

e Zeitaufwand = O(Tabellegrosse x Aufwand flr Eintrage)

—O(nlogn - mF - k)
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Erste Losung

-Idee: opt. Tour lNgpT — opt. portaltreue Tour Nppor = T1.
-MopT besteht aus Kanten (u,v) = (u, P1),(P1, P2),...,(Pj,v).
-Mpor besteht aus Pfaden (u,v) = (u, M1), (M1, M>),...,(M;,v).

-Kosten(M) := OPT, , = > dg bm(u,v).
(u,v)EMopT

da,b,m <u7 U)
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Kosten der Verschiebung: Zuschlagsargument

Lemma 1:

21og L

B = Cg)[da,b,m(uav) — d(u,v)] < - d(u,v)

Beweis: sei 0 der Umweg flur die Verschiebung eines F;

0 < Portalabstand auf Linie S = 2i+L1.m, falls S ¢-level Linie ist.
Qi 2i+1
Es gilt: P[S ist i-level Linie] = =
a,b LB L
o9 L—15i+1 [, log L

— F(0) < - — = :
a,b( ) < Z; L 2it+1m m

E=3-E() mit 57 <2d(u,v) wegen Mindestabstand 2.
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Struktur T heorem

Theorem 1:

2log L
E[OPT, ., — OPT] < =22

a,b m

- OPT.

Beweis: folgt aus Lemma 1 wegen OPT = Y d(u,v).

Folgerung: P[OPT, 4, — OPT <2

2log L

m

. OPT]

|

OPTa,b,m

OPT

Markov 1

>

26



(14¢)-Approximation

Erinnerung: L < n? aus Perturbation

Wihle m > 8199

3-logn
g

= E[OPT, 4, — OPT] < %% nS — £.0PT
a’?

1
— Pb[OPTayb,m < (14 ¢€)-opt] > -
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Komplexitatsanalyse

Dreiecksung. — 1 Besuch pro Portal = I ist (m,m 4+ 2)-leicht.

—— k= 0(m).

Aufwand= O(nlogn-mF k) = O(nlogn-m™ - m!).
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Laufzeit

[T optimal = kreuzungsfrei =Reihenfolge = valide Klammerung

= O(m™-m!) — 200m) (Catalan-Zahlen: C5, < 22P < 24k).

( (())
N

)

Setze m = O('Og’”’)

| n 1
—- Aufwand= nlogn - 202" = ,00C),
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Zum Schluss ...

e \WWeg aus den Entscheidungen in der Tabelle ablesen.

e Rundgang durch verschmolzene Punkte (Perturbation) einfligen.

e Derandomisierung: alle Wahlen von a und b, n? viele.
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Zusammenfassung

1
Laufzeit: nlogn - 20(k) = n0(),

Kann k = O('Ogn) verkleinert werden? k = O(%) funktioniert!

Approximation: das Z.a nutzt Zulassigkeit aller m + 2 Portale.

Patching

— Zweiter Ansatz.
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zweite Losung: Struktur Theorem

T heorem 2;:

2log L

24
E[OPT, m — OPT] < ( + =) OPT
CL,b A 9 k_5

Beweisskizze:

Patchi
optimale Tour = ==Y Ek-leichte Tour 24 (m, k)-leichte

OPT = 2 .oPT = (299L 4 24 .opT
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Patching-Lemma

Lemma 2: Sei S Segment der Lange s und Il geschlossener Weg

der Lange OPT, der S mindestens 3 mal kreuzt. Aus S und Il
ensteht M/, der S hochstens 2 mal kreuzt mit Lange < OPT + 6s.




Beweis Patching-Lemma

Seien M; die t Punkte an denen S von [1 gekreuzt wird.

M zerfdllt in t Wege My, ...,MN; — erzeuge Kopien M;, M/ von M;
Sei 25 die grosste gerade Zahl < t.

J = {TSP Tour von My,..., M} U{min. Matching fur My,..., My;}

— Ladnge J < 25+ s = 3s — erzeuge 2 Kopien J' und J” von J.

Hi Hz’+2

VSN RN
' Matching Mits

---------- o o o B
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Konstruktion von M’

t
t=2j+1=N= [JN; uJ UJ"U(Mptq1, M3;41)
1=1

t
— : I __ / 2
t=2j+2=1T —.Ull“lz- UJ UJ U (Mg, M54 1) U (Mo, My, o)
1=

t
== Ldnge N’ <Ldnge (JM; +3s4+3s+0=0PT +6s O
=1

/
M2]+1 M//
27+1
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Hilfslemma

Sei | Linie eines Netzes der Weite 1 und Il ein Weg der Lange OPT'.

t(MN,1):= Anzahl der Kreuzungen von I und [.
Lemma 3: ) ¢(MN,0)+ > () <20PT

[ vertikal [ horizontal
Beweis: Sei \ der Beitrag einer Kante e zur linken Seite. Es gilt:

A< (uA1) + @+ 1) < V22 +02) +2 < /20e]2 42 < 2/e|C

1
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Beweis Struktur Theorem

Definition: Ein Segment von [ heiBt durch 1 belastet falls es

mindestens s + 1 mal von 1 gekreuzt wird, ansonsten entlastet.

Idee: optimale Tour — s-leichte Tour (bez. den Vertikalen)

—— k-leichte Tour (bez. allen Linien)

Zu zeigen: -Kosten fur eine s-leichte Tour :82_—41 -OPT.

_Kosten fiir eine k-leichte Tour :,€2_—45 . OPT.
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s-leichte Tour

Sei [ vertikale i-level Linie. (analog fiir die Horizontalen)

| zerfillt in 27 j-level Segmente fiir j > i.

1-level Linie

,,,,,,,,,,,

A

j-level Sdgmente J + 1-level Segmente




proc(1)

Ziel: hochstens s Kreuzungen auf jedem Segment.

Prozedur proc(i):

(j:=logL — 1)

solange ein i-level Segment [ belastet ist
-Patching auf j-level: > s+ 1 Kreuzungen — <2
-7 =7—1

Gib N zuruck
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Kostenabschatzung

Fiktive Prozedur proc(0,1): Patching auf [ bis Level O,

X1 ;(b) := 14 (belastete j-level Segmente auf [, die proc(0,1) patcht)

Behauptung:
t(M,1)
> X () < (2)
j>0 5

Beweis: t(IM,1) Kreuzungen von I und [. Fir jedes j ersetzt das
Patching-Lemma mindestens s + 1 Kreuzungen mit hochstens 2.

=s — 1 Kreuzungen weniger pro Schritt.
40



Eigentliche Kosten

7-level Segmente haben die Lange L/Qj. Patching-Lemma liefert:

oL
Kosten(proc(0,1)) < ) Xp5(0) - — (3)
= 2

Eigentliche Kosten werden von a bestimmt. Aus (3) erhalten wir:

6L
wenn [ i-level Linie ist: Kost(proc(0,0)) < > X;(0)-—~  (4)
jZit1 2
Sei V) ,:= Kost(proc(0,1)) , wenn a horizontaler Shift ist.

Erinnerung: fb[S ist i-level Linie] = f; = Qirl (1)
M,
> X,;(b) < 400 (2)

j>0
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Kosten der s-leichten Tour

12¢(M,1)
s—1

flr jedes b gilt: EglY] 4] <

12¢(N, 1)
s—1

OPT

s—1

24

s—1

daraus folgt: Eg[) Vi ] =)
l l

< 24 aus Lemma 3

- OPT
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Interferenz der Entlastungen

Behauptung: Entlastung einer Vertikalen — hochstens 2

zusatzliche Kreuzungen auf einer Horizontalen und umgekehrt.

Idee: Patching kostenlos, da kein horiz. (bzw. vert.) Abstand.
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k-leichte Tour

Betrachte jedes Paar {Vertikale, Horizontale}.

—Fir jede Seite eines Quadrats: bis zu s + 4 Kreuzungen (s flr
das Innere, 2 pro Ecke)

Setze k=s+ 4

—— k-leichte Tour mit Kosten = OPT -+ kz__45 .OPT O
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Approximation und Laufzeit

k-leichte Tour =% (m, k)-leichte portaltreue Tour

2log L

24
E[OPT, 1 — OPT] < ( +- 7). oPT
a,b A k—5

Folgerung: Wihle m > 161997 > 96 4 5

2Iogn2_|_ 24
16109 96 o
161041 796 155

E[OPT, i —OPT] < (

E E
-OPT = (—+—-) -OPT
a,b ) (4+4)

Laufzeit= O(nlogn-m¥*- k") = O(n - (logn)*)
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Ergebnisse

Approximation:
P[OPT,p 1 < (14¢) - OPT] > 1/2
CL7 2979 9

Laufzeit:
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Zusammenfassung

Perturbation: gerundete Instanz (Diskretisierung).
Randomisierung: Erwartung — Wahrscheinlichkeit.
Quadtree: kleinere Instanzen gleicher Struktur.

Portale: Schnittstellen zum Zusammenfugen von Teilldsungen.
—Dynamisches Programmieren: kein redundantes Rechnen.

Parameter m und k: zur Steuerung von Approximation und Laufzeit.
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Meilensteine in der TSP-Geschichte
1973: effektive Heuristiken (K-OPT, Lin-Kernighan)
1976: 3/2-Approximation in polynomieller Zeit von Christofides
1977: probabilistische Heuristik von Karp und Held (4/3-Approx.)
1988: optimale Losung in 20(v7) yon Smith
1996: PTAS in nO(1/¢) und spater in n(logn)?(1/€) von Arora

1996: PTAS von Mitchell in nO(1/€) aber nur fiir R2
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Wie praktikabel sind Aroras Ansatze?

1996 gar nicht: Aufwand= n - (logn)¢ mit ¢ =30 bis 100

Bessere Resultate mit K-OPT oder Karps Heuristik.

1998: Parallelisierbarkeit. Effiziente NC-Implementierung:

Laufzeit poly(logn) mit poly(n) Prozessoren.

Einsatz in strukturierten Instanzen (Verkehr).
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metatheoretische Uberlegungen

Reduzierung der Ubergidnge zwischen , Regionen‘(Quadrate)
—=|okaler Austausch als machtiges Werkzeug.

Gute Heuristiken (K-OPT) auch, aber kein PTAS.

K-OPT: Top-down-Algorithmus mit backtracking =Redundanz!
DP-Schlusselidee: disjunkte Regionen, Losen von Q; — ,,abhacken®.

—=entspricht Variablenelimination (wie beim Gausschen Vefahren).
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IP Formulierung
Definiere x;; = 1 falls v;,v; € 1, ansonsten 0.

IP Formulierung:

n n
Minimiere lin. Funktion: Y Y d(i,j) -z

i=1 j=i+1
Nebenbedingungen: > Tij = 2, | <k <n,
(i=k)V(i=k)
>y >2, @#£SCH{1,2,...,n},
i€S,jeS
und (ganzzahlig!) r;; €10, 1}, 1<i<j<n.

Bearbeitung eines Quadrats < Elimination einer Menge von ;-
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Hintergrund zur Randomisierung

PCP: Probabilistically Checkable Proofs
Aroras Ziel:
1
PD[OPT’ < (14€)-OPT] < 5= (14<)- Approximation ist NP-schwer
a,

Neue Charakterisierung von NP:

Eine Sprache L liegt in NP falls ein Verifizierer V fur x € L logn

zufallige Bits 7 einliest und folgendes erfullt:

x €L — Jj[V akzeptiert z] =1
, 1
T ¢ L=:>§[V akzeptiert z] < 5
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Erwartung von Y, ,

Fur jedes b qilt:

2i—|—1
Ea[i/l,a] — Z
i>1
2’L+1 6L
<2 2. X)) 5
i>1 j>it1
X
— 6. Z l]( ) Z QZ
j>1 27 1<j—1
i>1
<6-> 2-X;;(b)
j=>1
12¢(I1,1
< (N, 1) aus (2)
s—1

- (Kosten von 1), wenn [ i-level Linie ist.

aus(4)

aus (1)
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