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Einleitung

Die Kreisbasen sind ein sehr altes Themengebiet das bereits im Jahre 1847 von
Kirchhoff in [II] betrachtet wurde. Im Laufe der Zeit entstanden viele Algo-
rithmen, die eine Kreisbasis eines gewichteten Graphen (G, w) benttigen und
einige von ihnen koénnen durch die Verwendung kurzer Kreisbasen beschleunigt
werden. In der Arbeit [9] aus dem Jahr 1987 stellt J.D. Horton den ersten poly-
nomiellen Algorithmus zur Berechnung einer minimalen Kreisbasis eines unge-
richteten Graphen mit nicht-negativen Kantengewichten vor. Acht Jahre spater,
1995, entwickelt J.C. De Pina in [4] einen weiteren Algorithmus fiir dieses Pro-
blem. Die Laufzeit sinkt dabei von O(m3n) fiir den Algorithmus von Horton auf
O(m? + mn?logn) fiir den Algorithmus von De Pina.

Heute werden Kreisbasen unter anderem fiir die Taktfahrplanoptimierung 6f-
fentlicher Verkehrsnetze verwendet [13]. Die dort verwendeten Kreisbasen miis-
sen jedoch zusétzlichen Anforderungen geniigen, die beispielsweise von Funda-
mentalkreisbasen erfiillt werden. Eine kiirzeste strikt fundamentale Kreisbasis
zu finden, ist jedoch MAX-SNP schwer [3]. In [12] stellt C. Liebchen die fiir die
Taktfahrplanoptimierung bendtigten Kreisbasen, die ganzzahligen Kreisbasen,
vor und charakterisiert diese als eine Unterklasse der gewohnlichen Kreisbasen
und zugleich als eine Oberklasse der Fundamentalkreisbasen. Ein vollstindiges
Bild von diesen und weiteren Kreisbasenklassen wird von C. Liebchen und R.
Rizzi in [I5] gegeben.

Der Komplexitéatsstatus des Optimierungsproblems iiber ganzzahlige Kreis-
basen beziiglich nicht-negativer Bogengewichtung ist bisher ungeklart. Aufer-
dem gibt es eine Reihe von Aussagen iiber gewohnliche, das heifst gerichtete
und ungerichtete, Kreisbasen, deren Wahrheitsgehalt bei der Ubertragung auf
ganzzahlige Kreisbasen ungekliirt ist. Dazu zdhlen die folgenden Punkte, die sich
grofitenteils speziell auf minimale ganzzahlige Kreisbasen, kurz MICB, beziehen.
Im Rahmen gerichteter und ungerichteter Kreisbasen konnen die Entsprechun-
gen der unter aufgefithrten Fragen mit Ja beantwortet werden, wahrend die
Frage [5| verneint werden muss. Innerhalb dieser Diplomarbeit werden Beweise
dieser Aussagen aufgegriffen und ihre Ubertragung auf ganzzahlige Kreisbasen
néher erlautert.

1. Induzieren die ganzzahligen Kreisbasen ein Matroid?
2. Berechnet der greedy-Algorithmus eine MICB?
3. Weist jede MICB die gleiche Gewichtsfolge auf?

4. Birgt die Horton-Familie jede/eine MICB?
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6 INHALTSVERZEICHNIS

5. Kann der Einsatz nicht-elementarer Zirkulationen eine MICB verbessern?

Die Frage |1| wurde bereits in [I4] verneint und die dortige Argumentation
wird im Abschnitt noch einmal wiedergegeben. Da die ganzzahligen Kreis-
basen dennoch ein Unabhingigkeitssystem definieren und allein aus dem Feh-
len der zusdtzlichen Matroid-Eigenschaft der greedy-Ansatz nicht fehlschlagen
muss, wird dieses Verfahren im Kapitel [§] untersucht. Im Abschnitt wird
ein Beispiel fiir einen Graphen angegeben, bei dem der greedy-Algorithmus je-
doch tatsdchlich ein suboptimales Ergebnis liefert. Damit kann auch Frage [2|mit
Nein beantwortet werden. Der Graph dieses Gegenbeispieles erlaubt sogar eine
weitere Gewichtung, unter der es zwei MICB gibt, deren Gewichtsfolgen sich
unterscheiden. Damit lautet auch die Antwort auf Frage [3] Nein.

Die Frage [4 ob die in [9] eingefithrte Horton-Familie des gewichteten Gra-
phen (D, w) stets jede oder zumindest eine MICB beinhaltet, konnte nicht beant-
wortet werden. Der Abschnitt zeigt jedoch anhand eines Beispieles, warum
die Argumentation fiir ungerichtete Kreisbasen nicht auf ganzzahlige Kreisbasen
iibernommen werden kann. Es konnte sogar bisher nicht bewiesen werden, dass
es geniigt, sich auf elementare Kreise zu beschréinken, wenn man eine minimale
ganzzahlige Basis des Zykelraumes sucht. Im Abschnitt wird bewiesen, dass
diese Einschrankung fiir ungerichtete Kreisbasen vorgenommen werden kann
und dass der dort angegebene Beweis nicht auf ganzzahlige Kreisbasen iibertra-
gen werden kann.

Aufbau dieser Arbeit

Das Kapitel [I] fithrt zun&chst in Abschnitt die wichtigen Begriffe dieses The-
mengebietes ein. Im Abschnitt wird die Determinante einer Kreisbasis defi-
niert, anhand derer man zu einer Kreisbasis entscheiden kann, ob sie gerichtet,
ungerichtet oder ganzzahlig ist. Die darauffolgenden Abschnitte und
benennen und beweisen eine jeweilige Charakterisierung der drei Klassen von
Kreisbasen mit Hilfe ihrer Determinante.

Im Kapitel [2] wird schrittweise eine Klasse von Graphen entwickelt, die trotz
ihrer geringen Knotenzahl Kreisbasen mit hoher Determinante ausweisen. Die
Grundlage bilden die Zirkulanten (Abschnitt R.1)), die auch in [6] betrachtet
werden. Im Abschnitt 2.3 werden zwei Mengen von Kreisbasen der Zirkulanten,
die Innenbasen und die Aufenbasen, definiert, deren Determinanten in Korol-
lar angegeben werden. Die Zirkulanten kénnen dann in zwei Konstrukti-
onsschritten so erweitert werden, dass die Moglichkeit einer Bogengewichtung
w entsteht, unter der eine gewéhlte Innen- oder Aufenbasis die eindeutige mi-
nimale Kreisbasis darstellt.

Im Abschnitt 2.4 werden zunichst sogenannte Briicken eingesetzt und man
erhiilt somit die verallgemeinerten PETERSEN-Graphen. Auch Innen- und Au-
flenbasen erhalten eine Entsprechung in dieser Graphenklasse. In einem zweiten
Schritt wird in Abschnitt eine Menge zusétzlicher Kanten, die Sehnen, in
die verallgemeinerten PETERSEN-Graphen eingefiigt. Die entstehenden Sehnen-
Graphen beinhalten wiederum Innen- und Aufienbasen und bieten nun zusétz-
lich die nétige Struktur, um zu einer solchen Basis eine Gewichtsfunktion zu
definieren, unter der diese Basis eine minimale Kreisbasis darstellt.
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Das Kapitel [J] benutzt die Innen- und Aufienbasen der Sehnen-Graphen, um
Instanzen (D, w) anzugeben, in denen die eindeutige minimale gerichtete Kreis-
basis nicht ungerichtet ist (Abschnitt beziehungsweise, in denen die ein-
deutige minimale ungerichtete Kreisbasis nicht ganzzahlig ist (Abschnitt .
Solche Beispiele belegen die Eigensténdigkeit der zugehérigen Optimierungs-
probleme und wurden bereits in [15] aufgefithrt. Allerdings konnte mit den hier
entwickelten Methoden die Knoten- und Kantenanzahl dieser Beispiele gesenkt
werden.

Das Kapitel [7lentwickelt die algebraische Theorie, die in den Kapiteln[§und[9]
bend&tigt wird. Der Abschnitt [7.1] definiert die Unimodularitdt einer Kreismenge
und fiihrt eine zunéchst eine Interpretation im Rahmen der Untergitter des Z?
an.

Die unimodularen Kreismengen erweisen sich als genau diejenigen, die zu
einer ganzzahligen Zirkulationsbasis erweiterbar sind (Korollar und sind
somit beim iterativen Aufbauen einer ganzzahligen Kreisbasis von besonderem
Interesse. Die Frage, ob es sogar einen elementaren Kreis gibt, der eine unimo-
dulare Kreismenge so ergénzt, dass eine wiederum unimodulare Menge entsteht,
kann auf eine Charakterisierung der Kreismatrix zuriickgefiihrt werden (Lem-
ma [8.2.6). Ob dieses Kriterium stets erfiillt und somit jede unimodulare Menge
sogar in einer ganzzahligen Kreisbasis enthalten ist, konnte nicht geklart wer-
den. Das Beispiel liefert jedoch eine unimodulare Kreismenge, bei der sich
die Suche nach einem geeigneten elementaren Kreis unter Umsténden schwierig
gestaltet.

Ein Test auf Unimodularitit kann auf das Bestimmen einer HERMI-
TE-Normalform zuriickgefithrt werden. Dieser Zusammenhang wird im Ab-
schnitt aufgezeigt, wihrend im Abschnitt ein effizientes Verfahren zur
Berechnung der HERMITE-Normalform angibt.

Im Kapitel d] wird mit dem Algorithmus von Horton ein polynomielles
Verfahren zum Bestimmen einer minimalen ungerichteten Kreisbasis (MUCB-
Problem) angegeben. Dies beinhaltet unter anderem die Definition des Matroids
im Abschnitt und der Horton-Familie eines gewichteten Graphen im Ab-
schnitt Der Algorithmus von Horton wird im Kapitel [§] so gedndert, dass
eine Heuristik fiir das MICB-Problem entsteht. Die dabei auftretenden Pro-
bleme der Zuléssigkeit, werden anhand der Unimodularitdt im Abschnitt
behandelt. Im Abschnitt [§.4] werden die Sehnen-Graphen des Kapitels [2| heran-
gezogen, um ein Beispiel zu konstruieren, in dem die vorgestellte Heuristik ein
suboptimales Ergebnis liefert. Aus diesem Beispiel ergibt sich auch eine Instanz
des MICB-Problems mit zwei minimalen ganzzahligen Kreisbasen mit unter-
schiedlichen Gewichtsfolgen.

Mit dem Algorithmus von De Pina wird im Kapitel [5] ein weiteres polynomi-
elles Losungsverfahren fiir das MUCB-Problem erldutert. Die darin enthaltenen
Schliisselideen sind die Zeugen in Abschnitt und der Schichtgraph in Ab-
schnitt [5.3] Das Kapitel [9] passt den Algorithmus von De Pina an ganzzahlige
Kreisbasen an und so wird eine zweite Heuristik erhalten. Der Abschnitt [0.1] be-
fasst sich mit der Anpassung der Zeugen, wihrend der Abschnitt die Idee des
Schichtgraphens erweitert. Zusétzlich wird durch ein ganzzahliges Programm in
Abschnitt eine Alternative zum Schichtgraphen gegeben.

Bevor diese beiden Heuristiken vorgestellt werden, geht das Kapitel [6] auf
einige der weiter oben bereits erwidhnten Fragen ein, die aufgeworfen werden,
wenn man von ungerichteten Kreisbasen auf ganzzahlige Kreisbasen iibergeht.
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Am Schluss der Arbeit steht ein Ausblick, in dem offen gebliebene Fragen
zusammengefasst und weitere Ansatzmoglichkeiten angedeutet werden.



Kapitel 1
Kreisbasen

Der Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit der Festlegung der wich-
tigsten Begriffe dieses Themengebietes. Ausgehend von einem gerichteten Gra-
phen werden gerichtete Kreise, der Zykelraum und der Begriff der Kreisbasis
definiert. In[I.2) wird die Determinante, eine wichtige KenngroRe einer Kreisba-
sis, hergeleitet und in den Abschnitten [T.3] [I.4] und [I.5] werden die Kreisbasen
anhand ihrer Determinante in gerichtete, ungerichtete und ganzzahlige Kreisba-
sen unterteilt.

1.1 Grundlagen

Die Grundlage bildet ein einfacher 2-fach knotenzusammenhingender gerich-
teter Graph D = (V, A) mit Knotenmenge V = {vy,...,v,} und Bogenmen-
ge A ={ay,...,an}. Der dem Graphen D zugrundeliegende ungerichtete Graph
wird mit G(D) = (V, E) bezeichnet und hat die gleiche Knotenmenge wie D.
Die Kantenmenge von G(D) entsteht, indem man die Orientierungen der Bo-
gen in A ,yergisst“. In G(D) ist also e = {v;,v;} genau dann eine Kante, wenn
entweder a;; = (v;,v;) oder aj; = (vj,v;) ein Bogen in D ist. Analog projizieren
sich Teilgraphen in D auf Teilgraphen in G(D).

Definition 1.1.1. Ein gerichteter Kreis ist ein Paar aus einem Teilgraphen
C in D, dessen Projektion auf den zugrundeliegenden Graphen G(D) einen
knotendisjunkten Kreis ergibt, und einer Orientierung.

Eine Orientierung entspricht einem Durchlaufsinn des Kreises, also der zy-
klischen Reihenfolge in der die Knoten von C' durchlaufen werden. Ist solch
eine Orientierung gewihlt, so partitioniert man die Bogenmenge von C' in zwei
disjunkte Teilmengen C* und C~. Dabei sind die Ct-Bogen die Bogen, de-
ren Richtung dem Durchlaufsinn des Kreises entsprechen und die C~-Bogen die
Bogen, die entgegengesetzt zum Durchlaufsinn verlaufen. Kehrt man also die
Richtung aller C~-Bbgen um, so erhélt man einen gerichteten Zykel, der ent-
lang der Orientierung des Kreises verlduft. Der Einfachheit halber wird mit C'
sowohl der Teilgraph, als auch dessen Bogenmenge C™ U C'~ bezeichnet.

Ist K ein Korper, so wird zu einer partitionierten Bogenmenge B = Bt U B~
ein Inzidenzvektor {iber K definiert. Da diese Zuordnung bijektiv erfolgt, be-
zeichnet man den Inzidenzvektor wiederum mit B.
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Definition 1.1.2. Der Inzidenzvektor B € K™ einer partitionierten Bogenmen-
ge B=B*" U B~ < A ist gegeben durch:

1 fallsae Bt
B(a) =X —1 fallsae B~

0 sonst.

Aus gerichteten Kreisen entstehen so Vektoren des K™, wobei m = |A]| die
Anzahl der Bogen des Graphen angibt. Kehrt man die Orientierung eines gerich-
teten Kreises um, so entspricht das einer Multiplikation seines Inzidenzvektors
mit —1 € K. Zur Verkiirzung werden die Begriffe gerichteter Kreis und Inzidenz-
vektor eines gerichteten Kreises einfach mit Kreis bezeichnet.

Bemerkung 1.1.3. In dieser Arbeit wird fiir K stets der Korper R der reellen
Zahlen oder der GALOIS-K6rper GF(2) = {0, 1} mit zwei Elementen gewihlt.

Eine Menge von Kreisen {Cy,...,C}} fasst man zu einer Matrix I" zusam-
men, indem man ihre Inzidenzvektoren als Spalten nebeneinander schreibt. I ist
also eine Bogen-Kreis-Inzidenzmatrix und heift Kreismatriz von {Cy,...,Cy}.

| |
P=[Ci--Ci]l=[C1 - C

Die Inzidenzvektoren aller gerichteten Kreise eines Graphen spannen einen
Untervektorraum des K™ auf. Dieser Vektorraum heifst der Zykelraum oder
Kreisraum von D und wird mit Zx (D) bezeichnet. Wenn aus dem Zusammen-
hang ersichtlich ist, welcher Kérper gewahlt wurde oder die Wahl des Kérpers
keinen Unterschied ergibt, wird auch kurz Z(D) geschrieben.

Definition 1.1.4. Eine Kreisbasis von D ist eine Menge von Kreisen in D,
deren Inzidenzvektoren eine Basis des Zykelraumes bilden.

Eine Kreisbasis ist eine kardinalitdtsmaximale linear unabhingige Menge
von Kreisen und jeder Kreis in D kann als eine eindeutige Linearkombination
der Basiskreise geschrieben werden. Ein Beispiel ist in Abbildung[T.2|dargestellt.
Zum Bestimmen der Dimension der Zykelraumes wird nun eine einfach struktu-
rierte Kreisbasis angegeben. Die folgende Argumentation gilt unabhingig vom
gewahlten Korper.

Definition 1.1.5. Sei ' < A ein spannender Baum in D und b € A\T ein
Bogen auflerhalb von T. Dann schlieft b einen eindeutigen Kreis in 7. Der
Fundamentalkreis von b beziglich T ist der zugehorige gerichtete Kreis F(b),
der b als Vorwértsbogen enthélt.

Proposition 1.1.6. Die Menge der m — n + 1 Fundamentalkreise eines span-
nenden Bauwmes ist linear unabhdngig. Es gilt daher

dimZ(D) 2 m—n+ 1.

Beweis. Jeder Fundamentalkreis F'(b) besteht aus dem Nichtbaumbogen b und
einer Menge von Baumbdgen. Ist b ¢ T ein Nichtbaumbogen, so ist F'(b) der ein-
zige dieser Fundamentalkreise, der b enthélt. Demnach ist jeder Einheitsvektor
des K™ "1 unter den Zeilen der Kreismatrix I' = [F(b1) - - - F(by,_ny1)]- T hat
somit vollen Spaltenrang und die Fundamentalkreise sind linear unabhingig. [
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Nach Proposition [I.1.6] ist die Dimension des Zykelraumes mindestens
m —n+ 1. Tatsdchlich ist dies die genaue Dimension und die angegebene Menge
der m — n + 1 Fundamentalkreise eines spannenden Baumes bildet eine Kreis-
basis. Um dies zu zeigen, kann man eine n — 1 elementige Menge linear un-
abhingiger Vektoren des K™ angeben, die orthogonal auf jedem Kreis stehen.
Damit stammen diese Vektoren aus dem orthogonalen Komplement Z(D)* des
Zykelraumes. Es gilt dann

dim Z(D)* =n—1
und dquivalent dazu
dim Z(D) = dimK™ — dim Z(D)* < m — (n —1). (1.1.1)

Ein gerichteter Schnitt ist eine Menge S € A von Bogen deren Projektion auf
G(D) einem induzierten Schnitt entspricht. Zu jedem induzierten Schnitt gibt es
genau zwei Knotenmengen, die diesen induzieren. Analog zur Orientierung eines
gerichteten Kreises kann man jedem gerichteten Schnitt zwei Orientierungen ge-
ben, indem man eine der beiden induzierenden Mengen als ,,Ursprung* auswéhlt.
Sei U € V diese ausgewihlte Knotenmenge. Man schreibt dann S = ST U S~
wobei ST genau die Bégen des Schnittes mit Anfangspunkt in U und S~ genau
die Bogen mit Endpunkt in U enthélt.

Sei T € A ein spannender Baum in D und ¢ = (u,v) € T ein Bogen in
T. Dann teilt ¢ den Baum in genau zwei Teilbdume. Sei U die Knotenmenge
des Teilbaumes der u enthélt. Der Fundamentalschnitt von t beziiglich T ist der
durch U induzierte gerichtete Schnitt S(¢), dessen Orientierung U als ,,Ursprung*
wahlt.

Proposition 1.1.7. Die Menge der n — 1 Fundamentalschnitte eines spannen-
den Baumes ist linear unabhdngig.

Beweis. Jeder Fundamentalschnitt S(¢) enthélt genau einen Bogen des Baumes
T, ndmlich ¢. Umgekehrt ist jeder Baumbogen ¢ in genau einem Fundamental-
schnitt enthalten. Die Matrix [S(¢1) - - - S(t,,—1)] enthélt somit eine Permutation
der (n—1) x (n —1)-Einheitsmatrix, welche die lineare Unabhéngigkeit der Fun-
damentalschnitte bezeugt. O

Proposition 1.1.8. Jeder gerichtete Kreis C steht orthogonal auf jedem ge-
richteten Schnitt S.

Beweis. Seien C ein gerichteter Kreis und S ein gerichteter Schnitt. Dann gilt:

c's = > C(a)-S(a)
A

> Cla)- S(a) (1.1.2)

cnS
= > 1D+ D (=1 (-1)
CtnS+ C—nS—
+ > (- (=))+ Y (=11
CtnS— C—nSt

= [CTASH+]|C nST|=(CT A ST|+|CT A SH]) (1.1.3)
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Andert man nun die Orientierung eines Bogens a € C' n S, so resultiert das in
einer Multiplikation von C(a) und S(a) mit —1. Das Produkt C(a) - S(a) in
(1.1.2)) ergibt daher nach der Umorientierung denselben Wert und die Richtung
aller Riickwirtsbogen des Kreises C' kann umgekehrt werden, ohne den Wert
des Skalarproduktes zu dndern. Gleichung vereinfacht sich zu

0TS = \é+ m§+\_\é+ mg—\. (1.1.4)

Die Mengen S§+,5~ und C* auf der rechten Seite von entsprechen den
Partitionen eines gerichteten Schnittes S und eines gerichteten Kreises C in ei-
nem Graphen D nach der Umorientierung einiger Bogen. Die linke Seite C7'S
bezeichnet hingegen noch immer den Wert des Skalarproduktes der urspriingli-
chen C und S im urspriinglichen Graphen. Sei U c V(D) die S-induzierende
Knotenmenge. Da C nun ein gerichteter Zykel ist, verlaufen bei einer Traversie-
rung die Bégen abwechselnd von U nach U€ und von UC nach U. Insbesondere
ist die Anzahl der Ubergéinge U — U€ und U — U gleich und die rechte

Seite in ((1.1.4) gleich 0. O
Mit Proposition und (1.1.1)) folgt
dimZ(D)=m —n + 1.

Jede Kreisbasis besteht aus genau v = m — n + 1 Kreisen. Die Kenngrofe v
ist unabhéngig vom gewéhlten Koérper K und wird die zyklomatische Zahl des
Graphen genannt.

1.2 Die Determinante einer Basis

Fiir eine Kreisbasis B sei die Basismatriz T' die (m x v)-Kreismatrix, deren
Spalten die Inzidenzvektoren der Basiskreise sind. Da die Basiskreise linear un-
abhéngig sind ist der Rang von I' gerade v und somit gibt es auch mindestens
eine Menge von v linear unabhéngigen Zeilen in I'. Die Basismatrix ist eine
Bogen-Kreis-Inzidenzmatrix — eine Auswahl von Zeilen korrespondiert also zu
einer Menge von Bogen von D. Ist M € A eine Teilmenge der Bogen von D,
so wird die Untermatrix von I', die durch das Wahlen der zu M gehorenden
Zeilen entsteht, mit I'y; bezeichnet. Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem
Zusammenhang zwischen einer v-elementigen Menge M und der Determinante
der entstehenden quadratischen Untermatrix I'y;.

Lemma 1.2.1. FEine Auswahl T'j; von Zeilen ist genau dann mazimal linear
unabhdngig, wenn es einen Spannbaum T von D gibt, fir den M = A\T gilt.

Beweis. Der Beweis zeigt zunéchst, dass die Auswahl M der Nichtbaum-Bo6gen
eines Spannbaumes 7" zu linear unabhingigen Zeilen in I'y; fiihrt.

Sei T ein beliebiger Spannbaum und & die Basismatrix der Fundamentalbasis
7zu T. Da B (die Kreisbasis mit T' als Basismatrix) eine Basis ist, konnen die
Spalten in ¢ als Linearkombination der Spalten in I" dargestellt werden. Es gibt
also eine Matrix A € K(**) so dass TA = ®. Eingeschriinkt auf die Zeilen zu den
Nichtbaum-Bogen ergibt sich T'y;A = @ 7. Aus dem Beweis der Proposition[T.1.6]
geht hervor, dass ®); gerade eine Permutation der Einheitsmatrix ist. Demnach
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kénnen die Spalten von A so permutiert werden, dass sich die Inverse zu 'y,
ergibt. Insbesondere ist I'j; regulér.

Sei umgekehrt M eine Bogenmenge, die zu einer Auswahl linear unabhén-
giger Zeilen von I korrespondiert. Angenommen die Bégen in A\M enthielten
einen Kreis C. Da B eine Basis ist, kann dieser Kreis durch die Basis dargestellt
werden. Es gibt also einen eindeutig bestimmten Vektor A € K\ {0}, so dass
C = T'\. Die Einschrinkung dieses Gleichungssystems auf die Zeilen zu M lie-
fert 0 = I'jy A und somit eine nicht-triviale Linearkombination der Null im K.
Damit sind die Zeilen von I'j; linear abhiingig. O

Nach Lemma, ist det I'p; genau dann ungleich 0, wenn M einen Cobaum
darstellt. Auferdem liefert das Lemma Erkenntnisse {iber die Darstellung eines
Kreises C durch eine Kreisbasis B. Die Darstellung von C' ist die eindeutige
Linearkombination der Basiskreise {B;},.,) zu C:

C=M\NB;+...\,B,.

Der Koeffizientenvektor A = (\q,...,\,) ist die eindeutige Losung des {iberbe-
stimmten Gleichungsystems I'z = C. Der Beweis des Lemmas [[.2.1] zeigt nun,
dass, falls M ein Cobaum ist, A bereits die Losung des Untersystems I'p;z = Chy
ist. Die restlichen Gleichungen I' \p;7 = C 4\ werden dann ebenfalls durch A
erfiillt. Dies bedeutet unter anderem, dass ein gerichteter Kreis bereits durch
seinen Anteil auf einem Cobaum eindeutig bestimmt ist. Dabei ist sowohl fiir
das Losen von I'z = C' als auch fiir das eindeutige Bestimmen eines gerichteten
Kreises die Wahl des Cobaumes unerheblich.

Lemma 1.2.2. Sei " die Basismatriz einer Kreisbasis B. Fiir je zwei Cobdume
M, M’ gilt detFM = idetl—‘]\/p.

Beweis. Sei M = {ai,...,a,} die Menge der Nichtbaum-Bégen zum Spann-
baum T und ® die Kreismatrix mit Fundamentalkreis F(a;) in Spalte i. ®
ist also eine Basismatrix der Fundamentalbasis zu T und die Einschrinkung
von ® auf die Zeilen zu M ergibt die (v x v)-Einheitsmatrix. Demnach gilt
®p Ty = Iy Die Matrix 'y ist also die eindeutige Losung des reguliren Glei-
chungssystems ®,,X = I'j);. Nach den obigen Betrachtungen erfiillt I'y; dann
auch das iiberbestimmte Gleichungssystem ®X =T

Die Einschrankung von ®I'y; = T' auf die Zeilen die zu M’ gehéren ergibt
dann ®,;/T'p; = T'pr. Nun ist @ total unimodular (Vergleiche [I8]) und @y
eine regulére Untermatrix von ®. Daher gilt det @, = +1 und mit der Multi-
plikativitdt der Determinante folgt det 'y, = 4+ det I'py. O

Der Beweis von Lemma benutzt die einfache Struktur einer Funda-
mentalbasis. Da jeder Fundamentalkreis F'(a) einen privaten Bogen, nédmlich a,
beziiglich der Fundamentalbasis hat, muss F'(a) genau mit dem Faktor in der
Linearkombination eines Kreises auftreten, mit dem der darzustellende Kreis
diesen Bogen a benutzt. Ist ® eine Basismatrix der Fundamentalbasis, so gilt
fiir einen gerichteten Kreis C:

C= )Y Co-F(a)=3Cyr (1.2.1)
acA\T
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Bemerkung 1.2.3. Des Weiteren macht der Beweis essentiellen Gebrauch von
der totalen Unimodularitit der Kreismatrix ®. Es ist jedoch zu bemerken, dass
nicht jede Kreisbasis eine total unimodulare Basismatrix aufweist. Kreisbasen
mit total unimodularen Basismatrizen gibt es jedoch auch aufserhalb der Fun-
damentalbasen.

Da nach den Lemmata [1.2.7 und [[.2:2) der Absolutbetrag der Determinante
einer jeden reguldren (v x v)-Untermatrix von I' invariant ist, ist die Determi-
nante einer Kreisbasis im folgenden Sinne wohldefiniert.

Definition 1.2.4. Sei B eine Kreisbasis von D mit Kreismatrix I' und T ein
beliebiger spannender Baum von D. Sei I'j; die Untermatrix, die durch das
Streichen der Zeilen die zu T" gehoren aus I' entsteht. Dann ist die Determinante
von B definiert als

det(B) :=|det T'ps] .

Diese Definition ist, im Gegensatz zu Lemma [I.2.7] und [1.2.2] abhingig von
der Wahl des Korpers K, da die Determinante iiber diesem Korper berechnet
wird (siehe Abbildung . Wenn der Korper hervorgehoben werden soll, wird
deshalb auch detg (B) geschrieben. Der Wert der Determinante ist ein Element
des Korpers. Wurde beispielsweise der Korper GF(2) = {0,1} gewéahlt, so ist
die Determinante einer Matrix entweder 0 oder 1. Kreisbasen iiber R haben, da
die Eintrige ihrer Basismatrizen ganzzahlig sind, auch ganze Zahlen als Deter-
minanten. Dabei kénnen jedoch durchaus auch héhere Werte als 1 auftreten.

1.3 Gerichtete Kreisbasen

Kreisbasen {iber dem Koérper R der reellen Zahlen werden gerichtete Kreisbasen
genannt. Dieser Abschnitt wird die Begriffe gerichteter Kreis, Inzidenzvektor,
Zykelraum und Kreisbasis in diesem Spezialfall mit kleinen Beispielen illustrie-
ren. Aufserdem wird der Einfluf der Orientierung des Graphen und der Basis-
kreise auf die Determinante erortert.

O O = =

ai as

[
—_ =

a6

Abbildung 1.1: Eine Orientierung des K4, ein gerichteter Kreis und dessen Inzi-
denzvektor.

Definition 1.3.1. Sei G ein ungerichteter Graph. Eine Orientierung von G ist
ein gerichteter Graph D, dessen zugrundeliegender ungerichteter Graph gerade
G ist: G(D) = G (siehe Abbildung [I.T).
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al as

Qg N
L

Z(Kg) ={MF(a1) + AaF(as) + X\3F(a3) | \; € R}
= {(A\1, A = X2, A0, A3 — A, Ao — A3, A3)T | A € R}

Abbildung 1.2: Der Zykelraum des K4 mit der gewahlten Orientierung und die
Fundamentalbasis {F(a1), F'(az), F(ag)} beziiglich eines Spannbaumes 7.

1 0 1
(1) _11 (1) 1 0 1
= 1 1 0 det F{al,ag,ae.} = g-) 11 01 = -9
1 0 -1 -1 =
0 -1 -1

Abbildung 1.3: Die Basismatrix einer weiteren Kreisbasis und deren Determi-
nante.

Die Begriffe des zugrundeliegenden ungerichteten Graphen und der Orientie-
rung sind im Falle von einfache Graphen ohne parallele oder antiparallele Bégen
oder Schleifen konsistent, das heifit, dass jeder gerichtete Graph D eine Orien-
tierung seines zugrundeliegenden ungerichteten Graphen G(D) ist. Sind zwei
gerichtete Graphen D, D’ Orientierungen desselben ungerichteten Graphen, so
heikt D’ eine Umorientierung von D. D’ kann durch schrittweise Richtungswech-
sel einzelner Bogen aus D erhalten werden. Jedes Zwischenergebnis ist wieder-
um eine Orientierung von G(D). Mit dem Graphen D koénnen auch alle Kreise
angepasst und somit wieder gerichteten Kreisen im entstandenen Graphen D’
zugeordnet werden. Ist C' ein beliebiger Kreis und a € C' ein Bogen, die in der
Umorientierung die Richtung gewechselt hat, so entspricht das einem Wechsel
des Bogens a von C* nach C~ oder umgekehrt und im Inzidenzvektor einer
Multiplikation der Komponente C(a) mit —1. Der Durchlaufsinn des Kreises
bleibt dabei stets erhalten und so kann man von dem gleichen Kreis vor und
nach der Umorientierung sprechen.

Lemma 1.3.2. Die Determinante einer Kreisbasis ist invariant unter Umori-
entierung des Graphen.

Beweis. Ein Richtungswechsel des Bogens a entspricht der Multiplikation der
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Zeile T'; mit —1 und beeinflufst somit nur das Vorzeichen und nicht den Abso-
lutbetrag einer jeden Unterdeterminante. O

Ob eine Menge von gerichteten Kreisen eine Kreisbasis einer Orientierung
von G(D) bildet, ist also unabhéngig von der Wahl dieser Orientierung.

Ein Wechsel der Orientierung eines Basiskreises entspricht der Multiplika-
tion der zugehorigen Spalte der Basismatrix mit —1 und &ndert somit nicht
den Absolutbetrag der Unterdeterminanten. Fiir die lineare Unabhingigkeit von
Kreismengen und die Determinanten gerichteter Kreisbasen ist die Orientierung
des Graphen und der Kreise also irrelevant und so werden die Graphen, Krei-
se und Kreisbasen in den Beispielen oft als ungerichtete Versionen angegeben.
Die Inzidenzvektoren, der Zykelraum und die Darstellung eines Kreises durch
eine Basis sind allerdings abhingig von den gewahlten Orientierungen. Auch die
Berechnung der Determinante bedarf dieser Festlegungen, obwohl jede einzelne
Wahl auf dasselbe Ergebnis fiihrt.

Bemerkung 1.3.3. Wie der gerichtete Graph orientiert ist, hat keinen Einfluf}
auf die lineare Unabhéngigkeit von Kreisen. Es ist aber wichtig, dass der Graph
orientiert und somit kein ungerichteter Graph ist.

Abschliessend soll noch einmal festgehalten werden:

B gerichtete Kreisbasis <= d}gt(B) e N\ {0} (1.3.1)

1.4 Ungerichtete Kreisbasen

Ungerichtete Kreisbasen sind Kreisbasen iiber dem Korper K = GF(2). Werden
die Inzidenzvektoren gerichteter Kreise iiber GF'(2) = {0, 1} betrachtet, so kann
wegen 1 = —1 nicht mehr unterschieden werden in welche Richtung ein Bogen
zeigt oder welcher Durchlaufsinn fiir einen Kreis gewéhlt wurde. Im Grunde kann
daher von dem ungerichteten Graphen G(D) = (V, E) und elementaren Kreisen
C < FE ohne Zugabe eines Durchlaufsinns ausgegangen werden. Es ist allerdings
wichtig, diese beiden Vorstellungen sorgfiltig voneinander zu trennen. Kreisba-
sen {iber GF'(2) sind — wie Kreisbasen iiber R auch — Mengen gerichteter Kreise,
die wiederum partitionierte Bogenmengen eines gerichteten Graphen D sind.
Aus beiden Typen, gerichteten und ungerichteten Kreisbasen, erhélt man durch
Weglassen der Richtungen der Bogen und Orientierungen der Basiskreise eine
Menge elementarer Kreise in zugrundeliegenden ungerichteten Graphen G(D).
Die jeweiligen Griinde fiir das Weglassen der Richtungen und Orientierung un-
terscheiden sich jedoch. Im Falle der gerichteten Kreisbasen iiber R ist die Wahl
dieser Orientierungen fiir die lineare Unabhingigkeit und die Determinante zwar
unerheblich, Umorientierungen ergeben aber andere Inzidenzvektoren und Li-
nearkombinationen. Unterdessen fiihrt im Fall K = GF(2) jede Umorientierung
des Graphen und der Basiskreise bereits auf dieselben Inzidenzvektoren.

Dieser Unterschied ist so erheblich, dass es gerichtete Kreisbasen gibt, die
iiber GF'(2) linear abhdingig sind.

Beispiel 1.4.1 (Eine gerichtete Kreisbasis, die keine ungerichtete Kreisbasis
ist). Betrachte K4, den vollstandigen Graphen auf vier Knoten, mit einer be-
liebigen Orientierung. Ohne die Unterscheidung in der Orientierung der Kreise
weist dieser Graph genau drei Hamiltonkreise auf. Die Abbildungen[1.1 und[1.3
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bezeugen, dass diese eine Kreisbasis iiber R bilden. Uber GF (2) sind diese Kreise
allerdings linear abhdngig:

OO OO oo
O = == O
—_ O === O
==

Ob eine gerichtete Kreisbasis auch ungerichtet, also eine Kreisbasis {iber
GF(2) ist, kann mit Hilfe der Determinante der Kreisbasis, wie sie im Ab-
schnitt [I.2] definiert wurde, bestimmt werden.

Lemma 1.4.2. Fine gerichtete Kreisbasis B ist genau dann ungerichtet, wenn
detg(B) mod 2 = 1.

Beweis. Inzidenzvektoren gerichteter Kreise iiber R sind stets ganzzahlige Vek-
toren und diese gehen durch die Abbildung mod2 : Z — GF'(2) auf die ent-
sprechenden Inzidenzvektoren im GF'(2)" iiber. Die Addition +7 : Z — Z und
die Multiplikation -7 : Z —> Z ganzer Zahlen ist distributiv iiber der Abbildung
mod?2:

(a +zb) mod 2 = (a mod 2) +¢p(2) (b mod 2) fiir alle a,be Z
(a -z b) mod 2 = (a mod 2) -gr(2) (b mod 2) fiir alle a,be Z

Da das Berechnen der Determinante der Basismatrix mittels der LAPLACE-
Entwicklung iiber R aus einer Folge von Additionen und Multiplikationen gan-
zer Zahlen besteht, 1dsst sich die Projektion mod 2 in die Zwischenschritte und
schliefflich auf die Eintrige der Basismatrix verschieben. Dadurch erh&lt man
die LapLACE-Entwicklung der {0, 1}-Matrix tiber GF(2), also die Determinante
iiber GF(2).

detg(B) mod 2 = detGF(2)(B)

Nun ist B genau dann eine ungerichtete Kreisbasis, wenn detgp(2)(B) # 0 und
somit folgt die Behauptung. O

Also sind genau die gerichteten Kreisbasen mit ungerader Determinante auch
ungerichtete Kreisbasen. Die Kreisbasis aus Beispiel hat die Determinante
2 und ist somit keine ungerichtete Kreisbasis. Im Gegenzug ist mit Lemma|l.4.2
jede ungerichtete Kreisbasis auch eine gerichtete Kreisbasis.

Abschliessend wird zusammengefasst:

B ungerichtete Kreisbasis <= detg(B)=1 (mod 2) (1.4.1)

1.5 Ganzzahlige Kreisbasen

Eine gerichtete Kreisbasis ist eine Menge von Inzidenzvektoren, die eine Basis
des Z(D) bilden. Jeder weitere Punkt x € Z(D) kann als eindeutige Linear-
kombination dieser Basisvektoren geschrieben werden. Insbesondere wird jeder
gerichtete Kreis in D so dargestellt. Ganzzahlige Kreisbasen sollen nun zusétz-
liche Anforderungen an die Darstellung der gerichteten Kreise erfiillen.
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Definition 1.5.1. Ein gerichteter Kreis C' wird durch eine gerichtete Kreisbasis
B ganzzahlig dargestellt, wenn

C=MBi+---+AB, mit \;eZ.
Die Kreisbasis B heifft ganzzahlig, wenn sie jeden Kreis ganzzahlig darstellt.

Beispiel 1.5.2 (Eine ungerichtete Kreisbasis, die nicht ganzzahlig ist). Abbil-
dung[1.7] zeigt einen Graphen und eine Kreisbasis bestehend aus dem Innenkreis
By und den fiinf Kreisen {B;},_, o mit je einer Innen- und drei AufSenkanten.

,,,,,

Abbildung 1.4: Ein Graph mit einer ungerichteten, aber nicht-ganzzahligen
Kreisbasis.

Als Spannbaum seien vier der fiinf inneren Kanten gewdhlt. Die auf den
Cobaum eingeschrinkte Basismatriz hat die Determinante 3 und die sechs ge-
wdhlten Kreise bilden demnach eine ungerichtete Kreisbasis.

1 1 1
1 1 1
1 1 1
detl"=1 11 =3
1 1 1
1 1

Die eindeutige Darstellung des Aufenkreises durch Bi,...,Bg enthdlt aber
nicht-ganzzahlige Koeffizienten.

1 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0
1| 1o 0 1 1 1l 1o
1311 3]olT3]olT3|1[T3]|1] 3]0
1 1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1

Ganzzahlige Kreisbasen bilden erneut eine echte Teilmenge der gerichteten
Kreisbasen und sie lassen sich wieder mit Hilfe der Determinante charakterisie-
ren. Ein hinreichendes Kriterium folgt aus der néchsten Proposition.

Proposition 1.5.3. Sei A eine reguldre (n x n)-Matriz mit ganzzahligen Ein-
tragen und b ein ganzzahliger Vektor der Dimension n. Sei A die eindeutige
Lésung des Gleichungssystems Ax = b. Dann ist

det A-\e Z". (1.5.1)

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der CRAMERschen Regel (Siehe
D). 0
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Wird ein Kreis C' durch eine Kreisbasis B mit Basismatrix I' dargestellt,
so ist der Koeffizientenvektor A\ die eindeutige Losung des quadratischen Glei-
chungssystems I'y;z = Cjy. Ist det(B) = 1, so ist A nach bereits ein
ganzzahliger Vektor und die Kreisbasis B ganzzahlig. Es gilt auch die Umkeh-
rung.

Lemma 1.5.4. Fiir eine gerichtete Kreisbasis B gilt:

B ganzzahlige Kreisbasis <= dﬂgt(B) =1 (1.5.2)

Beweis. Es bleibt noch fiir eine beliebige ganzzahlige Kreisbasis zu zeigen, dass
ihre Determinante genau 1 ist.

Sei F = {Fy,...,F,} die Fundamentalbasis zu einem beliebigen spannenden
Baum T und ® deren Basismatrix. Nach Proposition enthilt ® eine Per-
mutation der Einheitsmatrix I,,»,. Insbesondere ist detg(F) = |det I, x| = 1.

Sei I' die Basismatrix der ganzzahligen Kreisbasis B und \) € Z” der Koef-
fizientenvektor der ganzzahligen Darstellung des Kreises F; durch B. Es gilt also
fiir einen beliebigen Cobaum M des Graphen I'p;A = &5, mit A = A1) ... A1),
Da die Determinante multiplikativ ist, folgt

detTps - det A = det & = +1. (1.5.3)

Die Matrizen I'j; und A haben ganzzahlige Eintrége, so dass ihre Determinanten
auch ganze Zahlen sind. Deshalb folgt aus (1.5.3) unmittelbar

|det T'ps| = |det A] = 1.

Aus Lemma und Lemma folgt als Korollar:

Korollar 1.5.5. Jede ganzzahlige Kreisbasis ist ungerichtet.

Zu Beginn dieses Kapitels im Abschnitt wurden Kreisbasen iiber einem
Korper K definiert. Abhéngig vom gewéhlten Korper wurde im Abschnitt
jeder Kreisbasis eine Determinante zugeordnet. Innerhalb dieser Diplomarbeit
sind Kreisbasen iiber dem Korper R der reellen Zahlen von Interesse und diese
gerichteten Kreisbasen wurden im Abschnitt [I.3] auf ihre Sensitivitit gegeniiber
Umorientierungen des Graphen und der Kreise hin untersucht. Der Abschnitt
legte dann die ungerichteten Kreisbasen, die Kreisbasen iiber GF'(2), als Teil-
menge der gerichteten Kreisbasen dar und das Beispiel belegte, dass diese
Inklusion strikt ist. AbschlieRend wurden im Abschnitt [I.5] ganzzahlige Kreisba-
sen als spezielle gerichtete Kreisbasen definiert und mit Hilfe der Determinante
gezeigt, dass diese sogar eine Teilmenge der ungerichteten Kreisbasen bilden.
Das Beispiel zeigte, dass auch diese Inklusion strikt ist. Die wichtigen Er-
kenntnisse dieses Kapitels werden in der folgenden Abbildung zusammengefasst.
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ganzzahlig

ungerichtet

Zs5.2

gerichtet

K4

Abbildung 1.5: Ein vollstdndiges Bild iiber die Beziehungen der gerichteten,
ungerichteten und ganzzahligen Kreisbasen.



Kapitel 2

Sehnen-Graphen

2.1 Zirkulanten

Dieser Abschnitt stellt die Zirkulanten als eine Klasse von einfach strukturierten
Graphen vor, die trotz ihrer geringen Knotenzahl gerichtete Kreisbasen mit
hoher Determinante beinhalten. Die Zirkulanten sind als ungerichtete Graphen
definiert und werden daher fiir das Bestimmen einer gerichteten Kreisbasis und
das Berechnen ihrer Determinante mit einer beliebigen Orientierung versehen.

Definition 2.1.1. Sind n, k € N\ {0} teilerfremde Zahlen mit 1 < k < n/2, so
ist der n, k-Zirkulant Z, ;, wie folgt definiert:

e Die Knotenmenge ist V' ={0,...,n — 1}.
e Die Kantenmenge ist £ = Ej u E 4, wobei

— Er={{i,(i+k)modn}|ieV}
— Ea={{i,(i+ 1) modn} |ieV}.

Ein n, k-Zirkulant besteht aus einem inneren n-Kreis mit Kantenmenge Ej
und einem aufseren n-Kreis mit Kantenmenge F 4. Dass die Kanten in E; tat-
séchlich genau einen und nicht mehrere Kreise bilden, liegt an der Teilerfremd-
heit der Parameter n und k. Dazu kann man die Knoten als die Elemente der
zyklischen Gruppe Z,, ansehen und 1 und k als zwei Erzeuger' dieser Gruppe.
Die einmalige Anwendung eines Erzeugers e auf ein Element z entspricht der
Addition modulo n, das heifit z oe = (z + e¢) mod n. Eine Anwendung {iber-
fiihrt ein Element auf ein anderes und fiir jeden solchen Ubergang gibt es eine
Kante im Zirkulanten. Die Aufsenkanten F4 entsprechen n Anwendungen des
Erzeugers 1 und die Innenkanten F; denen des Erzeugers k.

Die Abbildung[2-1]zeigt vier, fiir die spéteren Beispiele wichtige, Zirkulanten.
Die mittleren Zirkulanten Z7 > und Z7 3 sind isomorph, also bis auf Umbenun-
nung der Knoten derselbe Graph. Ist n hingegen festgehalten, so kénnen unter
allen n, k-Zirkulanten héchstens je zwei zueinander isomorph sein. Es gibt also
durchaus mehr als einen Zirkulanten auf n Knoten.

1Eine Zahl k ist genau dann ein Erzeuger von Zj, wenn n und k teilerfremd sind.

21
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Abblldung 2.1: Die Zirkulanten Z5’2, Z772, Z7,3 und Z11’3.

Lisst man Knotenwiederholungen nicht aber Kantenwiederholungen in Krei-
sen zu, so bestehen die Kreise des Z,, j, aus einer Anzahl 0 < ¢ < n von Innen-
kanten und einer Anzahl 0 < a < n von Aufienkanten. Ein Kreis, dessen Innen-
kanten und Auflenkanten jeweils einen zusammenhéngenden Pfad ergeben, wird
geschlossen genannt. Jeder Kreis definiert ein Tupel (7, a) aus den Anzahlen der
benutzten Innen- und Aufienkanten. Die Tupel, zu denen ein geschlossener Kreis
existiert, werden geschlossene Tupel genannt und die Menge der geschlossenen
Tupel ist im Allgemeinen eine kleine Teilmenge der Menge der Tupel aller Krei-
se. Die Tabelle 23] listet alle geschlossenen Tupel des 7, 3-Zirkulanten auf und
die Abbildung[2.2)zeigt, dass es auch nicht-geschlossene Kreise mit geschlossenen
Tupeln geben kann.

ijo 11 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
a|7 3 4 6 1 2 5 5 2 1 6 4 3 O

Tabelle 2.1: Die moglichen geschlossenen (4, a)-Tupel des Z7 3.

Abbildung 2.2: Ein geschlossener Kreis und ein nicht-geschlossener Kreis des
Z7.3 mit dem gleichen Tupel (3, 2).

Durch die spezielle Charakteristik der geschlossenen Kreise, lassen sich die
geschlossenen Tupel kompakt auflisten. Zunéchst sind der Innen- und der Au-
Renkreis geschlossen. Sie sind die einzigen Kreise, die das Tupel (n,0) be-
ziehungsweise (0,n) ergeben. Fiir alle weiteren geschlossenen Kreise gilt also
0 < i < n und die Endpunkte des zusammenhingenden Weges der inneren Kan-
ten sind verschieden. Nun gibt es genau zwei Moglichkeiten diese Endpunkte
mittels Auflenkanten zu verbinden, je nachdem in welcher Richtung man ent-
lang des Aufienkreises lduft, um vom einen Endpunkt zum anderen zu gelangen.
Die Entfernung der beiden Endpunkte auf dem Aufsenkreis kann in Abhingig-
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keit von m,k und der Anzahl ¢ der benutzten Innenkanten bestimmt werden.
Aus dieser Entfernung koénnen die zugehorigen Anzahlen an Aufenkanten der
beiden geschlossenen Kreise mit ¢ Innenkanten leicht gefolgert werden.

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der Knoten 0 der Endpunkt des
inneren Weges und dessen inzidente innere Kante gerade {0, k}. Ist 0 nicht der
Anfangspunkt des Innenpfades, so kann dies durch wiederholte zyklische Um-
benennung der Knoten ¢ — (i + 1) mod n gewéhrleistet werden. Ist die zu 0
inzidente innere Kante {n — k, 0} statt {0, %k}, so kann eine Umbenennung der
Knoten ¢ — —i dies korrigieren. Dabei ist wichtig, dass ¢ — (¢ + 1) mod n und
i — —i die Inzidenzvorschriften der Definition erhilt, das heift beide Ab-
bildungen aus der Automorphismengruppe des n, k-Zirkulanten stammen (Siehe
dazu etwa [0]). Beginnt der Innenweg mit der Kante {0, k} und enthélt insge-
samt ¢ Innenkanten, so entspricht das der i-fachen Anwendung des Erzeugers k
auf das Element 0 und der zweite Endpunkt des Weges ist der Knoten

(---((0+k) mod n +k) mod n--- + k) mod n = (i - k) mod n.
[ —
4 mal
Es sind also entweder genau (i - k) mod n Aufenkanten oder n — (i - k) mod
n Aufsenkanten notig, um wieder zuriick zum Knoten 0 zu gelangen. Somit
sind die geschlossenen Tupel allgemein beschrieben und werden in vier Typen
unterschieden.

Typ I Das Tupel (0,n), welches nur dem Aufenkreis entspricht.
Typ II Das Tupel (i, (i - k) mod n), welches genau n Kreisen entspricht.
Typ III Das Tupel (i,n — (i - k) mod n), welches genau n Kreisen entspricht.

Typ IV Das Tupel (n,0), welches nur dem Innenkreis entspricht.

Bemerkung 2.1.2. Es gibt Konstellationen der Werte n, k, i, so dass die geschlos-
senen Tupel des zweiten und dritten Typs zusammenfallen und somit nicht ge-
nau n, sondern sogar 2n geschlossene Kreise mit diesem Tupel existieren. Eine
solche Konstellation, wie etwa (n = 8,k = 3,7 = 4), tritt auf, wenn n gerade
ist und die Endpunkte des Innenpfades sich genau gegeniiberliegen. Im spéte-
ren Verlauf werden jedoch weitere Einschrinkungen vorgenommen, unter denen
solche Beispiele nicht langer auftreten.

Abbildung 2.3: Je ein geschlossener Kreis mit 4 Innenkanten des Typs IT und
des Typs III des Z7 3.
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In der Definition der geschlossenen Kreise sind Knotenwiederholungen expli-
zit erlaubt worden und Abbildung zeigt, dass zu einer vorgegebenen Anzahl
0 < 7 < n an Innenkanten unter Umsténden die geschlossenen Kreise des zweiten
und dritten Typs nicht elementar sind. Um eine moglichst grofse Auswahl ele-
mentarer geschlossener Kreise zu erhalten, werden die minimalen Kreise eines
Zirkulanten definiert.

2.2 Minimale Tupel

Definition 2.2.1. e Ein Tupel (7, a) dominiert ein Tupel (', a’), wenn ¢ > ¢/

und a = o gilt.

e Ein minimales Tupel ist ein geschlossenes Tupel, das kein weiteres ge-
schlossenes Tupel dominiert.

Die Begriffe des Dominierens und der Minimalitit werden dann auch fiir die
geschlossenen Kreise zu diesen Tupeln {ibernommen. So sind beispielsweise der
Innenkreis und der Aufienkreis die einzigen Kreise ohne Aufien- beziehungsweise
Innenkanten und kénnen daher keine anderen Kreise dominieren. Deshalb sind
der Innen- und der Aufenkreis eines jeden Zirkulanten stets minimale Kreise.
Tabelle [2:2] zeigt noch einmal alle geschlossenen Tupel des 7, 3-Zirkulanten, hebt
jedoch nun die minimalen Tupel hervor.

i

2 3
a 1 2

6 7
3.0

= o

0 1 1 2 3 4 4 5 5
7 3 4 6 5 5 2 1 6

Tabelle 2.2: Die moglichen geschlossenen (i, a)-Tupel des Z7 3. Die minimalen
Tupel sind hervorgehoben.

Proposition 2.2.2. Die minimalen Kreise eines Zirkulanten sind elementar.

Beweis. Die Pfade der Innenkanten und der Aufenkanten sind einzeln genom-
men elementar, da 0 < i,a < n und k und n teilerfremd sind. Eine Knotenwie-
derholung kann also nur stattfinden, wenn der Aufienweg einen Knoten benutzt,
der bereits auf dem Innenweg liegt. Seien v und w die Endpunkte des Innenweges
und u der Knoten, der wiederholt auftritt. Dann ist der betrachtete geschlossene
Kreis von der Form

P A 7 S (2.2.1)

- J - /

~ ~
Innenweg Auflenweg

Das Teilstiick in (2.2.1) vom Knoten u iiber Innenkanten zum Knoten w und
iiber Auftenkanten wieder zum Knoten u ist dann ein dominierter geschlossener
Kreis und somit ist ein Kreis mit Knotenwiederholungen nicht minimal. O

Es gibt auch elementare geschlossene Kreise, die nicht minimal sind (wie
etwa ein Kreis mit Tupel (1,4) im Z73) und somit gilt die Umkehrung der
Proposition [2.2.2] nicht.

Bemerkung 2.2.3. Fiir die spétere Konstruktion minimaler Kreisbasen werden
alle Innenkanten und alle Aufsenkanten mit jeweils dem gleichen Gewicht belegt
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und somit erhilt ein Kreis, der einen weiteren dominiert durch seine héhere
Anzahl an Kanten des gleichen Typs auch ein hoheres Gewicht. Dadurch werden
nur die minimalen Kreise eines Zirkulanten spater von Interesse sein.

Proposition 2.2.4. Ist (i,a) ein minimales Tupel, so kann es eindeutig einem
Typ zugeordnet werden.

Beweis. Als einzige Moglichkeit einer Typdopplung besteht, fiir ein Tupel so-
wohl vom Typ II als auch vom Typ III zu sein. Nach der Definition des Typs
heifst das

i-k=n—i-k (modn) und (i-k)modn+ (n—1i-k)modn =n.

Daraus folgt
(i-k)modn=(n—1i-k) modnzg

und wie oben bereits erwdhnt wurde, liegen sich die beiden Endpunkte des
Innenweges in diesem Fall gegeniiber. Da k kein Teiler von n ist, muss ¢ > 1 sein
und somit ist entweder der Typ-II-Kreis oder der Typ-III-Kreis dieses Tupels
nicht elementar und daher kann das Tupel nach Proposition 2.2.2| nicht minimal
sein. O

2.3 Innen- und Aufienbasis

Nun werden mit den minimalen Kreisen eines Zirkulanten Kreisbasen aufge-
stellt, deren Determinanten im Anschluss analysiert werden. Dazu sei fiir ein
minimales Tupel (¢, a) die Menge der minimalen Kreise dieses Tupels mit C(4, a)
bezeichnet. Diese Menge C(i,a) enthdlt fir ¢ € {1,...,n — 1} nach Propositi-
on [2.2.4) genau n Kreise, wihrend C(0,n) und C(n,0) aus jeweils genau einem
Kreis bestehen.

Definition 2.3.1. Sei Z,, ; ein Zirkulant und (¢, a) ein minimales Tupel.

e Die a-te Auflenbasis des Z, , ist die Menge der minimalen Kreise mit a
Aufllenkanten zusammen mit dem Aufienkreis:

B = C(i,a) u C(0,n)

e Die i-te Innenbasis des Z,  ist die Menge der minimalen Kreise mit ¢
Innenkanten zusammen mit dem Innenkreis:

B(z) = C(l, a) v C(R,O)

Da der n, k-Zirkulant aus n Knoten und 2n Kanten besteht und somit eine
zyklomatische Zahl von v(Z,, ) = |E| — |V| + 1 = n + 1 aufweist, enthélt jede
Kreisbasis genau n + 1 gerichtete Kreise. Die a-te Auffen- und Innenbasen wei-
sen demnach bereits die korrekte Anzahl an Kreisen auf und es sei noch einmal
bemerkt, dass sowohl der Graph Z,, ;, als auch die Kreise mit einer beliebigen
Orientierung versehen werden miissen damit diese Mengen Kreisbasen eines ge-
richteten Graphen darstellen. Die Kanten seien dazu so orientiert, dass Innen-
und Aufenkreis jeweils einen gerichteten Zykel ergeben, wihrend die Orientie-
rungen der Kreise fiir B(;) und B{@) unterschiedlich gew#hlt werden.
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Definition 2.3.2. Ein Aufenbaum T4 eines Zirkulanten ist eine Auswahl von
n — 1 Aufenkanten, wihrend ein Innenbaum T einer Auswahl von n — 1 Innen-
kanten entspricht (siehe Abbildung[2.4]).

Abbildung 2.4: Ein Aufienbaum T4 und ein Innenbaum 77 des 7, 3-Zirkulanten.

Die a-te Aufenbasis B(®). Sei T4 ein Aufenbaum und die Kreise in B(®) so
orientiert, dass sie die Bogen des Innenkreises entlang ihrer Orientierung
durchlaufen. Die auf den Cobaum A\T4 gekiirzte allgemeine Kreismatrix
von B(® hat nun folgende Gestalt, wobei die Anzahl der Einsen pro Zeile
in den ersten n Zeilen gerade der Anzahl i der benutzten Innenkanten
entspricht.

1 - 1
(B@) =
1 1
1 1 1
* * |1

Die i-te Innenbasis B(;). Sei T} ein Innenbaum und die Kreise in B(;) so ori-
entiert, dass sie die Bogen des Auflenkreises entlang ihrer Orientierung
durchlaufen. Die auf den Cobaum A\T; gekiirzte allgemeine Kreismatrix
von B(;y hat dann folgende Gestalt, wobei die Anzahl der Einsen pro Zeile
in den ersten n Zeilen gerade der Anzahl a der benutzten Aufenkanten
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entspricht.
1 - 1
L(By)) =
1 1
1 - 1 1
* PRCEY * 1

Die jeweils letzte Spalte der Matrizen T'(B(®)) und I'(B;)) stellen einen Ein-
heitsvektor dar. Die LAPLACE-Entwicklung dieser Spalten fiihrt demnach jeweils
auf die (v —1) x (v —1)-Untermatrizen nach Streichen der letzten Zeile und Spal-
te. Die Determinanten dieser Matrizen und weisen den gleichen Absolutbetrag
wie die Determinanten der Basismatrizen auf.

Diese Untermatrizen sind von spezieller Gestalt und werden zirkulante Ma-
trizen genannt. Zirkulante Matrizen sind bereits durch ihre erste Zeile voll-
stidndig bestimmt. Jede weitere Zeile entsteht durch zyklisches Verschieben der
Eintrége nach rechts. Ist (myg, ..., m,_1) die erste Zeile einer zirkulanten Matrix
M, so schreibt man

M = (j(’r)’l/()7 ce ,mn,l).

Die hier auftretenden zirkulanten Matrizen sind von der Form
c(,...,1,0,...,0), wobei die Anzahl der Einsen in (1,...,1,0,...,0) im
Falle der a-ten Aufenbasis gerade ¢ und im Falle der i-ten Innenbasis gerade a
entspricht.

Zirkulante Matrizen werden unter anderem in [3] untersucht. Thre Analyse
und insbesondere das Bestimmen ihrer Determinante benutzt ein Polynom, dass
jeder zirkulanten Matrix zugeordnet wird.

Definition 2.3.3. Sei M = C(my,...,m,_1) eine zirkulante Matrix. Definiere
das Polynom von M als

n—1
flx) = 2 m;xt.
i=0

Ein weiteres wichtiges Polynom ist f,(x) = 2™ — 1, dessen n komplexe Null-
stellen die n-ten Einheitswurzeln
2mi 2

) ; . .. 2w
J=en =cos(; -7) +zsm(g )

sind. Das folgende Theorem besagt, dass die Determinante einer zirkulanten
Matrix M mit Polynom f entsteht, wenn die Nullstellen von f, in f eingesetzt
und die jeweiligen Ergebnisse aufmultipliziert werden.

Theorem 2.3.4. Sei M eine zirkulante Matriz mit Polynom f. Dann gilt

n—1

det M = [T (&)
j=0
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Beweis. Siehe [2]. O

Die zirkulanten Matrizen, die aus den Innen- und Aufsenbasen entstehen
erhalten das Polynom

!
-1
f@)=ld+z+a2+. a1 =72

r—1"

Dabei gibt [ gerade die Anzahl der Einsen jeder Zeile an. Diese Ergebnisse
konnen nun verwendet werden, um die Determinante einer solchen zirkulanten
Matrix genau zu bestimmen.

Lemma 2.3.5 ([8]). Sei (1,...,1,0,...,0) ein n-dimensionaler Vektor mit |
Einsen und n — [ Nullen. Dann gilt

I falls ged(n,l) =1
0 sonst.

|det C(1,...,1,0,...,0)] :{

Beweis. Sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel und (; eine primitive [-te Ein-
heitswurzel. Sei f = (2! —1)/(x — 1). Es gilt

n—1 -1
" —1=[[(e=¢) wd f=]]@-¢)
i=0 j=1
Sei M die durch f gegebene zirkulante Matrix. Dann gilt:
n—1 )
det M = f( 721)
i=0
n—1101-1 )
= (¢ —¢)
i=0 j=1
-1 n—1 }
= (¢ —¢)
j=11:=0
-1 n—1

/\

—)" [T = ¢

1=0

- .
[
— =

(=D)"(¢" = 1)

<.
Il
-

-1
1)n(l—1) H(Cljn _ 1)
j=1

-1
= (—)rEHE T =), (2.3.1)

j=1
1.Fall ged(n,l) = ¢t > 1: Es gibt also ganze Zahlen a =/t € {1,...,l — 1} und

b=mn/te{l,...,n— 1} fir die gilt

a-n=a-bt=at-b=1-b=0 (modI).
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Daraus folgt (" = (f = 1. Somit verschwindet der a-te Faktor von (2.3.1)
und es gilt

-1
det M = (=)™ DHATT(1 =™ =o0.
j=1

2.Fall ged(n,l) = 1: Da mit (jlj auch Clj” fiir 1 < j <1 —1 aufgrund der Tei-
lerfremdheit von n und [ nun iiber alle [-ten Einheitswurzeln ungleich 1
lauft, gilt

-1
det M = (_1)n(l71)+l71 H(l _ l]n) _ (_1)(n+1)(l71)f(1)'
j=1

Nun ist (n+1)(I —1) immer gerade (wegen ged(n,!) = 1 sind nicht n und
[ gleichzeitig gerade). Also folgt det(M) = f(1) = L.

O

Korollar 2.3.6. Sei Z, ein Zirkulant und (i,a) ein minimales Tupel mit
0 <i < n. Dann gilt fir die Determinanten der a-ten Aufenbasis B(*) und der
i-ten Innenbasis B;):

u i falls ged(n,i) =1
det(B( )) - {0 sonst

det(Byp) = {a falls ged(n,a) =1
0 sonst

Die Determinanten der Innen- und Aufenbasen konnen also bereits bei
niedrigen Knotenzahlen bereits hohe Determinanten aufweisen. Zum Abschluss
gibt die Tabelle noch eine Ubersicht iiber die minimalen Tupel des 9,2-
Zirkulanten. Unter diesen, gibt es das Tupel (3,3) dessen beide Eintrage nicht
teilerfremd 7u n = 9 sind und somit ist sowohl die zugehorige Innenbasis als
auch die zugehorige Aukenbasis keine Kreisbasis des Graphen.

ijo 1.3 4 9
a9 2 3 1 0

Tabelle 2.3: Alle minimalen (i, a)-Tupel des Zy, und darunter eines, dessen
Eintrége nicht teilerfremd zu n = 9 sind.

2.4 Briicken

Um eine Instanz (D, w) eines MICB-Problems zu erhalten, erhilt jede Kan-
te des Zirkulanten ein nicht-negatives Gewicht. Dabei werden alle Innenkanten
mit einem einheitlichen Gewicht w; und alle Aufienkanten mit einem einheitli-
chen Gewicht w4 belegt. Dies gewédhrleistet, dass alle Kreise desselben Tupels
auch dasselbe Gewicht aufweisen. Wie die Abbildung belegt, gibt es je-
doch auch nicht-geschlossene Kreise zu geschlossenen Tupeln. Ein solcher nicht-
geschlossener Kreis soll allerdings ein hoheres Gewicht als ein jeder geschlossene
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Kreis des gleichen Tupels aufweisen. Dies kann durch den Einsatz sogenannter
Briicken erreicht werden. Dazu wird jeder Knoten ¢ des Zirkulanten in zwei Kno-
ten ¢ und ¢’ geteilt, die mit einer Kante {i,4'}, der Briicke, verbunden werden.
Die Kanten des Aufienkreises bleiben zu den ungestrichenen Knoten inzident,
wihrend die Kanten des Innenkreises in ihre Entsprechung mit den gestriche-
nen Knoten {iberfiihrt werden. Das Einsetzen einer Briicke an einem Knoten
kann daher beispielsweise durch die Kontraktion der entstandenen Briicke {i, '}
revidiert werden.

Definition 2.4.1. Der verallgemeinerte PETERSEN-Graph P, ) entsteht aus
dem n, k-Zirkulanten, indem der Innenkreis durch den Einsatz von n Briicken
vom AuRenkreis getrennt wird (siche Abbildung [2.5). Es gilt

V(Phg) = |E(Poi)| — |V(Pog)+1=3n—-2n+1=n+1=v(Z,).

Abbildung 2.5: Die verallgemeinerten PETERSEN-Graphen P52, P72, P73 und
Piys.

Jeder Kreis des Z,, j, hat nun eine Entsprechung im P, j, indem bei jedem
Ubergang zwischen einer inneren und einer #uferen Kante die entsprechende
Briicke eingefiigt wird. Wird fiir jede Briicke ein einheitliches Gewicht wp ein-
gefithrt, so erhoht sich das Gewicht jedes geschlossenen Kreises mit 0 < i < n
damit um genau 2wpg. Das Gewicht des Innen- und Aufenkreises bleibt erhal-
ten und nicht geschlossene Kreise werden durch ihre hohe Anzahl an Briicken
relativ teuer. Insbesondere kann man wp stets so grofs wihlen, dass jeder nicht
geschlossene Kreis teurer als jeder geschlossene Kreis ist, wihrend jede Wahl
von wp die Grofenverhiltnisse unter den geschlossenen Kreisen mit 0 < i < n
unverdndert l&sst.

Variiert man die Gewichte w4 und w; der Aufen- beziehungsweise Innen-
kanten, so werden dadurch die Gewichtsverhéltnisse innerhalb der geschlosse-
nen Kreise, das heifit die Reihenfolge der geschlossenen Kreise in einer nicht-
absteigenden Sortierung, beeinflusst. Jedoch kann nicht jede beliebige Reihen-
folge erreicht werden, da es Paare von geschlossenen Kreisen gibt, die unter
jeder Belegung von w4 und w; das gleiche Grofsenverhéltnis aufweisen. Wird
beispielsweise ein Kreis von einem anderen Kreis dominiert, so weist er in je-
der Kantenkategorie eine hichstens so hohe Anzahl an Kanten auf und erhélt
demnach unter jeder Gewichtsbelegung der Kategorien ein hochstens so hohes
Gewicht. Dominiert ein Kreis hingegen keinen anderen Kreis, so kann stets ei-
ne Gewichtsbelegung gefunden werden unter der dieser Kreis das eindeutige
Minimum annimmt und daher wurden die minimalen Kreise gesondert hervor-
gehoben (Vergleiche Bemerkung [2.2.3).

Mit den minimalen Kreisen wurden im Abschnitt die Innen- und Au-
fenbasen eines n, k-Zirkulanten definiert. Mit der Uberfiihrung der einzelnen
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Kreise in den verallgemeinerten PETERSEN-Graphen P, j erhélt man auch Ent-
sprechungen der Innen- und Aufenbasen. Diese seien wiederum mit By; und
B{@) bezeichnet.

Definition 2.4.2. Ein Auflenbaum T, eines verallgemeinerten PETERSEN-
Graphen ist eine Auswahl von n — 1 Auflenkanten und allen Briicken, wihrend
ein Innenbaum T einer Auswahl von n — 1 Innenkanten mit allen Briicken ent-

spricht (siche Abbildung [2.6).

Abbildung 2.6: Ein Aufenbaum 7’4 und ein Innenbaum 77 des verallgemeinerten
PETERSEN-Graphen P 3.

Da die Menge der Briicken sowohl in T4 als auch in 77 enthalten ist, erschei-
nen die neu eingefiihrten Zeilen nicht in den gekiirzten Kreismatrizen T'(B(®))
und I'(B(;)) beziiglich dieser Bdume. Damit besitzen die Innen- und Aufen-
basen des P, ) dieselben Determinanten, wie die entsprechenden Innen- und
Aufienbasen des Z,, j.

2.5 Sehnen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie mit Hilfe der Briicken die Gewichte der
nicht-geschlossenen Kreise erhoht werden konnten, ohne die Gréfsenverhéltnisse
der geschlossenen Kreise oder die Determinanten der Innen- und Aufenbasen
zu stark zu verindern. Mittels dieser Uberlegungen konnen in relativ kleinen
Graphen kurze Kreisbasen einer zuvor ausgewéhlten Determinante konstruiert
werden. Damit die gewihlte Innen- oder Aufenbasis tatsichlich die eindeutige
minimale Kreisbasis des Graphen darstellt bedarf es unter Umstinden jedoch
einer zusdtzlichen Erweiterung, der Sehnen.

Definition 2.5.1. Sei P, j ein verallgemeinerter PETERSEN-Graph und C ein
minimaler Kreis des Tupels (i,a) dieses Graphen. Eine Sehne von C ist ein
Knotenpaar {u,v} c V(C) mit {u,v} ¢ E(P, x).

Eine Sehne von C ist eine Kante s, die im P, ; nicht existiert und deren
Einfiigen den Kreis C in zwei Teile aufteilt, das heifit, dass es neben C' noch
genau zwei elementare Kreise in C' U e gibt. Diese werden mit C;(s) und Ca(s)
bezeichnet. Die Abbildung zeigt drei mogliche Sehnen eines (2, 2)-Kreises
im 8, 3-Zirkulanten, wihrend die Abbildung die Kreise C1(s) und Ca(s)
hervorhebt, die bei der Wahl einer dieser Sehnen aus dem minimalen Kreis
entstehen.
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Abbildung 2.7: Der 8, 3-Zirkulant, ein minimaler Kreis des Tupels (2, 2) und drei
Sehnen sq, so und s3 dieses Kreises.

Abbildung 2.8: Die beiden Kreise Cj(s) und Cy(s), in die der eingezeichnete
Kreis durch die Sehne s aufgeteilt wird.

Definition 2.5.2. Sei B eine Innen- oder Aufenbasis des P, ; und C der Innen-
beziehungsweise Aufienkreis in B. Ein Sehnen-Satz der Basis B ist eine Menge
S von n Sehnen, so dass jede Kante s € S eine Sehne genau eines Kreises in
B\C ist.

Das Einfiigen eines Sehnen-Satzes S einer Innen- oder Aufenbasis B in einen
verallgemeinerten PETERSEN-Graphen P, ; erhoht die Kantenzahl um n, lasst
die Knotenzahl unverédndert und erhoht somit die zyklomatische Zahl um ge-
nau n. Der entstehende Graph P, (B, S) wird ein Sehnen-Graph genannt und
jede seiner Kreisbasen besteht aus 2n + 1 Kreisen. Aus der Basis B kann eine
Kreisbasis des P, (B, S) erhalten werden, indem jeder Kreis C' € B mit Sehne
s € S, bis auf Innen- beziehungsweise Aufenkreis, durch C(s) und Cy(s) ersetzt
wird. Die so erhaltene Kreismenge B wird wiederum eine Innen- beziehungsweise
Aufenbasis genannt.

Die Innen- und Aufienbéume des P, j bilden auch Spannb&ume des Sehnen-
Graphen P, (B, S), da die Knoten, die durch eine Sehne verbunden wurden,
durch Ty und Tj bereits aufgespannt wurden und keine weiteren Knoten ent-
stehen. Orientiert man nun die Kreise in B so, dass je zwei Kreise zu einer
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Sehne s auf dieser entgegengesetzt verlaufen und die Kanten des Graphen so,
dass alle iibrigen Eintrége der Inzidenzvektoren auf A\T4 beziehungsweise A\T}
nicht-negativ sind, so erhilt man die folgende allgemeine Matrix

0
M, M, :
0
I(B)= || -1 1 01]. (2.5.1)
~1 110
* ce % * v * 1

Die ersten n Spalten von (2.5.1) entsprechen den Kreisen C(s) fiir s € S,
wihrend die zweiten n Spalten die Kreise Ca(s) fiir s € S und die letzte Spalte
den Innen- beziehungsweise Aufienkreis darstellen. Die erste n Zeilen von
zusammen mit der letzten Zeile bilden den urspriinglichen Cobaum vor dem
Einsetzen der Sehnen, welche die iibrigen n Zeilen bilden. Da die Addition einer
Spalte auf eine andere Spalte und die LAPLACE-Entwicklung der letzten Spalte
den Absolutbetrag der Determinante nicht dndert, hat die folgende Matrix die

betraglich gleiche Determinante wie I'(B)

My + Mo Mo

I . (2.5.2)

O'I'LTL

s

1

Die ersten n Spalten von entsprechen den Inzidenzvektoren der mi-
nimalen Kreise in B ohne Innen- beziehungsweise Aufsenkreis, da je zwei Kreise
C1(s) und Cy(s) der gleichen Sehne addiert wurden und dies genau den durch
s geteilten Kreis C' ergibt. Da nun in vier gleichgrofe quadratische Ma-
trizen aufgeteilt ist und der untere linke Teil die Null-Matrix bildet, ergibt sich
die Determinante von als Produkt der Determinanten der Matrizen auf
der Diagonalen. Oben links steht M; + Mo, die (n x n)-Zirkulanten-Matrix der
gewihlten Basis B und unten links die Einheitsmatrix. Damit gilt schlieflich

det(B) = det(M; + M) = det(B).

Das Einfiigen eines passenden Sehnen-Satzes und Zerteilen der Kreise einer
Innen- oder Aufenbasis liefert also einen Sehnen-Graphen der gleichen Knoten-
zahl und eine Innen- beziehungsweise Aufsenbasis der gleichen Determinante.
Ist (i,a) das Tupel der gewiinschten Innen- oder Aufenbasis, so erlauben die
Sehnen es nun die Kreise in C(4, a) in kleinere Kreise aufzuteilen und somit die
verwendeten Gewichte zu senken. Dazu wird ein weiteres Gewicht wy einheitlich
auf alle Sehnen gesetzt.

Die Sehnen-Graphen bieten nun geniigend Flexibilitdt um minimale Kreis-
basen einer gewiinschten Determinante zu erzeugen und so konnen in den wei-
teren Kapiteln kleine Beispielgraphen mit speziellen Anforderungen konstruiert
werden.
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Kapitel 3

Die MCB-Probleme

In Kapitel [1] wurden drei Klassen von Kreisbasen eines Graphen vorgestellt: die
gerichteten, die ungerichteten und die ganzzahligen Kreisbasen. Auflerdem wur-
den die Teilmengenbeziehungen zwischen diesen drei Klassen dargestellt und
in der Abbildung [I.5] schematisch wiedergegeben. In den Abschnitten [3.1] [3-2]
und [3.3] dieses Kapitels wird zu jeder Klasse das jeweilige minimum cycle basis-
Problem (kurz: MCB-Problem) definiert. Die Teilmengenrelationen der Kreisba-
sen entsprechen den Zuléssigkeitsbereichen der zugehdrigen MCB-Probleme. In
den Abschnitten [3:2] und [3:3] werden Beispielinstanzen angebracht, deren Opti-
malldsungen beziiglich verschiedener MCB-Probleme sich unterscheiden. Damit
ist die Eigensténdigkeit der drei Probleme gezeigt und man erhélt eine Entspre-
chung der Abbildung [I.5] fiir die Mengen der Optimalldsungen.

3.1 Das MDCB-Problem

Sei (D,w) das Paar aus einem einfachen gerichteten Graphen D = (V, A) und
einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w : A — Ry auf den Bégen von D. Sei
Wy das Gewicht des Bogens (u,v). Dann ordnet man jedem gerichteten Kreis
C ein Gewicht durch Summieren der Gewichte der Bogen von C zu:

w(C) = Z W

(u,v)eC

Eine Menge M von gerichteten Kreisen erhilt als Gewicht die Summe der Ge-
wichte der einzelnen Kreise:

CeM

Definition 3.1.1 (MDCB-Problem). Das minimum directed cycle basis-
Problem oder kurz MDCB-Problem fragt zu einer gegebenen Instanz Z = (D, w)
nach einer gerichteten Kreisbasis von D mit minimalem Gewicht.

In den folgenden Abschnitten werden auch das MUCB- und MICB-Problem
als Pendant zum MDCB-Problem fiir die ungerichteten beziehungsweise ganz-
zahligen Kreisbasen definiert. Diese drei Probleme sind spezielle M CB-Probleme,
da ihr Zulissigkeitsbereich auf die entsprechenden speziellen Kreisbasen einge-
schriankt ist. Die Zulidssigkeitsbereiche sind, wie in Abbildung bebildert,
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strikt ineinander enthalten und so gelten zumindest die schwachen Inklusionen
auch fiir die Mengen ihrer Optimallsungen:

OPTwics € OPImuce € OPIvpcs (3.1.1)

Ist eine MDCB eines gewichteten Graphen auch eine ungerichtete oder gar ganz-
zahlige Kreisbasis, so ist sie auch eine MUCB beziehungsweise MICB dieser In-
stanz. Der Abschnitt [3.2] enthalt eine Beispielinstanz, bei der die linke Inklusion
von strikt ist und im Abschnitt [3.3] wird ein entsprechendes Beispiel fiir
die rechte Inklusion in gegeben. Die Konstruktion der Gegenbeispiele
basiert auf den im Kapitel [2] eingefiihrten Sehnen-Graphen.

3.2 Das MUCB-Problem

Definition 3.2.1 (MUCB-Problem). Das minimum undirected cycle basis-
Problem oder kurz MUCB-Problem fragt zu einer gegebenen Instanz Z = (D, w)
nach einer ungerichteten Kreisbasis von D mit minimalem Gewicht.

Dieser Abschnitt soll die Eigenstédndigkeit des MUCB-Problem gegeniiber
dem MDCB-Problem belegen, das heifft Instanzen (D, w) kleiner Graphen und
niedriger Bogengewichtung konstruieren, in denen jede MDCB ein echt kleineres
Gewicht als jede MUCB aufweist. Betrachte dazu den kleinsten Zirkulanten
Z5.2 in Abbildung und die vollstandige Liste seiner minimalen Tupel in
Tabelle 3.2

ij0 1 2
)

5
a 2 1 0

Tabelle 3.1: Die minimalen Tupel
des 5, 2-Zirkulanten.

Abbildung 3.1: Der 5,2-
Zirkulant.

Nach Korollar bildet die 1-te Aufenbasis B™") zum Tupel (1,2) ei-
ne gerichtete Kreisbasis der Determinante 2 und ist damit nicht ungerichtet.
Diese Basis hat eine Entsprechung im PETERSEN-Graphen P, und damit
BW =¢(2,1) uC(0,5) (nun als Menge der erweiterten Kreise interpretiert) ge-
nau die sechs Kreise kleinsten Gewichts enthélt, miissen die folgenden Bedin-
gungen von den Gewichten wa,wp und w;j erfiillt werden. Dabei bezeichnet
w(C(i,a)) das Gewicht eines (i,a)-Kreises und nicht das Gesamtgewicht der
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Menge C(i, a).
w(C(0,5)) < w(C(1,2)) < 5-wy <wy+2-wa+2-wp
w(C(0,5)) < w(C(5,0)) < 5-wa <5-wy (3.2.1)
w(C(2,1)) <w(C(1,2)) < 2 -wr+ws<wr+2-wa+2-wp (3.2.2)
w(C(2,1)) <w(C(5,0)) < 2 -wr+wa<5-wr

Aus folgt w4 < w; wihrend mit die Bedingung w; < w4 + 2wp
erfiillt sein muss. Mit nicht-negativen Werten fiir w4, w; und wp kdnnen beide
Ungleichungen jedoch nicht gleichzeitig erfiillt sein. Das Einfiigen eines Sehnen-
Satzes ist notwendig, um letztlich eine eindeutige minimale gerichtete Kreisbasis
mit Determinante 2 zu erhalten.

Beispiel 3.2.2 (Eine eindeutige MDCB, die nicht ungerichtet ist). Betrachte
den PETERSEN-Graphen Ps o und fiige den Sehnen-Satz S der 1-ten Aufenbasis,

wie in Abbildung illustriert, ein. Die Entsprechung BW dieser Basis im
entstehenden Sehnen-Graphen P5’2(B(1), S) ist in Abbildung eingezeichnet.
Unter der Belegung

wA=2 ’LUB=2 w5=4 ’LU[=3

gibt es genau elf Kreise in (P572(B(1),S),w) mit einem Gewicht von hdchstens
10.

e Der Aufenkreis erhdilt das Gewicht 10.

e Die finf Kreise aus je einer Sehne, einer Auflenkante und zwei Bricken
erhalten das Gewicht 10.

e Die fiinf Kreise aus je einer Sehne und zwei Innenkanten erhalten das
Gewicht 10.

Abbildung 3.2: Der Sehnen-Graph Ps (B, S) mit dem Sehnen-Satz S und der
Gewichtung w.

Eine weitere Modifikation des Graphen erlaubt es sogar, die Gewichte noch
weiter abzusenken. Die Abbildungzeigt, wie der Graph F' aus P5,2(B(1), S) in
zwei Schritten erhalten werden kann. Zunichst werden die Sehnen durch je einen
weiteren Knoten unterteilt und der Innenkreis so gedreht, dass die gemeinsamen
Knoten des Innen- und Sehnenkreises gerade die Knoten sind, die zuvor die
Sehnen unterteilten. Der entstandene Graph E kann nun mit 0 — 1-Gewichten
belegt werden, so dass die eindeutige MDCB nicht ungerichtet ist.



38 KAPITEL 3. DIE MCB-PROBLEME

Abbildung 3.3: Die eindeutige MDCB B() der Instanz (Ps (B, S), w).
7
/@m
) E F
Abbildung 3.4: Die schrittweise Modifikation des Graphen Pso(B™),S) in den
Graphen F' mit Graph E als Zwischenergebnis.

PS.Q(B(1)> S

Abbildung 3.5: Die Entsprechung By der Basis B im Graphen E.

Beispiel 3.2.3 (Eine 0 — 1-Gewichtung, so dass jede MDCB nicht unge-
richtet ist). Der Ubergang vom Graphen Pso(B™M,S) zum Graphen E be-
steht aus der Unterteilung von finf Kanten und der Drehung des Innenkrei-
ses. Die Unterteilung einer Kante erhéht die Kanten- und Knotenzahl um 1,
wdhrend die Drehung des Innenkreises diese Zahlen konstant ldsst. Damit gilt
v(E) = v(Ps2(BM),S) = 11. Auferdem lassen sich die elf Basiskreise der
Basis B entsprechend in elf Kreise des Graphen E iiberfiihren (siehe Abbil-
dung .

Ergdnzt man einen Aufenbaum von P5)2(B(1), S) mit je einer der durch die
Unterteilung entstandenen Kanten, so erhdlt man den Spannbaum Tg von E wie
er in der Abbildung[3.]] dick markiert ist. Beziiglich dieses Baumes Tg sind der
Auflenkreis und vier der finf Kreise von Bg, die je eine Auflenkante enthalten,
Fundamentalkreise. Ihre Spalten in der Basismatriz zu diesem Baum bilden dem-
nach FEinheitsvektoren und so kénnen sie und die zugehdrigen Zeilen gestrichen
werden, ohne den Absolutbetrag der Determinante zu dndern. Dies entspricht
der LAPLACE-Entwicklung und somit erhdlt man eine Matriz in der nun auch
die Spalte des finften Kreises mit genau einer Auflenkante einen Einheitsvektor
darstellt. Wird auch diese Spalte nun nach LAPLACE entwickelt erhdlt man eine
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Untermatriz der Form

1 1
11
11
1 1
1 1
mit gleichem Absolutbetrag der Determinante. Die Basis Bg ist somit eine ge-

richtete, aber nicht ungerichtete Kreisbasis von E.

Abbildung 3.6: Der Graph E mit der 0 — 1-Gewichtung w.

Seien die Kanten des Aufenkreises von E mit dem Gewicht 0 versehen und
jede weitere Kante mit dem Gewicht 1 (siehe Abbildung . Dann hat der Au-
Benkreis ein Gewicht von 0 und jeder weitere Kreis in Bg ein Gewicht von genau
4. Es gibt jedoch noch finf weitere Kreise in (E,w) mit einem Gewicht von 4.
Diese entstehen durch Addition iber GF(2) je eines Kreises mit genau einer
Auflenkante mit dem Aufenkreis. Der Auflenkreis ist aufgrund seines geringen
Gewichtes in jeder MUCB enthalten, wihrend ein Kreis mit einer Auflenkante
durch seine Summe mit dem Aufenkreis ersetzt werden kann. Fihrt man bei
der Berechnung der Determinante einer so erhaltenen Basis gleichen Gewichts
die LAPLACE-Entwicklung zuerst mit der Spalte des Aufenkreises durch, so ent-
spricht hinterher auch jeder der neuen Kreise einem FEinheitsvektor und kann
gestrichen werden. Damit bleibt
1
11
11
11
1 1
tber und die minimale gerichtete Kreisbasis ist zwar nicht eindeutig, doch ist
jede MDCB nicht ungerichtet.

Die Aufenkanten des gewichteten Graphen (E,w) tragen das Gewicht 0 und
so haben zwei Knoten des Aufenkreises die Enfernung 0 voneinander. Daher
kann der gesamte Auflenkreis zu einem Knoten verschmolzen werden, ohne das
Gewicht eines Kreises zu dndern. Diese Verschmelzung ist in Abbildung
dargestellt und fiithrt auf den Graphen F'; der nun vier Knoten und fiinf Kanten
weniger als E aufweist. Daher gilt v(F) = v(E) — 1 = 10. Jeder Basiskreis in
Bg, ausgenommen der Auflenkreis, hat zudem eine Entsprechung in F'. Diese
Kreismenge wird Bp genannt und ist in der Abbildung dargestellt.
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Abbildung 3.7: Die Entsprechung Br der Basis Bg im Graphen F'.

Beispiel 3.2.4 (Eine eindeutige MDCB eines ungewichteten Graphen, die nicht
ungerichtet ist). Die Uberfihrung des Graphen E in den Graphen F hat alle
Kanten mit Gewicht 0 kontrahiert. Tragen alle ibrigen Kanten weiterhin das
Gewicht 1, so kann F als ungewichtet angesehen werden. Die Linge eines Krei-
ses entspricht dann der Anzahl seiner Kanten und die Kreise in Br sind die
einzigen Kreise in F' mit hochstens vier Kanten.

Uberfiihrt man auch den Spannbaum Ty in den Spannbaum Ty wie in Abbil-
dung [34), so sind die finf Kreise von Bp, die den mittleren Knoten enthalten,
Fundamentalkreise von Tr. Erneut kénnen die zugehdrigen Zeilen und Spalten
mittels der LAPLACE-Entwicklung aus der Basismatriz gestrichen werden und

man erhalt
1

1
11
1 1
11
1 1

In diesem Abschnitt wurden auf Grundlage der Sehnen-Graphen Instanzen
des MDCB-Problems erzeugt, deren eindeutige Optimallosungen eine gerade De-
terminante aufweisen. Somit sind die minimalen ungerichteten Kreisbasen dieser
gewichteten Graphen echt schwerer als deren minimale gerichtete Kreisbasen.

Das Beispiel [3.2.2] fiihrt einen Graphen mit 10 Knoten, 20 Kanten und Ge-
wichten aus {2, 3,4} an, dessen eindeutige MDCB das Gewicht 110, jede MUCB
jedoch das Gewicht 111 aufweist. Dieser Graph wurde in zwei Schritten modi-
fiziert, um das Beispiel eines ungewichteten Graphen mit 11 Knoten und
20 Kanten zu erhalten, dessen eindeutige MDCB das Gewicht 80, jede MUCB
jedoch das Gewicht 81 hat.

3.3 Das MICB-Problem

Definition 3.3.1 (MICB-Problem). Das minimurm integral cycle basis-Problem
oder kurz MICB-Problem fragt zu einer gegebenen Instanz 7 = (D, w) nach
einer ganzzahligen Kreisbasis von D mit minimalem Gewicht.

Dieser Abschnitt wird wieder auf Grundlage der Sehnen-Graphen aus Ka-
pitel 2] einen Graphen zusammen mit einer Gewichtung herleiten, dessen ein-
deutige minimale ungerichtete Kreisbasis nicht ganzzahlig ist. Da ungerichtete
Kreisbasen sich durch ihre ungerade Determinante auszeichnen und ganzzahlige
Kreisbasen genau die Kreisbasen mit Determinante 1 sind, wird zunéchst nach
einem moglichst kleinen Zirkulanten gesucht, der eine Innen- oder Aufsenbasis
mit Determinante 3+ 2k mit k € Ny aufweist. Die Tabellezeigt, das der Zs o,
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der einzige Zirkulant auf 5 Knoten, keine solche Basis birgt. Der néchstgrofe-
re Zirkulant ist der Z7 2 beziehungsweise isomorph dazu der Z7 3, welcher hier
bevorzugt werden soll, da seine kanonische Einbettung (Abbildung iiber-
sichtlicher erscheint. Die Tabelle zeigt bereits die minimalen Tupel des Z7 3
und somit die moglichen Determinanten seiner Innen- und Aufienbasen. Da das
Tupel (1, 3) minimal ist und ged(n = 7,a = 3) = 1 gilt, hat die 1-te Innenbasis
B(1y die Determinante 3 und erfiillt somit die gewiinschten Anforderungen. Der
7,3-Zirkulant wird nun in Analogie zur Konstruktion zum letzten Abschnitt
in einen Sehnen-Graphen P;3(B 1), S) iiberfiihrt. Die Zwischenschritte sind in
der Abbildung 3.8 bebildert.

/\

AR Pr s

s

Abbildung 3.8: Die schrittweise Uberfiihrung des 7,3-Zirkulanten in den Gra-
phen P773(B(1), S).

Zunichst werden Briicken zwischen Innen- und Aufenkreis gesetzt, deren
hohes Gewicht spater dafiir sorgt, dass nicht-geschlossenen Kreise eine Grofen-
ordnung schwerer als geschlossene Kreise sind. Dadurch erhélt man den verall-
gemeinerten PETERSEN-Graphen P73 und die Entsprechung eines minimalen
Kreises des Tupels (1,3) in diesem Graphen.

Da es keine Belegung der Gewichte {wa, wp,wr} gibt, unter welcher die 1-te
Innenbasis von P73 die eindeutige MDCB ist, miissen die (1,3)-Kreise wieder
durch je eine Sehne in je zwei kiirzere Kreise geteilt werden. Die Sehnen verlaufen
diesmal jedoch zwischen einem inneren und einem &ufseren Knoten und bilden
somit eine zweite Briickenmenge. Die Abbildung zeigt die Uberfiihrung ei-
nes (1,3)-Kreises und die Lage seiner Sehne. Dabei wurde im letzten Schritt
lediglich die Einbettung geéindert, indem der Innenkreis ein Stiick entgegen des
Uhrzeigersinns gedreht wurde.

Der so entstandene Graph Pr 3(B(1), S) kann nun so mit Gewichten wa, wg,
wg und wy fiir die Aufenkanten, Briicken, Sehnen beziehungsweise Innenkanten
belegt werden, dass die Entsprechung der 1-ten Innenbasis die eindeutige MDCB
darstellt.

Beispiel 3.3.2 (Eine eindeutig MDCB, die ungerichtet aber nicht ganzzahlig
ist). Seien die Kantengewichte des Graphen Pr 3(B(yy,S) wie folgt festgesetzt:

wp=4 wp=wg=7 wr=3

Dann gibt es genau 15 = v(Pr 3(B1), S)) Kreise in (Pr3(B1), S),w) mit einem
Gewicht von héchstens 22:

e Der Innenkreis trigt das Gewicht 7-3 = 21.
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Abbildung 3.9: Ein minimaler Kreis mit Tupel (1,3) im 7, 3-Zirkulanten, seine
Entsprechung im P73 und die Sehne s dieses Kreises im Graphen P7,3(B(1), S).

e Die sieben Kreise aus einer Innenkante, einer Aufenkante, einer Briicke
und einer Sehne tragen das Gewicht 21.

e Die sieben Kreise aus zwei Aufenkanten, einer Bricke und einer Sehne
tragen das Gewicht 22.

Diese fiinfzehn Kreise bilden die Kreismenge B(l), die Entsprechung der
1-ten Innenbasis des 7,3-Zirkulanten und damit hat die eindeutige minimale
Kreisbasis von (P73(B(1),5),w) die Determinante 3 und ist somit zwar unge-
richtet, aber nicht ganzzahlig.

Im vorigen Abschnitt Wurde der Graph Ps o(BW), S) durch weitere Modi-
fikationen in einen Graphen F iiberfiihrt, der zwar einen Knoten mehr aufweist,
aber mit der konstanten Gewichtung 1 eine eindeutige MDCB birgt, die nicht
ungerichtet ist. Vergleichbare Schritte lassen sich auch hier anwenden und man
erhilt schlieflich den Graphen I wie er in der Abbildung[3.10] dargestellt ist. Im
Vergleich zum Graphen P; 3(B(1), S) weist I die gleiche Kantenzahl und eine um
Eins erhohte Knotenzahl auf. Dementsprechend sinkt die Dimension des Zykel-
raumes von 15 auf 14 und es gibt fiir jeden der Kreise in B(l), ausgenommen dem
Innenkreis, eine Entsprechung in I. Diese Kreismenge Bj ist in Abbildung
dargestellt und bildet tatséchlich eine Kreisbasis der Determinante 3.

Abbildung 3.10: Ein vergleichbarer Graph I zum Graphen F' des Abschnittes[3.2

Die Gewichtung des Graphen P73(B(1),S) kann im Graphen I zwar abge-
senkt werden, doch erreicht man nicht ein Gewicht von 1 auf jeder Kante. Die
kleinsten Werte, unter denen By die eindeutige minimale Kreisbasis von (I, w)
bildet, sind ein Gewicht von w; = 2 auf den Kanten des Innenkreises, sowie auf
den Aufenkanten und den zum Mittelpunkt inzidenten Kanten ein Gewicht von
wa = wp = 3.
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Abbildung 3.11: Die Kreismenge By in I als Entsprechung der Basis Br von F.

Mit den Beispielen dieses und des letzten Abschnittes wurde belegt, dass
das MDCB-, das MUCB- und das MICB-Problem jeweils eigenstindige Opti-
mierungsprobleme darstellen. Analog zur Abbildung [1.5] illustriert die folgende
Abbildung die Beziehungen zwischen den Mengen der Optimalldsungen
dieser drei Probleme.

) gerichtet
ungerichtet

ganzzahlig
P55(BW, S)

P73(B1y, S)

Abbildung 3.12: Ein vollstandiges Bild iiber die Beziehungen der Optimallsun-
gen des MDCB-, MUCB- und MICB-Problems.
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Kapitel 4

Der Algorithmus von Horton

Der erste polynomielle Algorithmus zur Bestimmung einer minimalen ungerich-
teten Kreisbasis, der hier vorgestellt wird, ist der Algorithmus von Horton. Er
konstruiert eine minimale Kreisbasis Kreis fiir Kreis, indem mit der leeren Men-
ge I begonnen wird. In jeder Iteration wird ein kiirzester Kreis, der zusammen
mit den bereits gewdhlten Kreisen in I linear unabhéngig ist, der Menge hinzu-
gefiigt. Die Optimalitdt dieser Vorgehensweise basiert auf der Tatsache, dass die
Inzidenzvektoren der Kreise in G mit der linearen Unabhéngigkeit im GF(2)™
ein Matroid bilden.

4.1 Unabhingigkeitssystem

Definition 4.1.1. Ein Unabhdingigkeitssystem ist ein Paar (F,Z) aus einer
Grundmenge E und einer Menge 7 von Teilmengen von E mit folgenden Ei-
genschaften:

a) gel
b) AcB,BeI = A€l

Definition 4.1.2. Ein Unabhingigkeitssystem ist ein Matroid, falls es zusétz-
lich folgende Eigenschaft erfiillt:

¢) ALBeT,|A|<|B] = 3JeeB\A:Au{c}eT.

Die Mengen in 7 heiffen unabhdngig und die restlichen Teilmengen von F
werden abhdngig genannt. Eine Basis eines Unabhéngigkeitssystems ist eine
maximal unabhingige Menge A € E, das heifit A € 7 und A v {e} ¢ 7 fiir
alle e € E\A. In einem Matroid haben alle Basen dieselbe Kardinalitit, was
im Allgemeinen fiir Unabhéngigkeitssysteme nicht erfiillt ist. Diese Kardinalitét
wird der Rang des Matroids genannt und mit r(FE) bezeichnet.

Die Begriffe Basis und unabhéngige Menge sind der linearen Algebra ent-
lehnt. Sei zum Beispiel X eine Menge von Vektoren im K" und Z die Menge
aller linear unabhéngigen Teilmengen von X, so bildet (X,Z) ein Matroid. Auf
diese Weise erhélt man ein Matroid auf der Grundmenge aller elementaren Krei-
se in G, indem eine Menge von Kreisen genau dann unabhdngig im Matroid ist,
wenn die Menge ihrer Inzidenzvektoren linear unabhéngig im GF'(2)™ ist. Dieses
Matroid soll im weiteren Verlauf mit Mg bezeichnet werden.
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Bemerkung 4.1.3. Diese Vorgehensweise ldfit sich fiir einen gerichteten Gra-
phen D zur Konstruktion eines Matroids Mp iibernehmen. Die Grundmenge
von Mp ist die Menge aller gerichteten Kreise in D und eine Menge von ge-
richteten Kreisen ist genau dann unabhingig in Mp, wenn die Menge ihrer
Inzidenzvektoren linear unabhéngig im R™ ist.

4.2 Der greedy-Algorithmus

Ist zusitzlich eine Gewichtsfunktion w : F — R auf der Grundmenge des Ma-
troids gegeben, so fragt das minimum matroid basis-Problem nach einer Basis
des Matroids mit minimalem Gewicht. Dieses Problem ist mittels Algorithmus
mit polynomialer Laufzeit optimal 16sbar, falls zwei Voraussetzungen erfiillt wer-
den konnen:

V1 Es kann zu einer Menge I € F in polynomialer Zeit entschieden werden,
ob sie abhéngig oder unabhéngig ist.

V2 Die Grundmenge F ist geniigend klein, so dass deren Elemente in polyno-
mialer Zeit nach ihrem Gewicht sortiert werden kénnen.

Algorithmus 1 best-in-greedy mit Minimierung

Input: Ein Paar (U, w) aus einem Unabhingigkeitssystem U = (E,Z) auf der
Grundmenge E und einer Gewichtsfunktion w : E — R.
Output: Eine Basis von U.

1: Sortiere die Elemente der Grundmenge nach nicht-absteigendem Gewicht
(d.h. am Ende dieses Schrittes kann man w(e;) < ... < w(e|g|) annehmen).
Setze [ = .
for i = 1 bis |E| do

if T u{e;} €7 then

I—Tvu {61}

end if
end for
return [.

NS TN

Theorem 4.2.1. Ist das ibergebene Unabhdngigkeitssystem ein Matroid, so
berechnet Algorithmus[1] eine Basis minimalen Gewichts.

Beweis. Angenommen die berechnete Basis B = {Bl,...,Br(E)} ist
nicht optimal. Dann sei 7 die Iteration, in der Algorithmus den ers-
ten Fehler macht, das heiflt, {Bj,...,B;—1} ist zu einer optimalen Basis

O = {Bl, ey Biz1,0;, .. OT(E)} erweiterbar, aber {Bj,...,B;_1, B;} ist in
keiner optimalen Basis mehr enthalten.

Seien B*) und OW) fiir k < r(F) die Menge der k kiirzesten Elemente der
Basis B beziehungsweise O. In den Iterationen k < i gilt also B*) = O*) und
insbesondere

w(B®) = w(O®) fiir alle k < i.
Da in der i-ten Iteration nun das Element B; statt O; gewahlt wurde, gilt
w(B;) < w(0;) und somit

w(BW) < w(OW).
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Da die Basis B nicht optimal ist, muss sie ein echt hoheres Gewicht als O
aufweisen, das heifst w(B) > w(0). Es gibt also eine kleinste Zahl j > i fiir die

w(BY)) > w(OW)

gilt. Die Abbildung[4.1] veranschaulicht die Gewichte der nun wichtigen Elemente
auf dem Zahlenstrahl.

B, 0; O; B,
o 95

v

T

Abbildung 4.1: Die Gewichte der Elemente B;, O;, B; und O; auf dem Zahlen-
strahl.

Relation |[BU~1| < |OU)|. Nach der Eigenschaft eines Matroids, muss es
also ein Element ¢ € OU\BU~Y geben, das B zu einer unabhidngigen
Menge erginzt. Alle Elemente in OU) weisen jedoch ein echt kleineres Gewicht
als B; auf und wiirden somit aufgrund der Sortierung im Algorithmus [1] in
Zeile | vor B; auftauchen. Das widerspricht der Wahl von B;. O

Die Mengen BU~1) und 0U) sind unabhingig und erfiillen auRerdem die
2
jox

Korollar 4.2.2. Seien B und B’ zwei minimale Basen eines Matroids und
w = (wy,...,wyg)) undw' = (wi, ... ,w;(E)) die nicht-absteigenden Folgen der
Gewichte der Basiselemente von B beziehungsweise B'. Dann gilt w = w'.

Beweis. Seien die Elemente der Basis B = {el,...7eT(E)} und der Basis

B = {e’l, el ( E)} anhand der Reihenfolge ihrer nicht-absteigenden Gewichte

indiziert. Sei j der kleinste Index, an dem sich w und w’ unterscheiden und sei
ohne Beschrénkung der Allgemeinheit w; < w; Die unabhéngigen Mengen

Alz{e'l,...,e;_l} und A2={61,...,€j}

erfiillen |A;| < |A2| und so muss es nach der zusétzlichen Eigenschaft der Ma-
troide in Definition £.1.2] ein Element in A, geben, das A; unabhingig erginzt.
Bezeichne A} nun die durch dieses Element ergénzte Menge. Da alle Elemente

in A ein geringeres Gewicht als €, aufweisen, gilt

w(Ay) <w({e),....e;}).

Nun wiederholt sich die Situation mit dem Index j + 1, das heifit, ist
wjt1 < Wiy, so setze Ay = {er,...,ej11}. Ist hingegen w;11 > w4, so setze
Ay ={e},..., €1} In beiden Fallen gilt |A}| < |A4| und es gibt ein Element e
in A}, welches die unabhéngige Menge A} unabhéngig ergénzt. Bezeichne A7 die
so entstandene Menge. Da alle Elemente in A/, ein hochstens so grofies Gewicht
wie €, aufweisen, gilt

w(A7) = w(A}) +w(e) < w(d)) + wlefyy)
<w({el,...,ef}) +wlefy,) =w{el, ..., ef}).

Auf diese Weise erhélt man nach r(E) — j + 1 Schritten eine unabhéngige
Menge A mit w(A) < w(B’), was im Widerspruch zur Minimalitit der Basis B’
steht. O
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Algorithmus ist ersichtlich polynomial in |E|, falls die IF-Abfrage in Zeile
auch in polynomialer Zeit in |F| entschieden werden kann.

Wird der greedy-Algorithmus nun fiir das Matroid Mg mit der (auf die Kreise
erweiterten) Gewichtsfunktion w angewendet, so ermittelt dieser eine minimale
ungerichtete Kreisbasis von G.

Die IF-Abfrage in Zeile [ muss zu einer Menge I von Kreisen und einem
zusétzlichen Kreis e; entscheiden, ob I u {e;} unabhéngig, das heifit, die Men-
ge ihrer Inzidenzvektoren linear unabhangig in GF(2)™ ist. Dies kann mittels
des GAussschen Eliminationsverfahren polynomial in m = |E(G)| entschieden
werden und somit ist V1 erfiillt.

Da die Grundmenge allerdings die Menge aller elementaren Kreise in G ist
und diese exponentiell grofs werden kann, ist V2 nicht erfillt. Die Laufzeit von
Algorithmus[I]14ft sich somit nicht durch ein Polynom in der Gréfe des Graphen
beschrinken.

Horton ermittelte jedoch eine verhaltnisméafig kleine Menge kurzer Kreise,
die weiterhin jede minimale ungerichtete Kreisbasis enthilt.

4.3 Die Horton-Familie

Definition 4.3.1. Die Horton-Familie H eines ungerichteten, gewich-
teten Graphen besteht aus allen knotenelementaren Kreisen der Form
C =P, ; u{jk} v Py, Dabei bezeichnet P, , einen kiirzesten Weg von u nach
vin (G,w).

Prinzipiell kann H noch immer exponentiell viele Kreise enthalten, da ex-
ponentiell viele kiirzeste Wege zwischen zwei Knoten existieren konnen. Durch
eine leichte Pertubation der Gewichte auf den Kanten kann man allerdings errei-
chen, dass alle kiirzesten Wege eindeutig sind und jede MUCB beziiglich dieser
neuen Gewichtung @ auch eine MUCB beziiglich w ist. Mit den pertubierten
Gewichten sind dann héchstens m - n Kreise in der Horton-Familie.

Um eindeutige kiirzeste Wege zu erhalten, konnen die Kantengewichte bei-
spielsweise wie folgt gestort werden: Unter der Annahme, dass die Gewichte auf
den Kanten ganze Zahlen sind, erfiillt beispielweise w(e;) = w(e;) + 27 fiir
i =1,...,m die gewiinschten Anforderungen.

Es bleibt zu zeigen, dass die Horton-Familie H eines gewichteten Graphen
jede MUCB enthilt.

Proposition 4.3.2. Fir jeden elementaren Kreis C ¢ H gibt es Knoten
u#veC, sodass jeder kiirzeste Weg P, ,, von u nach v im Inneren disjunkt
zu C ist, das heifft P, n C = {u,v}.

Beweis. Sei C ein elementarer Kreis in G, der sich nicht als C' = P; ju{j,k}UP;;
darstellen 148t. Sei {u,v} eine Kante in C' und w € V(C)\ {u, v} ein weiterer
Knoten des Kreises. Da C' kein Horton-Kreis ist, ist entweder kein kiirzester
(w, u)-Weg oder kein kiirzester (w, v)-Weg ganz in C' enthalten.

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit kein kiirzester Weg P, , ganz
in C, das heifst, jeder solche Weg P, , startet auf C, verldsst C' bei einem
Knoten wy und betritt C' das erste Mal wieder bei wy. Da kiirzeste Wege unter
nicht-negativen Gewichten elementar sind, sind w; und ws verschieden und das
Teilstiick P, ., von P, , ein kiirzester (wq,ws)-Weg. Des Weiteren ist Py, .,
im Inneren zu C' disjunkt.
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Gibt es einen weiteren kiirzesten (wy, ws)-Weg, der nicht im Inneren disjunkt
zu C' verlduft, so kann dieses Argument wiederholt werden, um zwei Knoten
w} und w) mit den gleichen Eigenschaften wie w; und wq zu finden. Da die
Entfernung zwischen diesen beiden Knoten mit jeder Iteration echt vermindert
wird, endet dieses Verfahren mit zwei Knoten, die die Behauptung erfiillen. [

Lemma 4.3.3. Sei (G, w) eine Instanz des MUCB-Problems und H die Horton-
familie von (G,w). Dann gilt fiir jede minimale ungerichtete Kreisbasis Bopr
von (G,w):

Bopr € H.

Beweis. Angenommen Bopr = {C1,...,C,} ist eine minimale Kreisbasis und
C; ein Kreis, der nicht in der Horton-Familie ist. Dann seien u,v zwei Knoten
von C, deren Existenz Proposition liefert und P, , ein kiirzester (u,v)-
Weg. Der Teilgraph P, , u C; enthilt neben C; zwei weitere elementare Kreise

C’Z-(l) und C’Z-(2) geringeren Gewichts:
w(CM) <w(C),  w(C?) <w(C).

Der Austausch von C’Z-(l)

mit C; wiirde das Gewicht der Basis senken und dem-

nach kann Bopr\C; U Ci(l) nicht linear unabhéngig sein. Die Kreise in Bopr\C;
2

koénnen den Kreis Cfl) und analog auch den Kreis C;* also bereits linear kom-

binieren. Doch dann wird auch C; = Ci(l) + C’Z-(Q) von Bopr\C; dargestellt. Dies
steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von Bopr. O

Es gibt sogar eine kleinere Teilmenge der Horton-Familie, die noch immer
jede MUCB enthilt. Proposition und Lemma sind solange auf einen
Kreis C' anwendbar, wie dieser nicht fiir jedes Paar einer Kante {u,v} € C und
eines Knotens w € V(C') die Form C = P, ,, v {u,v} u P, , hat.

Kreise, die diese stirkere Bedingung erfiillen, werden isometrisch genannt,
da fiir sie gilt, dass die Entfernung zweier Kreisknoten im Graphen gleich ih-
rer Entfernung im Kreis ist. Die Horton-Familie kann aber leichter bestimmt
werden, da die Horton-Kreise genau die Fundamentalkreise der Kiirzeste-Wege-
Baume sind.

Abschliefsend wird der Algorithmus von Horton im Pseudocode angegeben.

Algorithmus 2 Der Algorithmus von Horton

Input: Ein Paar (G, w) aus einem ungerichteten Graphen G = (V, E') und einer
Gewichtsfunktion w : E — R{.
Output: Eine minimale ungerichtete Kreisbasis von (G, w).

1: Bestimme die Menge H der Horton-Kreise in (G, w).
Sortiere die Kreise in H nach nicht-absteigendem Gewicht (d.h. am Ende
dieses Schrittes kann man w(C) < ... < w(Cy|) annehmen).
Setze I = .
for i =1 bis |H| do

if T U {C;} linear unabhingig im GF(2)'®! then

I—Tu{C}.

end if
end for
return [.

»
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Bemerkung 4.3.4. Mit Hortons Ansatz kann auch das MDCB-Problem in po-
lynomialer Zeit gelost werden. Die Horton-Familie eines gerichteten Graphen
besteht aus allen gerichteten Kreisen, deren Projektion auf G(D) einen Horton-
Kreis ergibt. Die so definierte Horton-Familie birgt mit der gleichen Argumen-
tation {iber dem Korper R stets jede minimale gerichtete Kreisbasis. Zusammen
mit der Bemerkung [.1.3] folgt daraus ein polynomieller Algorithmus fiir das
MDCB-Problem.



Kapitel 5

Der Algorithmus von De Pina

Ahnlich wie der Algorithmus von Horton konstruiert der Algorithmus von De
Pina eine minimale ungerichtete Kreisbasis durch iteratives Aufnehmen von
Kreisen in eine anfangs leere Menge I. In jeder Iteration wird ein kurzer Kreis
gefunden, der zusammen mit den bereits gewéhlten Kreisen linear unabhéngig
ist und der Menge I hinzugefiigt wird. Nach v Iterationen stellt I eine minimale
ungerichtete Kreisbasis von (G, w) dar.

5.1 Zeugen

Zur Verifikation der linearen Unabhéngigkeit eines Kreises C' mit einer Men-
ge I = {Cq,...,C;_1} bereits linear unabhéngiger Kreise wird ein Vektor
S; € GF(2)™, der Zeuge, benutzt.

Definition 5.1.1. Sei i — 1 < m und bezeichne A eine Menge {a1,...,a;-1}
linear unabhéngiger Vektoren des K™ sowie die Matrix, deren Spalten sie bilden.
Dann ist ein Zeuge von A eine nicht-triviale Losung des Gleichungssystems:

zTA=0"Te K
Proposition 5.1.2. Sei A wie oben gewdhit und S ein Zeuge von A. Dann gilt
fir jeden Vektor y e K™:
STy#0 = Au{y} linear unabhingig. (5.1.1)

Beweis. Um die Kontraposition zu zeigen, sei A linear unabhingig, A u {y}
jedoch linear abhéngig. Dann gibt es Aq,...,A\;—1 € K, so dass y = > A\; - ax
gilt. Daraus folgt

i—1 i—1
STy = ST(Z Akak) = Z )\k STak = 0.
k=1 k=1 -0
O

Bemerkung 5.1.3. Die Riickrichtung von (5.1.1) gilt im Allgemeinen nicht. Ist
jedoch die Menge A u {y} linear unabhéngig, so gibt es auch einen Vektor der
dies bezeugt.

o1
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5.2 Der Algorithmus

Der Algorithmus von De Pina berechnet zu einer Menge I = {C4,...,C;_1}
bereits gewéhlter (linear unabhéngiger) Kreise einen Zeugen S;. Diese Berech-
nung kann mittels des GAUSsschen Eliminationverfahrens in polynomialer Zeit
durchgefiihrt werden. Ist der Zeuge .S; gewahlt, so sucht eine Unterroutine einen
kiirzesten elementaren Kreis C; mit SJC; # 0 und fiigt diesen der Menge [
hinzu.

Algorithmus 3 Der Algorithmus von De Pina

Input: Ein Paar (G, w) aus einem ungerichteten Graphen G = (V, E) und einer
Gewichtsfunktion w: E — R{.
Output: Eine ungerichtete Kreisbasis von G.

: Setze I = .
. Setze S; € GF(2)IFI\ {0} beliebig.
: for i =1 bis v do
Berechne einen kiirzesten Kreis C; mit SiT C; #0.
Setze I «— I U {C;}.
Setze Si1 € GF(2)IEI\ {0} beliebig mit ST, ,C, =0 Vk=1,...,i.
end for
return .

SIS R

Theorem 5.2.1. Algorithmus [ berechnet eine MUCB von (G, w).

Beweis. Angenommen die vom  Algorithmus [3] berechnete Menge
I={Cy,...,C,} ist keine minimale Kreisbasis. Dann sei i der grok-
te Index fiir den {Ci,...,C;—1} noch zu einer optimalen Kreisbasis
O = {C1,...,C;_1,04,...,0,} erginzt werden kann. Da die Kreise in O
eine Basis bilden, gibt es A1,..., A, € GF(2), so dass

i—1 v
Ci= > MCr + D MO (5.2.1)
k=1 k=1

gilt. In Zeile | gilt S C; # 0 und zusammen mit (5.2.1)) ergibt das

1—1 v
0#S7Ci= Y MSTCr+ ). \S] O (5.2.2)
k=1 k=1

Da S; ein Zeuge von [C1, . .., C;_1] ist, ergibt die erste Summe von gerade
null. Demnach konnen nicht alle Summanden der zweiten Summe verschwinden
und es gibt in {O;,...,0,} einen Kreis O mit Ay - S} Oy, # 0. Insbesondere gilt
STO), # 0 und somit kam in der i-ten Iteration des Algorithmus [3[in Zeile
auch Oj in Betracht. Da dort C;, statt Oy gewahlt wurde, folgt

w(C;) < w(Og). (5.2.3)

Der zu Oj gehorige Koeffizient Ay ist nicht null und deshalb ist die Menge
O’ = O\Oy, u C; linear unabhingig im GF(2)™. Mit folgt w(0O") < w(0),
O’ ist also eine MUCB. Aufserdem enthélt O’ nun die Kreise C1, ..., C; und das
steht im Widerspruch zur Wahl des Indexes :. O
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Bemerkung 5.2.2. Der Beweis von Algorithmus [3] bendtigt nicht die spezielle
Wahl des Korpers K = GF'(2). Die unten vorgestellte Subroutine zur Ermitt-
lung des Kreises C; macht von dieser Voraussetzung jedoch entscheidenden Ge-
brauch. Kann man die Subroutine in Zeile [4 auch iiber dem Korper K = R
in polynomialer Zeit realisieren, so ergibt sich ein exakter Algorithmus fiir das
MDCB-Problem mit polynomialer Laufzeit. Eine solche Realsierung und somit
eine ,,gerichtete Variante des Algorithmus von De Pina existiert tatséchlich und
kann in [I0] nachgelesen werden.

5.3 Der Schichtgraph

Nun wird die Aufgabe, zu einem gegebenen Zeugen S; € GF(2)™ einen kiirzesten
Kreis C; mit S] C; # 0 zu finden, untersucht. Da der Kérper GF(2) nur aus den
Elementen 0 und 1 besteht, hat sowohl jeder Vektor nur Nullen und Einsen als
Eintrége als auch das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren entweder den
Wert 0 oder den Wert 1. Jeder Vektor S € GF(2)™ kann somit als Inzidenzvektor
einer Kantenteilmenge S € F(G) angesehen werden, indem eine Kante e genau
dann in S ist, wenn S(e) = 1 gilt. Das Skalarprodukt zweier Kantenmengen
A, B € E berechnet sich dann wie folgt:

ATB = Y1 A(e)-B(e)= >, 1=|An B|mod?2.
ecE ecAnB

Der von Algorithmus [3| in der i-ten Iteration benutzte Zeuge S; kann al-
so als eine Kantenmenge interpretiert werden, die sich mit jedem Kreis in
I ={Cy,...,Ci_1} in gerade vielen Kanten schneidet. In der Zeile 4] wird da-
gegen nach einem kiirzesten Kreis gesucht, der ungerade viele Kanten mit S;
gemeinsam hat.

Definition 5.3.1. Der Schichtgraph G(S) zu einem Graphen G = (V, E) und
einer Kantenmenge S € E entsteht wie folgt (siehe Abbildung [5.1)):

e Starte mit dem leeren Graphen.

e Fiige fiir jeden Knoten v € V zwei Knoten v und v~ ein.

e Fiir jede Kante {u,v} € S flige die Kanten {u",v™} und {u~,v*} ein.
e Fiir jede Kante {u,v} ¢ S fiige die Kanten {u™,v"} und {u™, v~} ein.

Ein Schichtgraph besteht also aus zwei Kopien der Knotenmenge V', einer
(4)-Schicht und einer (—)-Schicht. Kanten aus F\S erzeugen Kanten, die inner-
halb einer Schicht verlaufen, wogegen Kanten aus S Entsprechungen zwischen
den Schichten erzeugen.

Fiir jede Kante e = {u,v} € E ist genau eine der von e erzeugten Kanten
mit vt und die andere Kante mit v~ in G(S) inzident. Ein elementarer Kreis
C =v—e —...—ep—vin G entspricht somit einem elementaren Weg von
v* nach v* oder nach v~ im Schichtgraphen G(S) (vergleiche Abbildung[5.2).
Endet dieser Weg P(C) wieder bei v™ (und ist somit ein elementarer Kreis), so
wechselt er gerade oft die Schicht. Endet P(C) bei v, so wechselt er ungerade
oft die Schicht, der Kreis C' benutzt dann also eine ungerade Anzahl an Kanten
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Abbildung 5.1: Der Schichtgraph G(S) eines ungerichteten Graph G mit Kan-
tenteilmenge S.

aus S. Es gilt fiir einen elementaren Kreis C' in G und den entsprechenden Weg

P(C) in G(S):
P(C)ist (vF,v7)-Weg <= STC #0. (5.3.1)

Jeder elementare Kreis C' mit STC # 0 induziert zwar einen elementaren
(vt,v7)-Weg, doch gibt Abbildung ein Beispiel fiir einen elementaren
(vT,v7)-Weg in G(S), dessen Entsprechung in G ein geschlossener, aber nicht
einmal kantenelementarer, (v, v)-Weg ist.

Trotzdem kénnen kiirzeste Kreise C' in G mit STC # 0 mittels kiirzester
(vt,v™)-Wege in G(S) gefunden werden.

Abbildung 5.2: Ein elementarer Abbildung 5.3: Ein elementarer
Kreis in G und seine Entsprechung (17,17)-Weg in G(S) und seine
in G(S). Entsprechung in G.

Proposition 5.3.2. Sei zu (G = (V,E),w) und einer Kantenmenge

S € E der Schichtgraph G(S) zusammenhingend und die Gewichtsfunktion
w: E(G(S)) — R{ auf die Kanten des Schichtgraphen iibertragen. Dann ent-
spricht ein kantenminimaler kiirzester (vT,v™)-Weg in G(S) einem kiirzesten
elementaren Kreis C in G mit STC # 0.
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Beweis. Da G(S) als zusammenhéngend angenommen wird, existiert zu jedem
ve Vein (vh,v7)-Weg in G(S5). Sei P ein kantenminimaler kiirzester (vt,v™)-
Weg und C seine Entsprechung in G. Da die Kantengewichte nicht-negativ sind,
ist P elementar in G(S). Ware C nun nicht elementar in G, so gébe es eine
Knotenwiederholung bei einem Knoten w # v. In P wiederholt sich weder w™
noch w~ und so miissen beide Knoten w* und w~ auf P liegen. Das Stiick
von P zwischen diesen Knoten ist als Teilweg eines kiirzesten Weges selbst ein
kiirzester (w*,w™)-Weg und enthilt, da w # v ist, weniger Kanten als P. Dies
widerspricht der Wahl von P. O

Mit Hilfe des Schichtgraphen kann nun eine Subroutine fiir Zeile @] im Algo-
rithmus [3| bereitgestellt werden.

Algorithmus 4 Subroutine fiir das Bestimmen eines kiirzesten Kreises beziig-
lich eines gegebenen Zeugen

Input: Ein Tripel (G, w, S) aus einem ungerichteten Graphen G = (V, E), einer
Gewichtsfunktion w : E — R{ und einer nichtleeren Teilmenge S der
Kanten von G.

Output: Ein kiirzester geschlossener Weg C in G mit ungeradem Schnitt mit
S.

Konstruiere den Schichtgraphen G(S).
Setze dabei auf jede Kante das Gewicht der Originalkante.
Setze Ppin < FE(G(S)).
for ve V do
Berechne einen kiirzesten (v, v~)-Weg P in G(S5).
if w(P) < w(Ppipn) then
Setze P,in <« P.
end if
end for
Rekonstruiere den geschlossenen Weg C' aus Pyr,-
: return C.

— =
=

Es bleibt allerdings noch zu zeigen, wie die Voraussetzung des Zusammen-
hangs von G(S) aus Proposition gewihrleistet werden kann. Der Zusam-
menhang kann im Allgemeinen vor allem in der ersten Iteration des Algorithmus
von De Pina nicht garantiert werden. Die Wahl des Zeugen S; einer Iteration
ist, wie sie in Zeile [6] beschrieben wird, bei Weitem nicht eindeutig. Ein Zeuge
ist eine nicht-triviale Losung des Gleichungssytems

| |
(xl,...,xm) Cl Ci—l 2(07...,0). (532)

Das System hat i — 1 < v Gleichungen aber m = |E| Unbekannte.
Im Abschnitt des ersten Kapitels wurde gezeigt, dass es geniigt, die auf
einen Cobaum beschrénkten Inzidenzvektoren zu betrachten, um eine Aussage
iiber ihre lineare Unabhéngigkeit treffen zu kénnen. Ist M = E\T ein Cobaum,
so birgt das Untergleichungssystem mit den abgeschnittenen Vektoren
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cM,...,CM, noch immer nicht triviale Lésungen

(r1,...,m,) | CM .. CM |=(0,...,0). (5.3.3)

Ergénzt man eine nicht-triviale Losung von an den Stellen des Baumes
T durch Nullen, so erhilt man eine nicht-triviale Losung von und somit
einen Zeugen S; mit S; nT = . Beide Schichten des Graphen G(.S;) enthalten
somit den Spannbaum 7', sind damit zusammenhéngend und werden, da S; # 0
ist, durch mindestens zwei Kanten miteinander verbunden.

Bemerkung 5.3.3. Tatsédchlich muss bei der Wahl eines Zeugen S lediglich dar-
auf geachtet werden, dass S nicht aus dem orthogonalen Komplement des Zy-
kelraumes stammt, da in diesem Fall alle Kreise in D senkrecht auf S stehen.
Das orthogonale Komplement des Zykelraumes diber K wird von den gerichteten
Schnitten erzeugt (Vergleiche Abschnitt und somit darf S im gerichteten
Fall keinem Schnitt entsprechen. Im ungerichteten Fall gibt es sogenannte Bi-
cycles, das heiRt, Kreise, die gleichzeitig Schnitte sind. Doch die Abbildung [5.4]
zeigt, dass Schnitte auch im MUCB-Problem Hindernisse darstellen kénnen.

Abbildung 5.4: Ein unzusammenhéngender Schichtgraph G(S) zu einen zusam-
menhéngenden Graphen G mit Kantenteilmenge S.

Zum Abschluss wird auch hier noch einmal die korrigierte Version des Algo-
rithmus von De Pina im Pseudocode angegeben.
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Algorithmus 5 Der Algorithmus von De Pina - korrigierte Version

Input: Ein Paar (G, w) aus einem ungerichteten Graphen G = (V, E) und einer
Gewichtsfunktion w : E — R{.
Output: Eine minimale ungerichtete Kreisbasis von G.

1: Setze I = .
2: Bestimme einen Spannbaum 7" von G mit Cobaumkantenmenge M.
Setze S; € GF(2)”\ {0} beliebig und ergénze S; an den Stellen des Baumes
T mit Nullen.
for ¢ =1 bis v do
Rufe Algorithmus [ mit (G, w, S;) auf und nenne das Ergebnis C;.
Setze I «— I U {C;}.
Setze S;4+1 € GF(2)I\ {0} beliebig mit ST, ,CM =0 Vk=1,...,i.
Ergénze S;41 an den Stellen des Baumes 7" mit Nullen.
end for
10: return I.

bl

Bemerkung 5.3.4. Auch im gerichteten Fall K = R kann man durch Erweite-
rung der hier vorgestellten Vorgehensweise effizient einen kiirzesten Kreis C' mit
STC # 0 finden. Damit liefert De Pinas Ansatz ebenfalls einen polynomiellen
Algorithmus fiir das MDCB-Problem.

5.4 Unterschiede zum Algorithmus von Horton

In diesem und dem vorigen Kapitel @] und [5] wurden zwei Algorithmen fiir das
MUCB-Problem vorgestellt. Dieser Abschnitt beschéftigt sich nun mit den Ge-
meinsamkeiten beider Algorithmen und den Aspekten, die den Algorithmus von
Horton vom Algorithmus von De Pina unterscheiden.

Beide Algorithmen konstruieren eine minimale ungerichtete Kreisbasis durch
iteratives Aufnehmen eines Kreises in die Basis. Der Algorithmus von Horton
wahlt stets einen kiirzesten Kreis, der zusammen mit den bereits gewdhlten
Kreisen linear unabhéngig sind. Der Algorithmus von De Pina schrénkt die
Kandidatenmenge fiir den niichsten Kreis hingegen stark ein, indem er nur un-
ter den Kreisen, die nicht senkrecht auf einem gegebenen Zeugen stehen, einen
kiirzesten auswahlt. Anschaulich gibt die Wahl des Zeugen eine Richtung im
K4l vor, in die der néchste Kreis zum Teil zeigen muss. Dieser Zeuge ist nur
im letzten Iterationsschritt eindeutig (bis auf das Vorzeichen) bestimmt und so
konnte beispielsweise schon in der ersten Iteration ein Zeuge gewihlt werden, auf
dem jeder kiirzeste Kreis des Graphen senkrecht steht und somit keiner dieser
Kreise bereits zu Beginn aufgenommen wird.

Bevor nun darauf eingegangen wird, warum trotz der Einschrinkung auf
eine Richtung im Endeffekt keiner der Kreise einer minimalen Kreisbasis verlo-
ren gehen kann, soll noch einmal die Bemerkung [5.1.3] heran gezogen werden.
Die Proposition besagt, dass ein Vektor z, der nicht senkrecht auf einem
Zeugen S der Menge X steht, diese Menge linear unabhingig erweitert. Nach
der Bemerkung gilt die Umkehrung dieser Aussage jedoch nicht, da ein
Vektor z, der die Menge X zwar linear unabhéngig erweitert, unter Umsténden
senkrecht auf dem Zeugen S stehen kann. Allerdings gibt es in diesem Fall einen
weiteren Zeugen S’ der Menge X, der nicht senkrecht auf x steht.
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Sind C1, ..., C, die Kreise einer minimalen Kreisbasis in der Reihenfolge, in
der der Algorithmus von Horton sie gewdhlt hat (es gilt also w(C;) < w(Ci41)),
so gibt es auch eine Folge Si,...,S, von Zeugen, die im Algorithmus von De
Pina dazu fithren, dieselbe Basis in derselben Reihenfolge zu konstruieren. Man
sagt, dass der Algorithmus von De Pina den Algorithmus von Horton immitieren
kann, wihrend dies anders herum im Allgemeinen nicht moglich ist.

Legt der Algorithmus von De Pina nun aber eine andere Folge von Zeugen
fest, unter denen die Kreise nicht ihres Gewichtes nach in die Basis kommen,
so erscheint es fraglich, dass die Diskrepanz zwischen dem Gesamtgewicht der
ersten ¢ Kreise der Horton-Basis und dem Gesamtgewicht der ersten ¢ Kreise
der De Pina-Basis am Ende ausgeglichen wird. Eine Erkldrung des Umstandes,
dass der Algorithmus von De Pina trotzdem optimale Kreisbasen berechnet,
gibt der Korrektheitsbeweis des Theorems |5.2.1] Dieser benutzt, dass zu jeder
Basis B = {By, ..., B,} jeder Kreis

C=>X\-B (5.4.1)

im Austausch mit einem B; € B mit A\; # 0 wiederum eine Basis liefert. Voraus-
greifend sei erwdhnt, dass es genau diese Eigenschaft ist, die bei ganzzahligen
Kreisbasen nicht mehr gilt.

Der Algorithmus von De Pina macht also Gebrauch von einer Eigenschaft des
Vektorraumes K?, um in jeder Iteration die Kandidatenmenge fiir den nichsten
Kreis einzuschrianken, ohne eine minimale Kreisbasis dabei auffer Acht zu lassen.
Auflerdem weist diese, noch immer exponentiell grofe, Kandidatenmenge eine
geeignete Struktur auf, die es ermoglicht einen kiirzesten Kreis darin effizient zu
berechnen. Der Algorithmus von De Pina macht insbesondere keinen Gebrauch
von Lemma [£.3:3] das heifit von der Horton-Familie des Graphen. Natiirlich
sind die vom Algorithmus konstruierten Kreise stets Horton-Kreise, jedoch wird
diese Information bei ihrer Bestimmung vorab nicht bendtigt.



Kapitel 6

Die ganzzahligen Kreisbasen

Der Ubergang von ungerichteten zu ganzzahligen Kreisbasen stellt ein gréferes
Problem dar als der Ubergang von gerichteten zu ungerichteten Kreisbasen. Die
gerichteten und ungerichteten Kreisbasen unterscheiden sich nur in der Wahl des
Korpers K und so gelten viele wesentliche Aussagen, die unabhéngig vom Korper
getroffen werden kénnen, fiir beide, das MDCB- und das MUCB-Problem.

Ganzzahlige Kreisbasen sind eine Teilmenge der Kreisbasen iiber GF(2),
werden aber nicht durch einen weiteren Korper genau charakterisiert. Es gibt
also keinen Korper K, so dass die K-Inzidenzvektoren von v gerichteten Kreisen
genau dann linear unabhingig im K4 sind, wenn diese Kreise eine ganzzahlige
Basis bilden. Vielmehr ist der kommutative Ring Z der ganzen Zahlen eine gute
Verallgemeinerung zu den Kérpern R und GF(2), um ganzzahlige Kreisbasen
zu untersuchen. Der Z-Inzidenzvektor C eines gerichteten Kreises CT O C™ € A
ist analog zu dem Inzidenzvektor iiber einem Korper K definiert:

1 fallsae Ct
C(a) =14 —1 fallsaeC~

0 sonst.

Auch die Begriffe des Zykelraumes und der Kreisbasis lassen sich nun iiber
dem Ring Z statt dem Korper K definieren.

Definition 6.0.1. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph und X = {z1,..., 2%}
eine Menge von Vektoren des ZI4!.

e Eine Z-Linearkombination von X ist ein Vektor x = > \jz; mit
A,...,\; EZL.

e X heiRt Z-linear unabhingig, wenn die 0 € Z nur die triviale
Z-Linearkombination von X ist.

e Der Zykelraum Zz(D) won D diber Z besteht aus allen
Z-Linearkombinationen der gerichteten Kreise von D.

e Eine ganzzahlige Kreisbasis von D ist eine Menge Z-linear unabhingiger
gerichteter Kreise, die jeden Punkt in Zz(D) als eine Z-Linearkombination
darstellen.

99
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Zumindest fiir ganzzahlige Vektormengen ist die lineare Unabhingigkeit {iber
R dquivalent zur linearen Unabhingigkeit iiber Z. Allerdings bildet nicht jede
inklusionsmaximale Menge Z-linear unabhéngiger Kreise auch ein Erzeugenden-
system des Zz(D) und damit eine ganzzahlige Basis. Stellt eine Menge Z-linear
unabhingige Kreise jedoch ein Erzeugendensystem des Zz(D) dar, so ist diese
Menge auch eine ganzzahlige Kreisbasis des Graphen.

In den folgenden Abschnitten sollen die Auswirkungen der Aufweichung des
Korpers K zum kommutativen Ring Z erldutert werden.

6.1 Das Unabhingigkeitssystem

Der Algorithmus von Horton basiert auf zwei grundlegenden Eigenschaften der
Kreisbasen iiber einem Korper K. Wesentlich ist, dass die K-Inzidenzvektoren
zusammen mit der linearen Unabhéngigkeit iiber K ein Matroid bilden und die
Basen dieses Matroids genau den Kreisbasen des Graphen entsprechen. Nun
kann man versuchen, auf eine dhnliche Weise ein Unabhingigkeitssystem oder
gar ein Matroid auf die ganzzahligen Kreisbasen zuzuschneiden. Soll U = (E, T)
dieses Unabhéngigkeitssystem sein, so wiinscht man sich die folgenden Eigen-
schaften.

1. Die Grundmenge F ist die Menge der Z-Inzidenzvektoren der gerichteten
Kreise in D.

2. Die maximal unabhéngigen Mengen von U sind genau die ganzzahligen
Kreisbasen von D.

3. Das Unabhéangigkeitssystem erfiillt auch die zusitzliche Eigenschaft
und ist damit ein Matroid.

Mochte man [1} erfiillt haben, so steht die Grundmenge E des Unabhéngig-
keitssystem bereits fest und es stellt sich nur noch die Frage nach dem System
7 der unabhingigen Mengen. Im Falle der Kreisbasen iiber einem Korper K
konnte fiir 7 das Mengensystem der K-linear unabhingigen Mengen gewihlt
werden. Wahlt man jedoch nun die entsprechende Z-lineare Unabhéngigkeit, so
kann [2| nicht mehr gewéhrleistet werden. Nimmt man beispielsweise eine nicht-
ganzzahlige Basis, so ist diese R-linear unabhingig und damit auch Z-linear
unabhéngig. Nicht-Ganzzahligkeit heifst, dass man noch weitere Kreise hinzufii-
gen muss, um alle Punkte des Zz(D) ganzzahlig darzustellen, jedoch fiihrt eine
Hinzunahme weiterer Vektoren zur Z-linearen Abhingigkeit. Das heifst, dass
eine nicht-ganzzahlige Basis zwar in einer maximal unabhingigen Menge des
Unabhéangigkeitssystems, aber in keiner ganzzahligen Basis enthalten sein kann.

Trotzdem konnen [I} und 2} gleichzeitig erfiillt werden.

Definition 6.1.1. Sei E eine Menge und B eine nicht-leere Menge von Teil-
mengen von E. Definiere 7 € 2¥ wie folgt:

MeT — 1BeB:McCB

Das so definierte Paar (E,Z)g heifit das von B induzierte Unabhangigkeitssys-
tem.
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Es ist leicht zu verifizieren, dass dies tatsichlich ein Unabhingigkeitssystem
definiert (Vergleiche dazu Definition [4.1.1).

Bemerkung 6.1.2. Die Menge der Basen dieses Unabhéngigkeitssystems ist eine
Teilmenge von B. Sind keine zwei Mengen in B ineinander enthalten, so bildet
B genau die Menge der Basen in (E,7)p.

Die Definition kann nun auf die Menge der gerichteten Kreise in D als
Grundmenge und die Menge der ganzzahligen Kreisbasen in D als Teilmengen-
system B angewendet werden. Auf diese Weise erhilt man ein Unabhingigkeits-
system, bei dem eine Menge von Kreisen genau dann unabhéngig ist, wenn sie
eine Teilmenge einer ganzzahligen Kreisbasis darstellt. Wiirde dieses Unabhén-
gigkeitssytem sogar die zusitzliche Eigenschaft aus Definition [£.1.2] erfiillen und
somit ein Matroid bilden, so kénnte der greedy-Algorithmus (Algorithmus [1)) auf
das MICB-Problem angewendet werden.

Das Unabhéngigkeitssystem der ganzzahligen Kreisbasen wurde in [14] un-
tersucht und es wurde bewiesen, dass dieses kein Matroid ist. Zum Beweis kann
ein Graph angegeben werden, dessen durch die ganzzahligen Basen induziertes
Unabhéngigkeitssystem die zusétzliche Matroid-Anforderung nicht erfiillt. Hier
wird die Argumentation noch einmal gefiihrt:

Beispiel 6.1.3 (Ganzzahlige Kreisbasen induzieren kein Matroid). Abbil-
dung[6-1] zeigt den Umschlag-Graphen D mit Knotenmenge V und Bogenmenge
A. Es gilt v(G) = |A| = |V|+1=9—-6+1 = 4. Die dick gezeichneten Bigen in
der Abbildung bilden einen Spannbaum T mit den Nichtbaumbégen aq,as,as und
ay4. Diese bestimmen die vier Koordinaten des Z14!, auf die alle Inzidenzvektoren
nun gekirzt werden.

ai

aq a2

az
Abbildung 6.1: Der Umschlaggraph D und ein Spannbaum 7" von D.

Die Matrizen ' g\7 und FiA\T sind die gekirzten Basismatrizen zu zwei ganz-
zahligen Kreisbasen B = {C4,...,C4} und B' = {C1,...,C}}.

1 1 11
01 00
FA\T = 00 1 0 det FA\T =1
0 0 0 1
1 011
, 1100 _—
1 1 0 1

Sei nun angenommen, dass die ganzzahligen Kreisbasen ein Matroid bilden,
dann ist A = B\ {C1} als Teilmenge einer unabhdngigen Menge selbst unabhdin-
gig und es gilt |A| < |B’|. Die zusdtzliche Anforderung an ein Matroid verlangt
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nun nach der Existenz eines Kreises C € B'\A, der A zu einer unabhdingigen
Menge erweitert (vergleiche Definition . Da C3 = C§ und Cy = CY, ist die
Auswahl auf C| und CY begrenzt. Jedoch fihren beide Mdglichkeiten auf nicht-
ganzzahlige Kreisbasen:

111 1
1100

det 1 o 1 off =12
100 1
0111
1100

det1010|—3|
100 1

Das durch die ganzzahligen Kreisbasen induzierte Unabhdngigkeitssystem
dieses Graphen bildet also kein Matroid.

6.2 Die Horton-Familie

Neben dem Matroid als Struktur der Kreisbasen {iber K ist eine zweite wichtige
Eigenschaft dieser Kreisbasen die Existenz der Horton-Familie H als geniigend
kleine Auswahl von Kreisen, die noch immer jede minimale Kreisbasis beinhal-
ten. In der Bemerkung wurde bereits erwihnt, dass die Horton-Familie
fiir gerichtete Kreise eines gerichteten Graphen analog zur Definition be-
trachtet werden kann und dass diese auch jede minimale gerichtete Kreisbasis
enthalten. Dazu lésst sich der Beweis des Lemmas [£.3.3] analog auf jeden Kor-
per K iibernehmen. Der Beweis, dass ein Vektor C' in keiner minimalen Basis
auftaucht, kann in die folgenden allgemeinen Schritte unterteilt werden.

1. Nehme eine Basis B, in der C enthalten ist.
2. Finde Vektoren C4,...,C, so dass C = > \,C;.
3. Zeige w(C;) < w(C) fir allei =1,... k.

4. Zeige, dass es mindestens ein ¢ € {1,...,k} gibt, so dass B’ = B\C v C;
eine Basis darstellt.

5. Dann gilt w(B’) < w(B) und die Basis B kann somit nicht minimal sein.

Es folgt ein Beispiel dafiir, dass diese Argumentation nicht iibernommen wer-
den kann, um zu zeigen, dass jeder Kreis einer minimalen ganzzahligen Kreis-
basis ein Horton-Kreis ist.

Beispiel 6.2.1 (Ein einfacher Austausch kann einen Nicht-Hortonkreis nicht
ersetzen). Abbildung zeigt den vollstindig bipartiten Graphen K33z mit
neun Bdgen und sechs Knoten. Eine jede Kreisbasis besteht somit aus vier
(9—6+1=4) gerichteten Kreisen. M = {ai,...,a4} sei der Cobaum, der
durch die dicken Bdégen angedeutet ist.

Diese dicken Bdgen seien mit dem Gewicht 1 und der Baum T mit dem Ge-
wicht 0 belegt. Dann bildet T den eindeutigen Kirzeste- Wege-Baum in (K3 3,w).
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Abbildung 6.2: Der K33 mit dem Abbildung 6.3: Ein Nicht-Horton-
Cobaum {a, as,a4,a4}- Kreis C und seine Sehne P,,,.

Insbesondere sind dadurch alle kiirzesten Wege eindeutig bestimmt. Betrachte
nun die ganzzahlige Kreisbasis der folgenden auf die Cobaumzeilen reduzierten
Basismatrix.

1
-1
0
0 -1

'y = detI'py =1

O = =
— O

0
0
1
1

Sei C der Kreis, der zu der letzten Spalte von T'yy gehért. In Abbildung[6.3
ist C dick hervorgehoben. Da dieser Kreis zwei Kanten enthdlt, die auf keinem
kiirzesten Weg liegen, ist er kein Horton-Kreis.

Die einzige Sehne von C, die einem kiirzesten Weg entspricht (und deren
Existenz die Proposition voraussagt), ist in der Abbildung unterbrochen
dargestellt und wird hier P, genannt. Die beiden elementaren Kreise C1 und
Cy, die neben C in C U P enthalten sind, kénnen nun so orientiert werden, dass
sie auf P entgegengesetzt verlaufen. Daraus ergeben sich beispielsweise diese
Inzidenzvektoren:

' =(0,0,1,0)7
3" =(0,0,0,1)"

Setzt man nun Cy1 oder Co fiir C in die Basis ein, so erhdlt man in beiden
Fillen nicht-ganzzahlige Kreisbasen:

1 1 1 0 1 1 1 0
1 -1 0 0 1 -1 0 0

det 0 0 1 1 =3 det 00 1 0 = -2
0 -1 1 0 0 -1 1 1

Die Beziehungen zwischen der Horton-Familie eines Graphen und der Menge
der minimalen ganzzahligen Kreisbasen konnen also nicht so einfach offengelegt
werden. Obwohl die oben vorgestellte Beweisidee bei Kreisbasen iiber Z nicht in
ihrer vollen Allgemeinheit greift, konnte noch keine MICB angegeben werden,
die einen Nicht-Horton-Kreis enthélt.
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Bemerkung 6.2.2. Im Beispiel [6.2.1]ist keiner der Kreise in der gewéihlten Basis
in der Horton-Familie, und fiir die ersten drei Kreise liefert der Austausch auch
eine ganzzahlige Basis.

W3ahlt man zum Kreis C eine andere ganzzahlige Basis, der er angehort, so
kann auch der Tausch mit Cy oder Cs in dieser Basis zum Erfolg fiihren. Somit
ist lediglich die Aussage, einen beliebigen Nicht-Horton-Kreis in einer beliebigen
ganzzahligen Basis auf diese Weise ersetzen zu kénnen, widerlegt.

6.3 Zirkulationen und das MIZB-Problem

Nach Definition [6.0.1] ist eine ganzzahlige Kreisbasis eine Menge Z-linear
unabhingiger gerichteter Kreise, die jeden Punkt in Zz(D) als eine Z-
Linearkombination darstellen. Der Zykelraum Zz(D) iiber dem Ring Z kann
als die Menge der ganzzahligen Vektoren des Zykelraumes iiber R dargestellt
werden.

Zz(D) = Zg(D) n 7}

Die Z-Inzidenzvektoren gerichteter Kreise sind eine Teilmenge des Zz(D), die
sich durch die Erfiillung einer zusitzlichen Eigenschaft von den {ibrigen Vek-
toren unterscheiden lassen. Ein allgemeiner Vektor Z des Zykelraumes ordnet
jedem Bogen a € A eine Vielfachheit |Z(a)| und ein Vorzeichen sgn Z(a) zu und
kann als eine ganzzahlige Bogenbewertung des Graphen D = (V, A) angesehen
werden, die zusétzlich

Z Z(v,x) = Z Z(y,v) fiir alle Knoten v e V (6.3.1)
(v,z)EA (y,v)eA

erfiillt. Umgekehrt stellt jede ganzzahlige Kantenbewertung, die erfiillt,
einen Punkt in Zz(D) dar. Die Bedingungen werden Flusserhaltung ge-
nannt und ein Vektor Z € Z!4l, der die Flusserhaltung erfiillt, eine Zirkulation
des Graphen. Zu beachten ist allerdings, dass explizit auch negative Bogenbe-
wertungen zugelassen sind und eine Zirkulation daher keinem Fluss im iiblichen
Sinne entspricht. Kehrt man allerdings die Richtung der Bégen mit Z(a) < 0 um
und passt den Vektor Z durch einen Vorzeichenwechsel auf diesen Bogen an die
neue Orientierung an, so erhdlt man einen Fluss ohne Quell- und Senkknoten,
also eine Zirkulation nach der gebrduchlichen Definition.

Gerichtete Kreise sind nun spezielle Zirkulationen, némlich die, die im Un-
gerichteten elementaren Kreisen entsprechen. Es gilt:

Proposition 6.3.1. Ist Z € Zz(D)\{0} eine Nicht-Null-Zirkulation eines ge-
richteten Graphen, so sind dquivalent:

1. Z ist ein gerichteter Kreis.

2. Fiir alle Darstellungen Z = Z1 + Zy mit Z; < Z gilt entweder Z, = 0 oder
Zy = 0.

Dabei gilt Z < Z' genaw dann, wenn in jeder Komponente |Z(a)| < |Z'(a)| und
sgn Z(a) = sgn Z'(a) erfillt ist.

Eine Zirkulation ist also genau dann nicht-elementar, wenn sie eine ,Uber-
lagerung“ zweier Nicht-Null-Zirkulationen ist. Die Null-Zirkulation erfiillt diese
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Bedingung zwar nicht, soll aber als nicht-elementar gelten, da sie keinen gerich-
teten Kreis darstellt.

Nicht-elementare Zirkulationen entstehen beispielsweise durch die Addition
zweier Kreise, die sich auf ihrer Schnittmenge nicht ausléschen, sondern ver-
stdrken. Dazu zdhlen auch ganzzahlige Vielfache von elementaren Kreisen, die
durch mehrfache Addition eines Kreises mit sich selbst entstehen. Auch die
Addition zweier elementarer Kreise mit disjunkten Bogenmengen liefert eine
nicht-elementare, unter Umsténden sogar unzusammenhangende, Zirkulation.

Mit dieser Erweiterung des Kandidatenraumes lésst sich nun auch das
MICB-Problem erweitern.

Definition 6.3.2. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph und w : A — R/ eine
nicht-negative Bogenbewertung.

1. Eine Zirkulationsbasis ist eine Menge Z-linear unabhéngiger Zirkulationen,
die jeden Punkt des Zz(D) ganzzahlig darstellen.

2. Das Gewicht einer Zirkulation Z ist w(Z) = Y w(a)|Z(a)| und das Ge-
wicht einer Zirkulationsbasis ist die Summe der Gewichte der einzelnen
Zirkulationen.

3. Das MIZB-Problem fragt zu (D, w) nach einer Zirkulationsbasis minima-
len Gewichts.

Der Begriff der gerichteten Kreise ldsst sich auch flir Korper-
Inzidenzvektoren auf Zirkulationen ausweiten und man erhilt ein minimum
directed circulation basis-Problem und ein minimum undirected circulation ba-
sis-Problem. Jedoch stellt jede minimale Kreisbasis iiber K auch eine minimale
Zirkulationsbasis iiber K dar. Um dies zu zeigen, kann der Beweis wieder dem
Verlauf, der im Abschnitt [6.2] skizziert wurde, folgen.

Lemma 6.3.3. Sei K ein Kdrper, dann ist jede optimale Kreisbasis tiber K
auch eine optimale Zirkulationsbasis tiber K.

Beweis. Sei B eine beliebige Zirkulationsbasis und Z € B eine nicht-elementare
Zirkulation. Da Z nicht elementar ist, gibt es nach Proposition [6.3.1] eine Dar-
stellung Z = Z1 + Zo mit 0 # Z; < Z. Aus der Definition von < und der
Nichtnegativitit der Bogengewichtung folgen

w(Z;) < w(Z) und 1Z:ll, < || Z]|; - (6.3.2)

Dabei bezeichnet ||, die I;-Norm im R4/ mit

1Z]l, = >} 12(a)]-

acA

Da K ein Korper ist, kann die Basis B durch den Austausch von Z mit Z; oder
Z, wieder in eine Basis iiberfiihrt werden. Mit liegt das Gewicht dieser
neuen Basis nicht tiber w(B). Die nicht-elementare Zirkulation Z wurde damit
durch eine (eventuell bereits elementare) Zirkulation geringerer /;-Norm ersetzt.

Durch Iterieren dieser Vorgehensweise entsteht demnach aus einer beliebi-
gen Zirkulationsbasis iiber K eine Kreisbasis iiber K, deren Gewicht das der
Zirkulationsbasis nicht iibersteigt. O
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Erneut kann diese Argumentation nicht fiir Kreisbasen iiber Z {ibernommen
werden. Bevor die Griinde dafiir erldutert werden, wird zunéichst ein Gegenbei-
spiel angebracht.

Beispiel 6.3.4 (Ein einfacher Austausch kann eine nicht-elementare Zirkulation
nicht ersetzen). Sei D der Graph in der Abbildung und T der durch die
dicken Kanten angedeutete Spannbaum von D. Sei M = {a1,...,as} die Menge
der Nichtbaumkanten und B die Zirkulationsbasis der gekirzten Basismatriz
T-

1 -1 0 -1 0 0
0 0 1 0 -1 1
ro_ |0 -1 0 1 0 1
M=1o 1 0 1 =10
0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0

Die ersten fiinf Basiskreise in B sind elementar, wihrend die letzte Spalte
von I'ps den gekiirzten Inzidenzvektor einer nicht-elementaren Zirkulation Z
bildet. Da detT'p; = 1 gilt, bildet B eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von D.

Abbildung 6.4: Ein Graph D und eine Zirkulationsbasis B von D, deren ein-
zige nicht-elementare Zirkulation Z durch keinen Kreis ihrer Zerlegung ersetzt
werden kann.

Die nicht-elementare Zirkulation Z ist als Vereinigung der Fundamental-
kreise F(ag2) und F(a3) darstellbar und diese Darstellung ist die einzige von der
Form aus Proposition [6.3.1 Ersetzt man jedoch Z durch F(as) oder F(as) in
der Basis B, ist die Determinante der neuen Kreisbasis 3 beziehungsweise 2:
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1 10 -1 0 0
00 1 0 -1 1
0 -1 0 1 0 0
det g ¢ o 1 -1 of =8l
00 1 0 1 0
00 0 1 1 0
1 =10 -1 0 0
00 1 0 -1 0
0 -1 0 1 0 1
detlg 1 o 1 —1 of =
00 1 0 1 0
00 0 1 1 0

Wiederum folgt aus dem Beispiel [6.3.4 noch kein Beleg fiir eine Zirkulations-
basis, in der keine nicht-elementare Zirkulation ohne Erhthung des Gewichts auf-
gelost werden kann. Damit wurde lediglich gezeigt, dass die Untersuchung einer
nicht-elementaren Zirkulation in einer Basis, wie sie im Beweis des Lemmas|[6.3.3]
durchgefiihrt wurde, im Fall der ganzzahligen Kreisbasen nicht ausreicht.

Es bleibt bis hierhin also ungeklirt, ob der Einsatz von nicht-elementaren
Zirkulationen eine minimale ganzzahlige Kreisbasis verbessern kann, das heifst,
ob die Optimalwerte des MICB- und des MIZB-Problems zusammenfallen. In
allen folgenden Resultaten muss daher stets klar unterschieden werden, ob nicht-
elementare Zirkulationen in einer Basis zugelassen sind oder nicht.
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Kapitel 7

Unimodularitat

In den Kapiteln [§ und [0] werden Algorithmen zur Konstruktion ganzzahliger
Kreis- und Zirkulationsbasen angegeben. In beiden Algorithmen werden alge-
braische Aussagen verwendet, die in diesem Kapitel hergeleitet werden sollen.

7.1 Unimodularitat und Gitter

Die Untersuchungen dieses Abschnittes werden im Rahmen k-dimensionaler li-
nearer Teilriume des R? und der Gitter der ganzzahligen Punkte dieser Teilriiu-
me durchgefiihrt. Ein Untervektorraum soll dabei durch eine Basis, eine Menge
X = {z;...,r3} linear unabhiingiger Vektoren des R? mit ganzzahligen Eintri-
gen, gegeben sein. Die Bezeichnung X wird auch fiir die (d x k)-Matrix, die die
Vektoren aus X als Spalten enthélt, verwendet.

Dieser Abschnitt wird nun einige Begriffe und Aussagen der Theorie der
Gitter nennen und erldutern. Eine detaillierte Darstellung der Gitter im eukli-
dischen Raum wird beispielsweise in [I8] gegeben. Dort befinden sich zudem
ausfiihrliche Beweise zu den hier benutzten Aussagen.

Definition 7.1.1. Fiir eine linear unabhéngige Menge X = {x1,..., 21} bezie-
hungsweise eine Matrix X = [z1,..., 2] heifst
k
A(X) = {Z Nz | A € Z}
i=1

ein Gitter mit Basis X vom Rang k.

Ein Gitter mit Basis X ist die Menge aller ganzzahligen Linearkombinationen
der Vektoren in X. Ein wichtiges Beispiel fiir ein Gitter ist das Einheitsgitter
7% < R? mit der Menge der d Einheitsvektoren als Basis. Die Basis eines Gitters
ist nicht eindeutig bestimmt und so kann ein Gitter mehrere Basen aufweisen.
Beispielsweise bildet jede der folgenden Matrizen eine Basis des Z2.

10 2 1 -1 1
wefor) m=(h) o =(0 )

Die Beziehungen zwischen zwei verschiedenen Basen desselben Gitters kon-
nen mittels unimodularer Matrizen angegeben werden. Eine Matrix U € Z(*F)
heifst unimodular, wenn det U = +1.
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Lemma 7.1.2. Seien X,Y € R(&*) Matrizen vom Rang k. Dann ist Y genau
dann eine Basis des Gitters A(X), wenn es eine unimodulare Matriz U € Z(FF)
gibt, so dass Y = XU.

Wie bereits erwihnt wurde, bildet die Einheitsmatrix I, € Z(*+*) eine Basis
des Gitters Z*. AuRerdem ist det I, = 1 und I somit unimodular. Es folgt ein
Korollar.

Korollar 7.1.3. Eine Matriz X € Z%* st genau dann eine Basis des 7",
wenn sie unimodular ist.

Bemerkung 7.1.4. Das Korollar [7.1.3] ist eine unmittelbare Verallgemeinerung
der im Abschnitt [[.5] angegebenen Charakterisierung der ganzzahligen Kreisba-
sen. Das Gitter Z" kann als die Menge der abgeschnittenen Z-Inzidenzvektoren
der Zirkulationen in D angesehen werden. Eine Gitterbasis ist eine Auswahl von
v solcher Vektoren, die jeden weiteren mit ganzzahligen Koeffizienten darstel-
len. Demnach ist eine ganzzahlige Kreisbasis eine Gitterbasis des Z* und somit
eine gerichtete Kreisbasis genau dann ganzzahlig, wenn det(B) = 1 gilt. Dies
wiederum ist dquivalent zur Unimodularitét ihrer gekiirzten Basismatrix.

Das Gitter A(X) wird auch als der ganzzahlige Spann der Menge X bezeich-
net. Dagegen ist der reelle Spann spang(X) die Menge aller Linearkombinatio-
nen der Vektoren in X mit reellen Koeffizienten. Abkiirzend soll dieser lineare
Unterraum des R? mit L(X) bezeichnet werden. Die Menge aller ganzzahligen
Punkte eines solchen Unterraumes ist ein weiteres Gitter

AL(X) := L(X) n 2%

Die Gitter A(X) und Az (X) konnen, selbst fiir ganzzahlige Vektoren in X,
durchaus verschieden sein. Zum Beispiel gilt

AG@))) = A (2) e Z| ez} =22
A2 ={\-(2)€Z | eR} N Z = Z.

Ist X eine Menge ausschlieflich ganzzahliger Vektoren, so stellt das Gitter
A(X) jedoch stets ein Untergitter von Ar(X) und dieses ein Untergitter von Z?
dar:

AX) S AL(X) cZ% (7.1.1)

Die Gitter A(X) und Ar(X) haben den Rang rank X und ist rank X < d,
so ist die zweite Mengeninklusion von strikt. Falls dagegen die erste
Mengeninklusion von strikt ist, bildet die Menge X keine Basis von
Ap(X). Eine Basis von Ay (X) wiederum ist eine Menge ganzzahliger Punkte
des L(X), die jeden weiteren ganzzahligen Punkt ganzzahlig darstellt.

Definition 7.1.5. Eine linear unabhingige Menge X = {z1,...,2;} < Z% und
die zugehorige Matrix X = [z - - - x3] € Z(4*) heifen unimodular, wenn X eine
Basis von Ap(X) bildet, das heifst

k
Voe Ap(X) N, M€Z: z=) Nz
i=1
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Mit anderen Worten ist X genau dann unimodular, wenn in die
Gleichheit A(X) = Ap(X) gilt. Es ist hilfreich sich die zwel Spezialfille k = 1
und k& = d anzuschauen und zu beobachten, was Unimodularitét in diesen Fallen
bedeutet.

Der Fall £ =1 Es gilt X = {21} und A(X) = {\ 21| A€ Z}. Das Gitter
AL (X) ist die Menge {\-z1 | A€ R A -2y € Z?} der ganzzahligen Punk-
te der Geraden L(X). Nun ist X genau dann unimodular, wenn auf der
Teilstrecke 0z; von L(X) neben 0 und z; kein weiterer ganzzahliger Punkt
liegt und dies ist genau dann der Fall, wenn die Koordinaten von x; tei-
lerfremd sind.

Der Fall k =d Es gilt L(X) = R, AL(X) = Z¢ und A(X) hat vollen Rang.
Die Menge X ist dann unimodular, falls auch A(X) = Z? gilt, das heift
X eine Gitterbasis des Z¢ bildet und dies stimmt mit dem oben erwihn-
ten Begriff der Unimodularitit einer ganzzahligen quadratischen Matrix
iiberein.

Nachdem der Begriff der Unimodularitét nun auf nicht-quadratische (d x k)-
Matrizen X, beziehungsweise auf deren Spaltenmenge, ausgedehnt wurde, kann
man von Teilmengen einer unimodularen Menge sprechen.

Proposition 7.1.6. Jede Teilmenge einer unimodularen Menge ist unimodular.

Beweis. Sei X eine unimodulare Menge und X’ € X eine Teilmenge. Dann ist
AL (X") € Ap(X) und somit gilt fiir z € Ay (X'):

x=2)\xm a:=2,ul.x.

zeX' zeX

Da X und damit auch X’ linear unabhéngige Mengen sind, ist die Darstellung
von z eindeutig und es gilt A\, = p, fir z € X’ sowie p, = 0 fiir x € X\X'. Da
X unimodular ist, sind alle auftretenden Koeffizienten ganze Zahlen und damit
auch X’ eine unimodulare Menge. O

Fiir Gitter mit vollem Rang d definiert man die Gitterdeterminante.

Definition 7.1.7. Ist A(X) ein Gitter mit vollem Rang d, so ist |det X| die
Determinante von A(X) und wird mit det A(X) bezeichnet.

Die Gitterdeterminante ist unabhingig von der Wahl der Basis X und damit
wohldefiniert. Fiir ganzzahlige Matrizen X ist |det X| eine positive ganze Zahl.
Sie kann als ein Maf fiir die Grofe der Maschen von A(X) angesehen werden.
Das Gitter Z< hat die Gitterdeterminante 1 und je grofer die Determinante eines
Untergitters von Z< ist, desto grober ist dieses Untergitter. Im diesem Falle gibt
det A(X) gerade die Anzahl der Nebenklassen von A(X) in der additiven Gruppe
7% an.

Die folgende Proposition gilt fiir allgemeine regulire quadratische Matrizen
A und Gleichungssysteme der Form Az = b und wird fiir den Beweis des Lem-

mas benotigt.

Proposition 7.1.8. Sei A = [a1---aq] eine regulire (d x d)-Matriz, b ein
weiterer Vektor des R? und A; die quadratische Matriz die durch Ersetzen der
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Spalte a; von A durch b entsteht. Ist X die eindeutige Lisung von Ax = b, so
gilt
det/h = Aidet/L

Beweis. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit i = 1.

detA; =det|b ax - ap
| |
| | |
=det | Xp_; Awar az -+ an
| | |
n | |
= Z A -det | axp  as an,
k=1 | |
=:A1detA

O

Mit den nun bereit gestellten Hilfsmitteln kann das folgende Lemma bewie-
sen werden.

Lemma 7.1.9. FEine Menge X ganzzahliger Vektoren ist genau dann unimodu-
lar, wenn sie zu einer Gitterbasis des 7% erweitert werden kann.

Beweis. Sei X zu einer Gitterbasis X’ des Z? erweiterbar. Nach Korollar [7.1.3]
ist X’ unimodular und nach Proposition ist X als Teilmenge einer unimo-
dularen Menge selbst unimodular.

Fiir die andere Implikation sei X = {xi,...,x;} unimodular. Da X line-
ar unabhingig ist, gibt es d — k ganzzahlige Vektoren, die X zu einer Basis
X' ={x1,..., %k, Zhs1,---,24} des R? ergiinzen. Diese erginzenden Vektoren
seien so gewéhlt, dass die Matrix X’ eine betraglich kleinstmdgliche Determi-
nante aufweist. Sei weiterhin x € Z? ein beliebiger ganzzahliger Punkt. Es gibt
dann Koeffizienten \1,..., g € R, so dass

k d
T = Z \izi + Z iz
i—1

i=k+1

Es soll nun gezeigt werden, dass all diese Koeffizienten ganzzahlig sind und die
gewihlte Erweiterung somit eine Gitterbasis des Z? bildet.

Sei j € {k+1,...,d} ein beliebiger Index. Dann ist () := x — |\;|z; ein
ganzzahliger Punkt mit der Darstellung

k
2 = S N + D Aizi + Njzj.
i=1 ie{k+1,....,d}\{j}

Nun ist A} = A; — [A;] der Abstand von A; zur néchstkleineren ganzen Zahl.

Insbesondere ist A’ € [0;1). Tauscht man zU) fiir z; in die Basis X’ so gilt fiir
die entstandene Matrix X” nach Proposition

det X" = )\;- -det X'.
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Ein positives )\3 wiirde den Absolutbetrag der Determinante senken. Da die Ba-
sis X" aber so gewihlt wurde, dass |det X'| minimal ist, muss A} = 0, also \; € Z
gelten. Da j € {k +1,...,d} beliebig gewihlt wurde, gilt (Apy1,...,\q) € Z47F.
Damit sind

d k
z = Z iz € 2% und x—z=2/\ixiEZd
i=k+1 i=1
ganzzahlige Punkte. Aufferdem wird = — z durch die Menge X dargestellt. Da X
unimodular ist, besteht auch der erste Teil (A, ..., \x) des Koeffizientenvektors
A aus ganzen Zahlen. O

Sei X = {x1,...,2x} eine unimodulare Menge. Das Lemma liefert die
Existenz geeigneter Vektoren 241, ..., zq deren Hinzunahme zu X eine Gitter-
basis des Z? ergeben. Der Beweis des Lemma, legt auch eine Methode dar, diese
Vektoren zu finden.

1. Bestimme beliebige ganzzahlige Vektoren zx1,..., 24, so dass die Menge
X' ={x1,...,Zk, Zk+1,. - ., 24} eine Basis eines Gitters vom Rang d bildet.

2. Ist det A(X') > 1, so bestimme einen Vektor z € ZHN\A(X").
(a) Seiz=X'Aund je{k+1,...,d} ein Index mit \; ¢ Z.

(b) Ersetze z; durch x(9) = x — | \j]z; in X’ und iteriere mit dem neuen
Gitter A(X') kleinerer Determinante.

3. Ist det A(X’) = 1, so bildet X’ eine gesuchte Erweiterung.

Auf diese Weise erhilt man eine wahllose Erweiterung zu einer unimodularen
Menge X. Kennt man bereits eine Erweiterung X’ von X und mdochte zu einem
Vektor x1 entscheiden, ob es eine zweite Erweiterung X” von X mit z;,,., € X”
gibt, so liefert Lemma eine Antwort.

Lemma 7.1.10. Sei eine ganzzahlige Menge {x1, ..., 2z} unimodular und er-
weitere {zx11,...,2q) diese Menge zu einer Basis des 7.%. Sei
k d
Thy1 = Z iz + Z NiZi (7.1.2)
i=1 i=k+1
ein weiterer ganzzahliger Punkt. Dann gilt:
{x1,...,xk41} unimodular — ged(Agt1,--,Aq) =1
Beweis. Sei zunéchst ged(Ag+1,...,A¢) = ¢t > 1. Dann lésst sich jedes \; mit

i€ {k+1,...,d} schreiben als \; = t - u;, wobei u; € Z. Mit der Darstellung

(7.1.2)) gilt dann:

Tk+1

k d
Z Nz +t- Z iZi
=1 i=k+1
1 k d
< ;(karl — Z )\ifﬂi) = Z iz
i=1 i=k+1

‘ d
< ZLk+1 — Z — X = Z HiZi (7.1.3)

i=1 i=k+1
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Damit ist Gleichung eine nicht-ganzzahlige Linearkombination der Vek-
toren x1,...,Zkt1 zu einem ganzzahligen Punkt. Die Menge {x1,..., 2k 1} ist
also nicht unimodular.

Sei nun {z1,...,ZTk+1} nicht unimodular. Es gibt also einen ganzzahligen
Punkt x, dessen Darstellung durch {z1,..., 25,1} nicht-ganzzahlige Koeffizien-
ten beinhaltet. Insbesondere ist der Koeffizient pg.q zum Vektor zpy; keine
ganze Zahl, da {z1,...,z;} unimodular ist. Sei i1 = ¢ mit teilerfremden

¢
a,t € Z. Mit (7.1.2) gilt:

k
T = Z Wi + t$k+1
i=1
k asd d
= x=2ule+z(2)\ixi+lz )\221)
i=1 i=1 i=k+1
k d
a- A a- A
PN r=) (u+ S + Z “2i (7.1.4)
4 t , t
i=1 i=k+1
Die Gleichung ([7.1.4)) ist eine Darstellung des ganzzahligen Punktes = durch
die unimodulare Menge {x1, ..., %k, 2k+1, - - - , 24} Die Koeflizienten dieser Dar-
stellung sind demnach ganze Zahlen. Insbesondere ist % € Z und t somit ein

Teiler von a - \;. Da t kein Teiler von a ist, ist ¢ ein Teiler eines jeden \; fiir
t=k+1,...,d. Aus t > 1 folgt ged(Ag41,...,Aq) > 1. O

Dieser Abschnitt befasste sich mit Gittern im R¢. Eine Menge ganzzahliger
Vektoren, die jeden ganzzahligen Punkt ihres aufgespannten reellen Unterraums
ganzzahlig darstellt, wird als unimodular bezeichnet. Das Lemma besagt,
dass eine Menge ganzzahliger Punkte genau dann unimodular ist, wenn sie zu
einer Gitterbasis des Z¢ erweitert werden kann. Ist von einer Menge X ihre
Unimodularitit bereits bekannt, so liefert das Lemma [7.1.10] eine Methode zur
Priifung der Unimodularitét einer um ein Element gréfseren Obermenge von X.
Dafiir wird jedoch eine Gitterbasis X’ des Z? mit X’ > X benétigt. Der Beweis
des Lemmas [7.1.9] liefert eine Moglichkeit eine solche Erweiterung zu einer uni-
modularen Menge X zu konstruieren. Allerdings ist dies nur ein theoretisches
und kein effizientes Verfahren.

Im néchsten Abschnitt wird ein Algorithmus zur Priifung der Unimodulari-
tat einer Menge ohne die Voraussetzung jeglicher Vorkenntnisse hergeleitet und
erortert.

7.2 Die HERMITE-Normalform

In diesem Abschnitt wird die HERMITE-Normalform, kurz HA F, vorgestellt. Sie
liefert eine weitere Charakterisierung der unimodularen Matrizen X € Z(%*) und
einen Test auf Unimodularitét durch das Bestimmen der HN F. In Abschnitt [T.3]
wird ein effizientes Verfahren angegeben, um die HN Fvon Matrizen mit kleinen
Eintridgen zu bestimmen. Dieses Verfahren wurde bereits in [7] benutzt. Dort
wird unter anderem der enge Zusammenhang zwischen der HAN Fund den soge-
nannten 7T-diagonalisierbaren Matrizen behandelt. Dieser Rahmen ist teilweise
allgemeiner als die Unimodularitit und daher sind einige der hier angefiihrten
Resultate unmittelbare Folgerungen der Aussagen in [7].
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Definition 7.2.1. Eine Matrix X € Z(** vom Rang k ist in HERMITE-
Normalform, wenn es eine reguldre obere Dreiecksmatrix H = (h;;) € Z(k:k)
gibt, so dass

e X" =[HT,0] und
e hy; >0fliralle:i=1,...,k und
e 0< hj; < hyfirallei=1,...,kund j <1 gilt.

Ist X ein Matrix in HN F, so treten nach der letzten Bedingung der Defi-
nition keine negativen Werte in X auf und das eindeutige Maximum der
Elemente jeder Spalte wird von dem Diagonalelement angenommen.

Ist X nicht in HNF, so kann X mittels elementarer Zeilenoperationen iiber
Z in eine Matrix in HERMITE-Normalform tiberfiihrt werden. Die Zeilenopera-
tionen der folgenden Form werden als elementar {iber Z bezeichnet und fiihren,
angewendet auf eine ganzzahlige Matrix, wiederum auf eine ganzzahlig Matrix.
Sie unterscheiden sich so von den elementaren Zeilenoperationen iiber R.

e Das Vertauschen zweier Zeilen.
e Das Addieren einer Zeile ¢ auf eine Zeile j # 1.

e Das Multiplizieren einer Zeile mit —1.

Die Anwendung einer Zeilenoperation auf eine Matrix X € Z(%*) entspricht
der Multiplikation von links mit einer Matrix U € Z(%%, Ist die Zeilenoperation
elementar, so hat die U-Matrix eine der folgenden Gestalten, je nachdem welches
Typs die Zeilenoperation ist.

1 1 1

1 1

Da die Matrizen die Determinante 1 oder —1 haben und sukzes-

sive Anwendung von Zeilenoperationen der Multiplikation der U-Matrizen ent-

spricht, entspricht die Anwendung elementarer Zeilenoperationen auf die Matrix

X der Multiplikation von links mit einer unimodularen Matrix U. Umgekehrt

entspricht auch die Links-Multiplikation mit einer unimodularen Matrix ele-

mentaren Zeilenumformungen, da sich jede unimodulare Matrix als Produkt
von Matrizen der Form schreiben lisst.

Mittels der elementaren Zeilenumformungen lisst sich eine Aquivalenzrelati-

on auf der Menge der ganzzahligen (d x k)-Matrizen vollen Ranges definieren.

Definition 7.2.2. Seien X;, X, € Z(%*) zwei Matrizen vollen Ranges, dann
heifst X links-dquivalent zu X5, wenn es eine unimodulare Matrix U gibt, so
dass X1 =U - X, gilt.
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Dass die mit definierte Relation tatsichlich eine Aquivalenzrelation
bildet, kann bei [16] nachgelesen werden. Wie oben bereits erwdhnt wurde,
kann eine Matrix mittels elementarer Zeilenumformungen in eine Matrix in
HN Fiiberfithrt werden. Daher befindet sich in jeder Aquivalenzklasse mindes-
tens ein Vertreter in HAF. Tatsichlich gibt es genau einen solchen Vertreter
und man kann deshalb von der HERMITE-Normalform einer Matrix X sprechen.
Fiir einen Beweis der Existenz und Eindeutigkeit kann auf [18] verwiesen werden.
Die Existenz folgt jedoch auch aus dem weiter unten angegebenen Algorithmus
zur Berechnung der HERMITE-Normalform einer Matrix.

Definition 7.2.3. Die HERMITE-Normalform (HNF) einer Matrix X € Z(%+)
mit rank X = k ist die eindeutige Matrix in HA Fin der Aquivalenzklasse von
X und wird mit hnf(X) bezeichnet. Aufierdem sei hnf A (X) die obere Dreiecks-
matrix von hnf(X). Die unimodulare Transformationsmatrix, die den Ubergang
von X zu hnf(X) darstellt ist nicht eindeutig bestimmt und so wird mit U eine
beliebige Matrix dieser Form bezeichnet. Es gilt also

han (X

U-X =
[ Og—k,k

)] = hnf(X).

Die Unimodularitit einer Matrix X lasst sich nun anhand ihrer HERMITE-
Normalform hnf(X) ablesen.

Lemma 7.2.4. Fir eine Matriz X € Z(%*) mit vollem Spaltenrank k gilt
X unimodular — hnfA(X) = I k. (7.2.2)
Beuweis.

X unimodular

det[ X, E] =
det U - det[X, E] = £1
det(U - [X,E]) = £1
det[U - X,U - E] = +1

U - X = hnf(X) unimodular
hnf A (X) unimodular
han (X) = Ik k

TTHITT @

Zunéchst wird die vorletzte Umformung noch genauer erldutert. Die Unimodu-
laritdt von hnf(X') bedeutet nach Definition dass alle ganzzahligen Vekto-
ren des reellen Spanns von hnf(X) ganzzahlige Linearkombinationen der Spalten
von hnf(X) sind. Da die letzten d — k Zeilen von hnf(X) ausschliefslich Nullzei-
len sind, reduzieren sich die Linearkombinationen zu Z-Linearkombinationen der
auf die ersten k Zeilen gekiirzten Vektoren, das heifit der Spalten von hnfa (X)
mit denselben Koeffizienten. Daher ist hnf(X) genau dann unimodular, wenn
auch hnfa (X) unimodular ist.

Die letzte Umformung besagt, dass die einzige unimodulare quadratische
Matrix in HA Fdie Einheitsmatrix ist. Da die Determinante einer Dreiecks-
matrix das Produkt der Diagonalelemente ist, stehen bei einer quadratischen
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unimodularen Matrix in HA Fausschliefslich Einsen auf der Diagonalen. Da die
Diagonalelemente das jeweilige eindeutige Maximum ihrer Spalte bilden, sind
alle weiteren Eintrage der Matrix Null und es ergibt sich somit zwangsweise die
Einheitsmatrix. Alternativ folgt diese letzte Aquivalenzumformung des Beweises
aus der Eindeutigkeit der HERMITE-Normalform einer Matrix. O

Mit Hilfe des Lemmas [7.2.4] 1isst sich

Es soll hier noch ein zweites dquivalentes Resultat angegeben und bewiesen
werden, da der Beweis eine Erweiterung einer unimodularen Menge zu einer
Basis des Z? liefert.

Lemma 7.2.5. Fir eine linear unabhingige Menge X = {x1,...,x} ganzzah-
liger Vektoren gilt

X C X fir eine Gitterbasis X des Z° — hnfa (X) = Iy k.

Beweis. Sei zunidchst X zu einer Gitterbasis X des Z? erweiterbar. Dann stellt
X auch eine quadratische Matrix der Determinante +1 dar. Insbesondere ist die
Inverse U von X ganzzahlig und ebenfalls unimodular. Es gilt also:

B Iy
X X

To—k,d—k

(7.2.3)
Werden beide Seiten von (7.2.3)) von rechts mit [Ix x,0]T multipliziert, so ent-
spricht das der Auswahl der ersten k Spalten der jeweils rechten Matrizen. Es
ergibt sich:

Iy 1
U : ) (7.2.4)

Demnach gilt hnfa (X) = Iy k.

Ist umgekehrt die Gleichung gegeben, so bildet X die ersten k Spalten
der Inversen von U und durch Erweiterung von X mit den restlichen Spalten
dieser Inversen ergibt sich (7.2.3). Dadurch wurde X zu einer unimodularen
quadratischen Matrix ergénzt und es folgt die Behauptung. O

7.3 Ein Algorithmus zur Berechnung der HNF

Mit Lemmal[7.2.4 kann ein Test auf Unimodularitit einer Matrix X € Z(4%) mit
vollem Spaltenrang auf das Bestimmen ihrer HERMITE-Normalform hnf(X) zu-
riickgefiihrt werden. Daher wird nun ein Algorithmus dargelegt, der auf Domich
et al. [17] zuriickgeht und in [18] gefunden werden kann.
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Das Verfahren konstruiert die HERMITE-Normalform durch iteratives Be-
rechnen der Spalten mit einem angepassten Euklidischen Algorithmus. Dabei
werden die Eintrage der aktuellen Spalte mittels elementarer Zeilenoperationen
gekiirzt und so konnen in den noch nicht betrachteten Spalten sehr grofse Zwi-
schenergebnisse auftreten, auch wenn die letztendliche HERMITE-Normalform
nur Nullen und Einsen aufweist. Die Zwischenergebnisse kénnen sogar expo-
nentiell grof werden und werden deshalb nach jeder Zeilenoperation mit ein
modulo-Berechnung gekiirzt. Wie und vor allem wie weit gekiirzt werden kann,
wird durch die Eingabematrix X gegeben. Das folgende Lemma stellt die dafiir
notige Grundlage bereit.

Lemma 7.3.1. Sei X € Z(%*) eine Matriz vollen Ranges und X; eine beliebige
requldre (k x k)-Untermatriz von X mit u = |det X;|. Dann gilt

hnf([u ')§k,k]) _ hnf([ofk])

Beweis. Es gilt p- Iy = p- (X;' - X7), da X7 reguléir ist. Weiterhin ist die
Matrix g - X;l ganzzahlig nach Proposition Jede Zeile von p - Iy, 5, 18sst
sich demnach als Z-Linearkombination der Zeilen von X; darstellen, das heift
es gibt eine unimodulare Matrix U, so dass

X X
U- - .
[M : Ik,k] [Ok,k]

Somit sind beide Matrizen in der gleichen Aquivalenzklasse und haben dieselbe
HErRMITE-Normalform. O

Um nun die HERMITE-Normalform von X zu bestimmen, berechnet man
die HERMITE-Normalform der Matrix X', die aus X durch das Anhéngen der
Matrix f - Iy, 1, entsteht. Dies birgt den Vorteil die neuen Zeilen fiir elementare
Operationen zur Verfligung zu haben, um die Zwischenergebnisse im Algorith-
mus betraglich klein zu halten.

Es folgt ein Algorithmus zur Berechnung der HNF der Matrix X in der
urspriinglichen Form. Dieser bekommt zusétzlich die Zahl p aus Lemma
iibergeben und macht essentiellen Gebrauch von den erwihnten Zeilenoperatio-
nen, ohne die zusétzlichen Zeilen der Matrix X' zu generieren.
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Algorithmus 6 Berechnung der HERMITE-Normalform

Input: Eine Matrix X = (z;;) € Z'%F) mit den Zeilen z1,...,zq und eine
natiirliche Zahl p > 0.
Output: Eine Matrix in HERMITE-Normalform.

I:for I1<i<dund 1 <j<kdo

2 Setze x;; < x;; mod L.

3: end for

4: for j =1 bis k do

5: while 35 < 4,7 < d mit i # ¢ und z;; > 24; >0 do
6 Setze x; «— x; — [xij/xizjjxiz.
7 for | =j+1Dbis k do

8 Setze x;; « x;; mod p.
9: end for

10: end while

11: Sei x,, die Zeile mit z,,; # 0.

12: Vertausche die Zeilen x,, und z;.
13: end for

14: for j = 2 bis k do

15: for i =1bis j — 1 do

16: Setze x; « |i;/2i]x;.

17: end for

18: end for

Zunéchst werden in der ersten FOR-Schleife die Eintrige der Matrix modulo
w gekiirzt. Die Kiirzung eines Elementes x;; entspricht der |z;;/p]-fachen Sub-
traktion der j-ten Zeile von p - Iy j, von der Zeile x; und somit einer Folge von
elementaren Zeilenoperationen der erweiterten Matrix X’. Am Ende der Schleife
in Zeile |3[sind alle Eintrdge der Matrix ganzzahlig und in dem Bereich zwischen
0und g —1.

Der Laufindex j der FOR-Schleife in Zeile[]indiziert die aktuelle Spalte, wih-
rend die Indizes ¢ und 7’ der WHILE-Schleife in Zeile [5| zwei Nichtnull-Eintrége
dieser Spalte indizieren, die nicht iiberhalb des Diagonalelementes liegen. Diese
Eintriige werden in Zeile [6|des Algorithmus reduziert, indem das |2;; /z; ;|-fache
der #/-ten Zeile von der i-ten Zeile abgezogen wird. Dies entspricht einem Schritt
des euklidischen Algorithmus. Da jede Zeile, deren Index grofer oder gleich j
ist, in den ersten j — 1 Eintrdgen nur Nullen aufweist, werden die ersten 7 — 1
Spalten durch diese Operation nicht verindert.

Die Eintrage x;;+1,..., % rechts des gekiirzten Elementes x;; werden hin-
gegen unter Umstinden beeinflusst und miissen deshalb in der FOR-Schleife in
Zeile [7] modulo u gekiirzt werden. Dies kann wieder als eine Folge von elemen-
taren Zeilenoperationen mit den Zeilen der Matrix Ij ;, angesehen werden und
dndert daher die HNF der aktuellen Matrix nicht. Am Ende dieser Schleife in
Zeile [9]sind wieder alle Eintrége der Matrix ganzzahlig und im Bereich zwischen
0und p—1.

Die WHILE-Schleife dieser Iteration bricht ab, sobald es in der aktuellen Spal-
te unterhalb oder auf der Diagonalen keine zwei echt positiven Eintrige mehr
gibt, das heift in Zeile [T0] des Algorithmus gibt es nur einen Nichtnull-Eintrag
in {z;j,...,2q} und dieser wird in Zeile 12| durch einen Tausch zweier Zeilen
auf die Diagonale verschoben. Der Wert des Nichtnull-Eintrages entspricht dem
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grofiten gemeinsamen Teiler der Spalteneintrige auf und unter der Diagonalen.

Bricht auch die FORr-Schleife in Zeile [I3]ab, so stellen die ersten k Zeilen von
X bereits eine obere Dreiecksmatrix dar, wihrend in den unteren d — k Zeilen
nur Nullen stehen. Allerdings dominieren die Diagonalelemente x11, ..., Tg; un-
ter Umstédnden die weiteren Eintrége ihrer Spalte noch nicht. Daher werden die
Eintrége jeder Spalte iiberhalb der Diagonalen in Zeile [I6|mit dem Diagonalele-
ment gekiirzt. Hinterher besteht der Eintrag von X an der Stelle (7, j) aus dem
Rest der Division des Eintrages zuvor mit dem Diagonalelement.

Diese modulo-Operation muss jedoch mittels elementarer Zeilenumformun-
gen geschehen und so dndern sich die Eintrige der i-ten Zeile. Da die j-te Zeile
jedoch links der Diagonalen nur Nullen aufweist, wird die Diagonaldominanz
der Spalten kleineren Indexes nicht zerstort.

Theorem 7.3.2. Algorithmus [6] berechnet die HNF einer ganzzahligen Matriz
vollen Zeilenrangs in O(k*d(log i + 1)) arithmetischen Operationen.

Beweis. Hier soll nur die Laufzeit bewiesen und fiir einen Korrektheitsbeweis
auf die obigen Erlduterungen, sowie [I8] verwiesen werden.

Die erste FOR-Schleife durchlduft k - d Iterationen zu je einer arithmetischen
Operation. Eine Iteration der WHILE-Schleife, das heifit eine Ausfiihrung der
Zeile [f] sowie der FOR-Schleife in Zeile [7| bendtigt O(k) Operationen. Die WHI-
LE-Schleife entspricht dem euklidischen Algorithmus zur Berechnung des grof-
ten gemeinsamen Teilers gcd(xj;, . .., zq;) von hochstens d Zahlen, deren Betrag
nach oben durch g beschrénkt ist. Die Schleife besteht daher aus O(dlog ) Ite-
rationen zu je O(k) Operationen und bis zur Zeile [10| einer Iteration der FOR-
Schleife fallen somit O(kdlog ) arithmetischen Operationen an, deren beinhal-
tende Zahlen betraglich durch O(u) beschrankt sind.

Die gesamte FOR-Schleife umfasst k& Iterationen wund somit
O(k(kdlog i+ d)) Operationen. Die letzte FOR-Schleife umfasst hochs-
tens k2 Ausfiihrungen der Zeile Eine Ausfithrung dieser Zeile benétigt O(k)

Operationen und die auftretenden Zahlen werden betraglich nicht grofser als

p".

Die Gesamtlaufzeit des Algortihmus [6] liegt somit in
O(k*d(log ju + 1) + k) = O(k*d(log ju + 1)).

O

Innerhalb des Algorithmus wird darauf geachtet, die Eintriige der Zwischen-
ergebnisse und somit auch des Endergebnisses zwischen 0 und g zu halten. Je
kleiner das p gewihlt wurde, desto kleiner sind demnach die Werte der be-
rechneten HNF. Es ist allerdings entscheidend, dass das dem Algorithmus [f]
ibergebene p tatsdchlich dem Betrag einer grofien Unterdeterminante von X
entspricht. Andernfalls kann nicht davon ausgegangen werden, dass die Opera-
tionen in Zeile 2] und [§ elementaren Zeilenoperationen entsprechen. Dann liegt
das Endergebnis zwar in HA Fvor, stellt aber nicht die HNF der Matrix X dar.

Wird bei der Bestimmung eines korrekten Wertes fiir p eine (k x k)-
Untermatrix von X gefunden, deren Determinante den Betrag 1 aufweist, so
weist die HNF von X nur Nullen und Einsen auf und steht somit bereits ein-
deutig fest. In diesem Fall kann der Aufruf des Algorithmus[6]eingespart werden.
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Korollar 7.3.3. Ist X € Z{%*) eine Matriz mit vollem Spaltenrang k und X
eine (k x k)-Untermatriz von X mit det X; = +1, so gilt hnf(X) = I und X
ist somit unimodular.

7.4 Unimodularitit und Determinanten

Dieser Abschnitt greift das Korollar als hinreichende Bedingung der Uni-
modularitét auf und leitet eine notwendige Bedingung auf Grundlage der grofsen
Unterdeterminanten der Matrix X her.

Unimodularitét der Menge X bedeutet, dass die Losung A des Gleichungs-
systems

X-z=y (7.4.1)

fiir jede ganzzahlige rechte Seite y ganzzahlig ist. Insbesondere ist A dann
bereits die eindeutige Losung eines jeden reguldren quadratischen Untersystems

X] T =Yr (742)

von (|7.4.1]).

Gibt es nun eine Zeilenauswahl I, so dass die quadratische Matrix X bereits
unimodular ist, das heifst det X; = +1, so ist bereits die Losung des Untersys-
tems fiir jede ganzzahlige rechte Seite y; ganzzahlig und somit ist auch
ganz X unimodular.

Diese Bedingung ist jedoch keineswegs notwendig fiir die Unimodularitat der
Matrix X. Ein jedes Untersystem der Form kann eine spezifische ganz-
zahlige rechte Seite y; aufweisen, so dass die zugehdrige Losung nicht ganzzahlig
ist. Ist das Gesamtssystem ([7.4.1) jedoch nur ganzzahlig l6sbar, so heifit das,
dass die rechten Seiten y; nicht passend zu einem grofsen Vektor y zusammen-
gesetzt werden kénnen. Ein Beispiel soll diesen Sachverhalt erldutern.

Beispiel 7.4.1 (Eine unimodulare Matrix X ohne quadratische unimodulare
Untermatrix). Sei X = {(3,2)"} eine einelementige Teilmenge des Z*. Im Ab-
schnitt wurde bereits erwdhnt, dass im Speziallfall kK = 1 eine Menge X
genau dann unimodular ist, wenn die Eintrige des einzigen Vektors in X teiler-
fremd sind. Demnach ist X zwar unimodular, weist jedoch nur die quadratischen
Untermatrizen X1y = (3) und X9y = (2) der Determinante 3 beziehungsweise
2 auf.

In der Abbildung [71] sieht man, dass der ganzzahlige Spann der Unterma-
trizen X¢y und Xy, die Gitter A(X(1y) und A(Xyay), echte Teilgitter von
Ar(X(1y) beziehungsweise Ar(X(oy) sind und somit X1y, und X9y nicht un-
imodular sind. Die ganzzahligen rechten Seiten der Untersysteme

Xgy-r=ypy  uwnd Xy -7 =y,

zu denen die eindeutige Losung nicht ganzzahlig ist, entsprechen den Punktmen-
gen Ap(Xy)\A(Xgy). Diese sind in der Abbildung nicht ausgefillt dar-
gestellt. Diese Punkte lassen sich jedoch zu keinem Punkt des Gitters Ap(X)
kombinieren, wie es hier fir die Punkte (7,0) und (0,5) angedeutet wurde.
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A(X{l}) AL(X{l})

Abbildung 7.1: Die Untervektorrdume L(X), L(X(y) und L(X{y;) und die Git-

ter A(X), A(Xq1y), AL(Xq1y), A(X(2y) und AL(X(oy) des Z? beziehungsweise
VAS

Im Falle des Beispieles und generell im Falle einelementiger unimodula-
rer Mengen X kann ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die grofsen
Unterdeterminanten leicht eingesehen werden. Eine solche Menge X ist ndmlich
genau dann unimodular, wenn die Eintrége des einzigen Vektors (dquivalent
dazu die grofen Unterdeterminanten der Matrix) teilerfremd sind. Tatséchlich
lasst sich diese Aussage flir Mengen mehrerer linear unabhingiger Vektoren
iibernehmen.

Theorem 7.4.2. Eine Matriz X € Z\%*) mit vollem Spaltenrang k ist genau
dann unimodular, wenn

ged{det X; | I < [d],|I| =k} =1.

Um diesen Satz zu beweisen bendtigt man eine weitere Normalform aus der
Algebra der ganzzahligen Matrizen, die SMITH-Normalform.

Definition 7.4.3. Eine Matrix X € Z(@* vom Rang k ist in SmITH-
Normalform, kurz SN'F, wenn es eine Diagonalmatrix S = (s;;) € Zk:k) gib,
so dass gilt:

1. XT =[S,0],
2. s;; ist eine positive ganze Zahl fiir 1 < i < k und
3. sy teilt Sit1,i+1 firl<i<k-—1.

Analog zur HERMITE-Normalform gibt es auch eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der (d x k)-Matrizen, so dass jede Aquivalenzklasse einen eindeutigen
Vertreter in SN Fbesitzt.

Definition 7.4.4. Zwei Matrizen X;, X, € Z(%*) heifen dquivalent, wenn es
unimodulare Matrizen U € Z(*% und V e Z**) gibt, so dass

U-X,-V = Xo.
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Die Multiplikation von rechts mit einer unimodularen Matrix entspricht ei-
ner Anwendung von elementaren Spaltenumformungen iiber Z. Daher sind zwei
Matrizen dquivalent, wenn sie sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen iiber Z ineinander iiberfithren lassen. Uber einem Korper K, das heifit
mithilfe elementarer Zeilen- und Spaltenumformungen iiber K sind je zwei Ma-
trizen gleicher Dimension und gleichen Ranges dquivalent. Da jedoch beispiels-
weise die (1 x 1)-Matrix (3) nicht mittels Operationen iiber Z in die Matrix (1)
iiberfiihrt werden kann, gibt es in diesem Kontext weit mehr Aquivalenzklassen.

Der ausgezeichnete Vertreter in SA/Fder Aquivalenzklasse einer Matrix X
wird mit snf(X) bezeichnet und analog zu hnf A (X) bezeichnet snf A (X) die Dia-
gonalmatrix von snf(X). Die Diagonaleintrage s11, ..., Sgx von snfa (X) heifen
die Elementarteiler der Matrix X und sind somit auch die Elementarteiler jeder
weiteren Matrix in der Aquivalenzklasse von X.

Definition 7.4.5. Sei X eine Matrix und S = (s;;) = snfa(X). Die Zahlen

di(X) =[] s
j=1

heifsen die Determinantenteiler der Matrix X.

Der i-te Determinantenteiler einer Matrix in SNV Fist offenbar der grofte
gemeinsame Teiler aller ¢-reihigen quadratischen Untermatrizen dieser Matrix
und da sich dieser ggT durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen nicht
dndert, gilt das folgende Lemma.

Lemma 7.4.6.
di(X) = ged {det X1 | 1 € [d],J € [k], 1] = ] = i}
Mit diesem Hilfsmittel kann nun das Theorem [7.4.2] bewiesen werden.

Beweis. [von Theorem
Sei zunichst X als unimodular angenommen. Nach Lemma gilt dann

hnfa(X) = I 1, und es gibt eine unimodulare Matrix U € Z{*? | so dass

U-X = [ T ] (7.4.3)
Og—,x

Die rechte Seite von ((7.4.3) stellt eine Matrix dar, die sowohl in HN Fals auch
in SN Fvorliegt. Setzt man V = I, i, so gilt

U-X-V= [ T ] (7.4.4)
04—,k

und die rechte Seite von stellt die SNF der Matrix X dar. Nun gilt
di(I,) = 1 und eine Implikation ist bewiesen.

Fiir die Umkehrung sei di(X) = 1 und y ein beliebiger ganzzahliger Vektor
im Spann von X. Sei I € [d] eine beliebige Auswahl von k Zeilen, so dass

X] T =Yr (745)

ein reguldres quadratisches Gleichungssystem bildet. Sei A die eindeutige Losung
von ([7.4.5)). Nach Proposition ist A gerade 1/det Xj-zahlig. Der Vektor A
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ist jedoch auch die eindeutige Losung jedes quadratischen Untersystems der
Form ([7.4.5) und somit ist A fiir jede reguldre k-reihige Untermatrix X; auch
1/ det X -zahlig. Insbesondere gilt

A-ged{det X | I € [d],|I| =k} e ZF

und mit dx(X) = 1 folgt A € Z*. Die Matrix X stellt demnach jeden ganz-
zahligen Punkt ihres Spanns mit ganzzahligen Koeffizienten dar und ist somit
unimodular. O

Das Theorem [7.4.2] ist dquivalent zu der Aussage
X unimodular — snf A (X) unimodular.

Dies ist das Analogon der SMITH-Normalform zu der Aussage iiber die
HeERMITE-Normalform und kann auch analog zum Lemma bewiesen wer-
den, da die einzige quadratische unimodulare Matrix in SN Fwiederum die Ein-
heitsmatrix ist. Im Gegensatz zur HERMITE-Normalform erlaubt die SMITH-
Normalform nun allerdings eine Interpretation dieses Sachverhaltes im Kontext
der Gitter aus dem Abschnitt [Z.1]

Die Restriktion auf eine Auswahl I von k Zeilen der Matrix X entspricht der
Projektion des Gitters A(X) auf diese k Koordinaten. Das Bild dieser Projektion
ist wiederum ein Gitter und wird von den Spalten der Matrix X erzeugt. Wer-
den linear unabhingige Zeilen gewéhlt, so ist das Gitter A(X;) ein volldimen-
sionales Untergitter des Z* mit der Gitterdeterminante det(A(X;)) = |det X7|.
Je gofer diese Determinante, desto weiter sind die Maschen des Gitters und
desto mehr ganzzahlige Punkte gehen ,yverloren® (Vergleiche Abbildung . Ist
die Gitterdeterminante von A(X;) gleich 1, bildet X also eine Basis des Z¥, so
gehen nach der Projektion keine Punkte verloren und demnach stellt X bereits
vor der Projektion eine Gitterbasis des Z? dar. Dies entspricht der Aussage des
Korollars [T.3.3

Die Determinante einer k-reihigen Untermatrix X7 gibt also die Maschenwei-
te des Gitters A(X;) und somit auch die ,Regelmifigkeit” an, in der ganzzahlige
Punkte bei der Projektion verloren gehen. Besitzen diese Determinanten einen
echten gemeinsamen Teiler, so gibt es demnach Gemeinsamkeiten in diesen ,Re-
gelmiRigkeiten” und somit fiir jede passende Menge I Punkte y; € Z¥\A(X7),
die zu einem Punkt y € AL (X)\A(X) zusammen gefiigt werden kénnen. X ist
dann nicht unimodular.

Ist im Gegenzug der grofte gemeinsame Teiler der groffen Unterdeterminan-
ten gerade 1, so bildet

S= (] Au(X)\AX))

refdl 1=k g,

keine regelméfiige Schnittmenge, beinhaltet demnach kein ,yverschobenes Git-
ter. Das Gitter muss ,verschoben® sein, da der Nullpunkt stets in A(X;) und
somit nicht in S liegt.

Ist X nicht unimodular, so bildet die Menge Ap (X)\A(X) der ganzzahligen
Punkte im Spann, die nicht ganzzahlig dargestellt werden, solch eine regel-
mafsige Schnittmenge und diese Regelmifsigkeit geht bei der Projektion auf k
Koordinaten nicht verloren.



Kapitel 8

Eine Anpassung des
Algorithmus von Horton

8.1 Die Grundidee

Dieser Abschnitt wird die Idee des Algorithmus von Horton auf Kreisbasen iiber
7 erweitern. Die Schliisselerkenntnis beim Algorithmus von Horton, wie er in
Kapitel [ fiir Kreisbasen iiber einem Korper K vorgestellt wurde, ist, dass die
gerichteten Kreise mit der K-linearen Unabhéngigkeit ihrer Inzidenzvektoren
ein Matroid bilden. Das Kapitel [f] zeigte, dass auch auf der Grundlage der ganz-
zahligen Kreisbasen ein Unabhingigkeitssystem definiert werden kann, welches
allerdings kein Matroid ist. Gemé&fi Definition besteht die Grundmenge
dieses Unabhéngigkeitssystems aus allen elementaren Kreisen in D und ist eine
Menge von Kreisen genau dann unabhingig, wenn sie sich zu einer ganzzahli-
gen Kreisbasis erweitern lisst. Es ist allerdings unter Umstédnden schwierig, die
Unabhéngigkeit einer Menge in diesem System zu {iberpriifen, da sich nicht oh-
ne Weiteres kldren lasst, ob eine Kreismenge eine Teilmenge einer ganzzahligen
Basis ist. Es gilt allerdings das folgende Lemma.

Lemma 8.1.1. Ist eine Menge X von gerichteten Kreisen zu einer ganzzahligen
Kreisbasis erweiterbar, so ist X unimodular.

Beweis. Zum Nachweis der Unimodularitdt muss zunéchst ihre lineare Unab-
héngigkeit gezeigt werden. Diese folgt allerdings sofort aus der linearen Unab-
héangigkeit der Basis, zu der X erweitert werden kann.

Sei nun z ein ganzzahliger Punkt aus dem Spann der Menge X und X -\ =z
dessen eindeutige Darstellung mit den Vektoren in X. Der Koeffizientenvektor
X € RIXI Tisst sich durch Nullen zu einem Vektor A € R” erweitern, so dass fiir
die ganzzahlige Kreisbasis X 2 X gilt:

r=X-A=X"-)\ (8.1.1)
Die rechte Seite von (8.1.1)) stellt nun eine, und damit die eindeutige, Linear-

kombination der Basis X zu dem Vektor z dar. Da X eine ganzzahlige Kreisbasis
ist, ist A € Z” und somit auch A ein ganzzahliger Vektor. O

85
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Nach Lemma [B:1.1] ist die Unimodularitit einer Menge Voraussetzung fiir
ihre Unabhéngigkeit in dem von den ganzzahligen Kreisbasen induzierten Un-
abhangigkeitssystem. Da die Unimodularitat gut untersucht ist und mit Algo-
rithmus [6] eine Moglichkeit besteht, diese effizient zu priifen, wird iiber sie ein
neues Unabhéngigkeitssystem definiert.

Definition 8.1.2. Das unimodulare Unabhdingigkeitssystem U ist gegeben durch

e die Menge C aller gerichteten Kreise des Graphen D als Grundmenge und

e die unimodularen Teilmengen von C als System der unabhingigen Mengen.

Dass U tatséchlich ein Unabhéngigkeitssystem geméf Definition bil-
det, folgt aus der Proposition [7.1.6] nach der jede Teilmenge einer unimodu-
laren Menge selbst wieder unimodular ist. Die Basen von U sind die maximal
unabhéngigen Mengen, das heifst diejenigen Teilmengen gerichteter Kreise, die
durch Hinzunahme jedes Kreises ihre Unimodularitét verlieren. Die ganzzahli-
gen Kreisbasen sind genau die v-elementigen Basen von U und somit zunéchst
nur eine Teilmenge aller Basen in U. Der Abschnitt [8:2] wird sich mit der Frage
befassen, ob es Basen in U gibt, die weniger als v Kreise beinhalten.

Bemerkung 8.1.3. Die leere Menge ist linear unabhéngig und somit unimodular.

Es gibt noch weitere Moglichkeiten ein Unabhéngigkeitssystem dieses Kon-
textes zu definieren. Eine solche ist mit der folgenden Definition gegeben.

Definition 8.1.4. Definiere ein Teilmengensystem 5’ der Menge C der gerich-
teten Kreise wie folgt. Eine, nicht notwendigerweise linear unabhéngige, Kreis-
menge X C C ist ein Element von B’, wenn

e spany(X) = Zz(D) und
e spany (X\{C}) # Zz(D) fiir alle Kreise C' € X gilt.

Eine Menge X € B’ besteht demnach aus Kreisen, die jeden weiteren Kreis
des Zykelraumes ganzzahlig darstellen kénnen und diese Eigenschaft verliert, so-
bald man ein beliebiges Element entfernt. Kreismengen mit diesen Eigenschaften
sind inklusionsminimale Erzeugendensysteme des Zykelraumes Zz(D) und als
solche nicht notwendigerweise linear unabhingig. Es sind zwar alle ganzzahligen
Kreisbasen des Graphen in B’ enthalten, es gibt deshalb jedoch auch Mengen
darin, die aus mehr als v Kreisen bestehen.

Auf der Grundlage dieses Mengensystems kann das durch B’ induzierte Un-
abhingigkeitssystem U’ betrachtet werden (Definition . Die Menge der
ganzzahligen Basen ist dann unter Umsténden eine echte Teilmenge der Basen
dieses Systems und eine Menge von Kreisen ist unabhingig, wenn sie zu ei-
ner Menge X € B’ erweitert werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit wird das
Unabhéngigkeitssystem U’ jedoch nicht weiter untersucht werden.

Der hier vorgestellte Algorithmus besteht aus dem greedy-Algorithmus, an-
gewendet auf das Unabhéngigkeitssystem U der unimodularen Kreismengen,
und wird mit dem folgenden Pseudocode in einer Grundversion umgesetzt.
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Algorithmus 7 Eine Anpassung des Algorithmus von Horton an das MICB-

Problem — Grundversion

Input: Ein gerichteter Graph D = (V, A) zusammen mit einer nicht-negativen
Gewichtsfunktion w : A — R{.

Output: Eine Menge gerichteter Kreise in D.

1: Bestimme die Menge C aller gerichteten Kreise des Graphen D.
Sortiere die Kreise in C nach nicht-absteigendem Gewicht (D.h. am Ende
dieses Schrittes kann man w(C) < ... < w(Cjc|) annehmen).

»

3: Setze I «— .

4: for ¢ =1 bis |C| do

5: if T v {C;} unimodular then
6: Setze I « I v {C;}.

7 end if

8: end for

9: return 1.

8.2 FErweiterbarkeit

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Frage, ob eine unimodulare Menge gerich-
teter Kreise stets zu einer ganzzahligen Kreisbasis erweitert werden kann. Lautet
die Antwort auf diese Frage ,Ja“ so ist gewihrleistet, dass der Algorithmus [7]
stets eine ganzzahlige Kreisbasis, also eine zuldssige Losung des MICB-Problems
berechnet. Gibt es andernfalls unimodulare Mengen, die nicht zu einer ganzzah-
ligen Kreisbasis erweitert werden konnen, so kénnte im Verlauf des Algorithmus
die Menge I unter Umstinden gerade solch eine Menge darstellen, was dazu fiih-
ren wiirde, dass die berechnete Kreismenge zwar eine Basis von U, nicht aber
eine ganzzahlige Kreisbasis des Graphen D darstellt.

Proposition 8.2.1. Sei T ein Spannbaum von D = (V, A), X eine Menge von
Zirkulationen und X g\ die Menge der gekiirzten Inzidenzvektoren aus X. Dann
gilt:

X unimodular <= X7 unimodular

Beweis. Sei &) die Basismatrix der Fundamentalbasis zum Baum T. Dann
stellt X 4\7 gerade die Basiswechselmatrix zwischen &) und X dar, das heifit

o™ X = X, (8.2.1)

Sind die Zeilen der Matrizen ®™) und X so sortiert, dass die ersten v Zeilen
von ®) die Einheitsmatrix darstellen, lisst sich (8.2.1) noch einmal etwas

detaillierter aufschreiben.
II/V XA\T
; X = 8.2.2
L,(T)] [ A\T] lXT] (8.2.2)

T

Die Zeilen der Untermatrix (I)FEFT) lassen sich offensichtlich mit elementaren Zei-

lenumformungen durch die Zeilen der Einheitsmatrix darstellen, es gibt also eine
unimodulare Matrix U € Z**), so dass

Iy,y _ IU,V (8 9 3)
@%T) = 0 . 2.
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Die Multiplikation von links mit der verwendeten Matrix U an die Gleichung

(8.2.2) ergibt mit (8.2.3) nun
Il/,l/ _ _XA\T_
. LD(TT’] L] =015

|:IV,1/:| . [XA\T] —-U. XA\T

0 Xr |
Xar| _; [Xar
(o] <o [Ra] w2

Daher sind die beiden Matrizen X und [X a\7,0]" nach (8.2.4) links-dquivalent,
besitzen somit die gleiche HNF und es gilt

hnfA (X) = hnfa( ng\Tl) = hnfA (X 7).

O

Bemerkung 8.2.2. Die rechte Seite der Gleichung ist eine Matrix in
HN Fund somit gerade die Hermite-Normalform der verwendeten Fundamen-
talbasis ®(7). Da auf diese Weise fiir jede Fundamentalbasis han(CD(T)) =1,
gezeigt werden kann, ist jede Fundamentalbasis nach Lemma eine ganz-
zahlige Kreismatrix.

Korollar 8.2.3. Jede unimodulare Menge X gerichteter Kreise lisst sich zu
einer ganzzahligen Zirkulationsbasis erweitern.

Beweis. Sei T ein Spannbaum des Graphen D. Da X unimodular ist, ist auch
X a\r nach Proposition unimodular und somit nach Lemma @ zu einer
ganzzahligen Basis X y\r des Z” erweiterbar.

Jeder der hinzugenommenen Vektoren in X 4,7\ X a\7 legt ein ganzzahliges
Element des Zykelraumes Zr(D) fest, kann also zu einem Inzidenzvektor einer
Zirkulation erweitert werden. Daher kann die gesamte Menge X avr auf den
Koordinaten der Baumbogen so erweitert werden, dass die entstandene Menge
X eine Menge von Zirkulationen darstellt. Diese ist wiederum nach Proposi-
tion unimodular und bildet somit eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von
D. O

Im Kontext allgemeiner Zirkulationen und ganzzahliger Zirkulationsbasen
sind die Begriffe ,unimodular und , Teilmenge einer ganzzahligen Basis“ also
dquivalent. Dies liegt daran, dass durch das Wegfallen der Einschrinkung auf
elementare Kreise die Struktur des Graphen unerheblich fiir die Erweiterbarkeit
einer unimodularen Menge wird.

Der Graph D definiert die ,,Lage* des Zykelraumes iiber Z, einem Untergitter
des ZM! vom Rang v. Die Projektion des Zz(D) auf die Koordinatenmenge
eines beliebigen Cobaumes liefert jedoch stets das Einheitsgitter Z” im R,
aus dem die urspriingliche ,Lage“ des Zz(D) nicht mehr rekonstruierbar ist.
Da bei der Projektion jegliche Linearkombinationen und somit auch jegliche
Z-lineare Unabhéngigkeit und Unimodularitit unverdndert bleiben, kénnen alle
fiir die Erweiterbarkeit relevanten Aussagen und Beobachtungen im Z" gehalten
werden.
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Im Falle elementarer Zirkulationen, das heifst gerichteter Kreise, wird noch
die Auswahl der Punkte des Z", die zu den gerichteten Kreisen gehoren, durch
den Graphen festgelegt. Lisst man jedoch alle Zirkulationen zu, so wird diese
Unterscheidung nicht mehr vorgenommen und die Struktur des Graphen legt
allein noch die Dimension des betrachteten Einheitsgitters fest.

Bemerkung 8.2.4. Betrachtet man gewichtete Graphen im MIZB-Problem, so
wird der Graph wieder benétigt, um einer Zirkulation ihr Gewicht zuordnen zu
kdnnen.

Von der im obigen Beweis gefundenen Menge zusétzlicher Zirkulationen kann
zundchst nicht bewiesen werden, dass sie auch ausschlieflich aus elementaren
Kreisen gebildet werden kann. Es folgen nun einige Kriterien dafiir, dass es
zu einer unimodularen Kreismenge X wenigstens einen gerichteten Kreis gibt,
unter dessen Hinzunahme die Menge unimodular bleibt.

Um ein dquivalentes Kriterium fiir die Erweiterbarkeit einer unimodularen
Menge durch einen elementaren Kreis zu beweisen, wird eine Verallgemeinerung
der Proposition [8.2.1] benétigt.

Proposition 8.2.5. Sei X eine unimodulare Menge von Zirkulationen und
I € A eine beliebige Bogenmenge des Graphen D mit unimodularer Untermatriz
X;. Dann gibt es eine Bogenteilmenge I' von I, die keinen Schnitt enthélt, so
dass bereits X unimodular ist.

Beweis. Sei S € I eine Schnittmenge in I, das heifst eine inklusionsminima-
le Menge von Bogen, deren Entfernung aus D den Zusammenhang zerstéren
wiirde. Sei weiterhin a € S ein beliebiger Bogen in S und 7' 2 S\ {a} ein Spann-
baum von D, der genau den Bogen a mit S gemeinsam hat. Ein solcher Spann-
baum existiert, da A\(S\ {a}) zusammenhingend ist. Sei ®7) die Basismatrix
der Fundamentalbasis zu T und seien die Zeilen von ®(7) so nummeriert, dass
A\T = {a1,...,a,} sowie S = {ag41,-..,a,41} und a = a,41 gilt. Die Matrix
®T) hat demnach die folgende Gestalt.

1
Ok,.—k
1
1
Op_kk
T = 1
0 0| = *
(T)
oy

Die (v+1)-te Zeile von &7 also die erste Nicht-Einheitszeile der Matrix, gehort
zu dem Bogen a = a, 1. Und da nur die Fundamentalkreise der Nichtbaumbo-
gen in S\ {a} den Bogen a benutzen, stehen an den ersten k Stellen dieser Zeile

nur Nullen. Demnach kann die Zeile @EZ}) durch elementare Zeilenumformungen
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mit den Zeilen <I>(Sj\12a} dargestellt werden und es gibt eine unimodulare Matrix

U e ZW=Fv=F so dass

D) D)
U-| S| =[5\, 8.2.5
H [ (529

Mit (8.2.5)) gilt in Analogie zum Beweis der Proposition nun

R
(I)S\a
o) |- Xr = X

(1)
[ hs ]

—(b(T) -

U 0] oS (U0
Jﬁ Ao |- xp = |—at—| - Xi
[o 1| o 0 [T |
| ¥ ns
i
o) Ul
0 |- Xr=|41+] X1

(7) i ]
| P15 ]

XS\a i 7
0 — - X71.
Xns - -

Und damit gilt
han(XI) = han(XI\a)-

Dieses Vorgehen kann nun iteriert werden, bis eine Teilmenge I’ von I er-
reicht wird, die keinen Schnitt mehr enthélt. O

Lemma 8.2.6. Sei X eine unimodulare Menge von Zirkulationen. Dann gibt
es genauw dann einen elementaren Kreis, der X unimodular erweitert, wenn es
eine Auswahl I von v — 1 Zeilen gibt, so dass X; unimodular ist.

Beweis. Sei zuniichst X = X u {2} fiir einen gerichteten Kreis z unimodular
und 7T ein beliebiger Spannbaum, so dass x ein Fundamentalkreis von 7' zum
Nichtbaumbogen a ist. Nach Proposition ist X A\r unimodular und hat
folgende Gestalt:

0

Xar = Xar | (8.2.6)

0
1

Da X 4\ unimodular ist und Rang |X| + 1 hat, gilt nach Theorem

ged {det X; | I € A\T, |I| = |X|+1} = 1.

Da die letzte Spalte von (8.2.6) der Einheitsvektor des Nichtbaumbogens a ist,
weist jede Untermatrix X; mit a ¢ I eine Nullspalte auf und hat demnach
die Determinante 0. Jede Untermatrix X; mit a € I enthélt hingegen die a-te
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Einheitsspalte und hat demnach betraglich dieselbe Determinante wie Xp (q}-
Insbesondere gilt

ged {det X1 | I € (A\D)\ {a},|I] = |X|} =1

und dies ist gleichbedeutend mit der Unimodularitit der Matrix X(a\7)\{a}- Da
[(A\T)\ {a}| = v — 1 gilt, wurde eine geforderte Zeilenauswahl gefunden.

Fiir die Umkehrung sei I eine Auswahl von v — 1 Zeilen mit unimodularer
Matrix X;. Die Wahl der Zeilen entspricht einer Bogenmenge I < A. Enthélt
diese Bogenmenge einen Schnitt, so kann nach Proposition [8.2.5| eine Teilmenge
I’ von I gefunden werden, die keinen Schnitt enthilt und deren Zeilenauswahl
X noch immer unimodular ist.

Enthalte also die Menge I ohne Beschrinkung der Allgemeinheit keinen
Schnitt, das heift, dass A\I zusammenhingend ist und daher ein Baum T in
der Bogenmenge A\I gewihlt werden kann. Beziiglich dieses Baumes stellt I, da
|I| < v, eine echte Teilmenge des Cobaumes A\T dar. Sei a € (A\T)\I ein Nicht-
baumbogen aufierhalb der Menge I und C der Fundamentalkreis des Bogens a
beziiglich des Baumes 7. Die Erweiterung der Menge X durch diesen elementa-
ren Kreis C fiihrt auf die folgende gekiirzte Kreismatrix der neuen Kreismenge
X=Xu{C}

0
X
Xar =
X
0
1

Da die Matrix X; bereits unimodular ist, also der grofte gemeinsame Teiler
der Determinanten ihrer grofen quadratischen Untermatrizen gleich 1 ist, sind
bereits die Determinanten der grofen quadratischen Untermatrizen von X Iu{a}
teilerfremd und somit X, und insbesondere auch X unimodular. O

Die Proposition [8:2.1] besagt, dass jede Cobaum-Zeilenauswahl I einer uni-
modularen Menge X zu einer unimodularen Untermatrix X fiihrt. Diese Unter-
matrix hat gerade v Zeilen, wihrend das Lemma besagt, dass die unimo-
dulare Menge X genau dann durch eine elementare Zirkulation erweiterbar ist,
falls es sogar eine (v — 1)-elementige Zeilenauswahl I’ gibt, die eine unimodu-
lare Matrix X bestimmt. Als Néchstes wird ein Beispiel fiir eine unimodulare
Kreismenge eines Graphen angegeben, in der keine (v —1)-elementige Teilmenge
I’ einer Cobaummenge I auf eine unimodulare Untermatrix fiihrt.

Beispiel 8.2.7. Betrachte den Graphen D aus Abbildung[8-1 und die ganzzah-
lige Zirkulationsbasis B aus dem Beispiel[6.3.} Die ersten finf Zirkulationen
von B sind elementar, wihrend die letzte Zirkulation die Menge zwar unimo-
dular erweitert, jedoch eine nicht-elementare Zirkulation ist. Sei X die Menge
der ersten fiinf Kreise. Der im Beispiel [6.3.4] gewihite Cobaum entspricht einer
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Abbildung 8.1: Der Graph D und die Zirkulationsbasis B aus Beispiel [6.3.4] Der
gewéhlte Spannbaum A\7 ist dick eingezeichnet.

Auswahl von v = 6 Zeilen I mit zugehériger unimodularer Matriz X;.

1 -1 0 -1 0
00 1 0 -1
0 -1 0 1 0
Xi=|o 1 o0 1 (8.2.7)
0O 0 1 O 1
00 0 1 1

Eine Teilauswahl I' von v — 1 dieser Zeilen fiihrt nun auf eine quadratische
(5x5)-Matriz X1. Die Unimodularitit dieser Matriz kann durch die Berechnung
threr Determinante bestimmt werden. Es gibt genau sechs solcher Teilmengen
und somit sechs Determinanten, die betrachtet werden miissen.

det X{172’3’4’5} =4 det X{1,2,3A’476} =3 det X{1,2,3,5,6} = -2
det X{1,2,4,5,6} =2 det X{1,374,576} =3 det X{2,374,5,6} =0

Die sechs auftretenden Determinanten sind teilerfremd, was noch einmal die
Unimodularitit der Matriz X bezeugt. Es taucht jedoch keine +1 auf und so
ist keine dieser Teilmengen unimodular. Dies bedeutet unter anderem, dass kein
Fundamentalkreis des gewdhlten Baumes die Menge X ganzzahlig erweitern
kann. Es gibt jedoch andere elementare Kreise, die die Menge X unimodular
erweitern.

Es konnte im Umfang dieser Diplomarbeit nicht geklirt werden, ob jede uni-
modulare Menge von Kreisen zu einer ganzzahligen Kreisbasis erweitert werden
kann. Diese Vermutung konnte weder bewiesen noch durch die Angabe eines
Gegenbeispiels widerlegt werden.
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8.3 Der Algorithmus

Der Algorithmus, der hier vorgestellt wird, basiert auf der im Abschnitt[8.1]gege-
benen Grundversion und arbeitet mit unimodularen Kreismengen. Daher endet
Algorithmus [7|mit einer Basis des Unabhiingigkeitssystems U der unimodularen
Kreismengen. Es konnte mit den Betrachtungen des Abschnittes [8:2] allerdings
weder bewiesen noch widerlegt werden, dass jede Basis von U auch eine ganz-
zahlige Kreisbasis ist. So wird der folgende Algorithmus als eine Heuristik fiir
das MICB-Problem, die unter Umsténden unzuldssige Losungen berechnet, an-
zusehen sein.

Da Algorithmus [7]im Grunde dem greedy-Algorithmus, angewendet auf das
Unabhingigkeitssystem U, entspricht, ist seine Laufzeit polynomial in der Gro-
e der Grundmenge, das heift polynomial in |C|, der Anzahl aller elementaren
Kreise in D. Diese Anzahl ist jedoch in der Regel exponentiell in Bogen- und
Knotenzahl des Graphen und die Laufzeit somit nicht durch ein Polynom in
der Groke des Graphen beschrinkt. Im Algorithmus von Horton, wie er im
Kapitel [4 vorgestellt wurde, wird dieses Problem mit der Ersetzung der Grund-
menge C durch eine kleine Teilmenge, der Horton-Familie H von (D, w), gelost.
Dadurch wird auch das System der unabhéngigen Mengen auf die unimodularen
Teilmengen der Horton-Familie begrenzt und man erhélt ein weiteres Unabhén-
gigkeitssystem mit kleinerer Grundmenge.

Definition 8.3.1. Das unimodulare Horton-Unabhdngigkeitssystem, kurz UH-
System, ist gegeben durch

o die Horton-Familie H der Instanz (D, w) als Grundmenge und

o die unimodularen Teilmengen von H als System der unabhingigen Men-
gen.

Durch diese Einschrinkung kann die Laufzeit zwar gering gehalten werden,
es konnten nun allerdings wichtige unimodulare Mengen wegfallen. Es ist na-
tiirlich eine viel stirkere Annahme, dass eine unimodulare Menge stets sogar
durch einen Horton-Kreis unimodular erweitert werden kann und in ihrer vollen
Allgemeinheit kann man diese auch widerlegen.

Beispiel 8.3.2. Betrachte erneut das Beispiel [8.2.7 Es wurde gezeigt, dass
kein Fundamentalkreis des gewdhlten Spannbaumes die unimodulare Menge X
unimodular erweitert. Wahlt man nun die Bogengewichte auf dem Spannbaum
0 und auf allen ibrigen Bdgen 1, so sind genau diese Fundamentalkreise die
einzigen Horton-Kreise der Instanz (D, w) und die Kreismenge X durch keinen
Horton-Kreis unimodular erweiterbar. Allerdings enthdlt die Menge X bereits
vier Nicht-Hortonkreise und ist daher selbst keine Menge des UH-Systems.

Die Vermutung, dass jede Basis des UH-Systems, v-elementig, das heifst eine
ganzzahlige Kreisbasis ist, bleibt unbewiesen. Trotzdem erhidlt man mit dem
Ersetzen des Unabhéngigkeitssystems U durch das UH-System nun eine poly-
nomielle Heuristik fiir das MICB-Problem.
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Algorithmus 8 Eine Variante des Algorithmus von Horton fiir das MICB-

Problem

Input: Eine Instanz (D, w) des MICB-Problems aus einem gerichteten Graphen
D = (V, A) und einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w: A — R{.

Output: Eine Basis des UH-Systems von (D, w).

1: Pertubiere die Bogengewichte so, dass alle kiirzesten Wege beziiglich w ein-
deutig sind.

2: Bestimme die Horton-Familie H von (D, w).
Sortiere die Kreise in H nach nicht-absteigendem Gewicht (D.h. am Ende
dieses Schrittes kann man w(Cy) < ... < w(Cy)) annehmen).
Setze I = (.
for i = 0 bis |H| do

if T U {C;} unimodular then

Setze I «— I U {C;}.

end if
end for
10: return .

b

R O A

Der Test auf Unimodularitit in Zeile [6] kann mittels Algorithmus [6] durchge-
fiihrt werden. Dadurch fallt fiir jeden Kreis in H ein Aufruf dieses Algorithmus
mit je O(i?v(log  + 1)) Operationen an. Die Gesamtlaufzeit liegt demnach in

O(|A| V|3 (log p + 1)). (8.3.1)

Die Anzahl der HNF-Berechnungen ldsst sich jedoch von |H| = |A]|V]| auf
v —1 = |A] — |V| reduzieren. Nach dem Beweis des Lemmas stellt die
unimodulare Ubergangsmatrix U bei der Darstellung der HNF von I gerade die
Inverse einer moglichen unimodularen Erweiterung von I dar, falls 7 unimodular
ist. Diese Ubergangsmatrix kann wihrend der Bestimmung der HNF berechnet
werden, ohne die Laufzeit entscheidend zu erhdhen.

Sei also Algorithmus [6] nur aufgerufen, wenn in Zeile [7] tatséichlich ein neues
Element der Menge I hinzugefiigt wurde und sei bei dieser Berechnung auch die
unimodulare Ubergangsmatrix U ausgegeben. U kann nun dazu benutzt werden,
die Unimodularitat der Menge I u {C'} zu testen. Nach Lemma erweitert
C die Menge I genau dann unimodular, wenn fiir eine Darstellung

11| v
C = Z MeCr + Z AUk (8.3.2)
k=1 k=|1]+1

des Kreises C' durch die erweiterte Basis 1 u U™! gilt:
ng()“IPrla SERE) )\IJ) =1

Der Koeffizientenvektor A von ist durch U - C gegeben und kann in
O(v?) bestimmt werden. Der grofte gemeinsame Teiler der Zahlen Mg i1, ..., A,
lasst sich in O(log” ™" \naz) = O(n) berechnen. Die Gesamtlaufzeit dieser Va-
riante ergibt demnach:

O(v*(log p+ 1) + |Al V] (v* + 1))
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8.4 Suboptimalitit

Der angepasste Algorithmus von Horton (Algorithmus [8) besteht im Kern aus
dem greedy-Algorithmus angewendet auf das UH-System. Dieses ist zwar ein Un-
abhéngigkeitssystem, der Abschnitt[6.1]zeigte allerdings, dass dieses kein Matro-
id bildet. Dies kénnte dazu fithren, dass nicht alle Basen die gleiche Méchtigkeit
aufweisen oder dazu, dass der greedy-Ansatz suboptimale Ergebnisse liefert.

Die Existenz von Basen mit weniger als v Kreisen konnte nicht belegt werden,
die Sehnen-Graphen des Kapitels 2] ermdglichen es jedoch, eine Beispielinstanz
(D, w) eines gewichteten Graphen anzugeben, bei der der Algorithmus [8| mit
einer ganzzahligen Kreisbasis endet, deren Gewicht {iber dem einer MICB liegt.

Da der greedy-Algorithmus, angewendet auf das entsprechende Matroid, ei-
ne minimale gerichtete beziehungsweise minimale ungerichtete Kreisbasis findet,
muss in einem solchen Beispiel sowohl jede MUCB als auch jede MDCB nicht-
ganzzahlig sein. Aufserdem soll der Algorithmus in einer Iteration eine Fehlent-
scheidung treffen, das heifst einen Kreis C' aufnehmen, der zwar die billigste
unimodulare Erweiterung darstellt, durch dessen Aufnahme jedoch mindestens
zwei, nur leicht teurere, Kreise C7 und C5 nicht mehr hinzugefiigt werden kon-
nen.

Das Fehlschlagen der Aufnahme der Kreise C; und Cs kann zum Beispiel
darauf beruhen, dass diese zwar linear unabhingig mit den bisherigen Kreisen
sind, die Unimodularitét allerdings verletzt wird.

Die Idee ist nun, dass C; und C5 der Innen- und der Aufienkreis des Sehnen-
Graphen ist und die Aufnahme eines von beiden auf die eindeutige MUCB und
die Aufnahme des anderen auf die eindeutige MDCB fiihrt.

Des Weiteren soll der néchste Kreis C’ in der sortierten Reihenfolge zwar auf
eine ganzzahlige Kreisbasis fithren, allerdings so teuer sein, dass es giinstiger ist
{C4, Oy} statt {C,C'} zu wihlen.

Beispiel 8.4.1 (Eine Instanz (D, w), fiir die der Algorithmus [§] suboptimal
endet). Fir die Umsetzung der oben skizzierten Idee sucht man zundchst den
kleinsten Zirkulanten mit einem passenden minimalen Tupel (i,a). Dieses sollte
derart sein, dass beispielsweise a eine gerade Zahl ist und demnach die i-te In-
nenbasis gerichtet aber nicht ungerichtet ist, und dass i eine ungerade Zahl # 1
ist und die a-te Auflenbasis somit ungerichtet aber nicht ganzzahlig ist. Tabel-
le listet alle geschlossenen Tupel der ersten Zirkulanten bis zum Auftreten
eines solchen Falles auf.

Das Tupel (3,2) des 11, 3-Zirkulanten erfillt die gewiinschten Eigenschaften:

e Die 3-te Innenbasis hat die Determinante 2 und ist damit gerichtet aber
nicht ungerichtet.

e Die 2-te Auflenbasis hat die Determinante 3 und ist damit ungerichtet aber
nicht ganzzahlig.

Nun wird durch den Einsatz von Briicken der verallgemeinerte Petersen-
Graph P11 3 erhalten und ein Sehnen-Satz festgelegt, der es ermdglicht, eine Bo-
gengewichtung festzulegen, unter der sich Innen- und Aufenbasis wie gewiinscht
zueinander verhalten.

Die Abbildung zeigt einen minimalen Kreis des Tupels (3,2) im P11 3 und
die Lage seiner Sehne s. Der zweite Ubergang verindert lediglich die Einbettunyg,
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Zs, | 1] 0 1 2 3 4 |5
a| 3 2 1 1 2 [0
Zip | i 0 1 2 38 4 5 6 |7
ol 2 3 1 1 3 2 [0
Zrs |i| 0 1 2 3 4 5 6 |7
el 3 1 2 2 1 3 [0
Zss | 1| 0 1 2 8 4 5 6 7 |8
a| 8 3 2 1 4 1 2 3 [0
Zoo |i| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 |9
a| 9 2 4 3 1 1 3 4 2 [0
Zos |i| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 |9
a| 9 4 1 3 2 2 3 1 4 [0
Zios |i] 0 1 2 B3 4 5 6 7 8 9 |10
a0 3 4 1 2 5 2 1 4 3 0
Zn,|i| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11
a1l 2 4 5 3 1 1 3 5 4 2 [0
Zus|i| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11
a1l 3 5 2 @ 4 4 1 3 5 3 0

Tabelle 8.1: Alle geschlossenen Tupel der ersten neun Zirkulanten. Die minima-
len Tupel sind hervorgehoben.

indem der Innenkreis ein Stick im Uhrzeigersinn gedreht wird, wéihrend beim
letzten Ubergang der gesamte Sehnen-Satz S dick eingezeichnet ist. Der am
Ende dieser Konstruktion erhaltene Graph wird mit D bezeichnet und weist
eine zyklomatische Zahl von v(D) = 23 auf.

Die in D verwendeten Sehnen verlaufen zwischen dem Innen- und Auflen-
kreis und bilden somit eine weitere Briickenmenge, wie dies bereits im Bei-
spiel[3.3.7 der Fall ist. Sei nun die Gewichtung w wie folgt definiert:

wa =5 wg =19 wg =19 wr =5

Unter dieser Gewichtung gibt es genau 22 Kreise mit einem Gewicht von héchs-
tens 53.

e Die 11 Kreise aus je einer Bricke, einer Auflenkante, einer Innenkante
und einer Sehne erhalten das Gewicht 48.

e Die 11 Kreise aus je einer Briicke, einer Auflenkante, zwei Innenkanten
und einer Sehne erhalten das Gewicht 53.

Diese Kreise entsprechen der paarweisen Aufteilung der 11 minimalen Kreise
des Tupels (3,2). Die Kreise mit den ndchsthéheren Gewichten sind

o der Innenkreis mit Gewicht 55,
o der Auflenkreis mit Gewicht 55,

o die 11 Kreise mit je vier AufSenkanten, einer Briicke und einer Sehne mit
Gesamtgewicht 58,
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Abbildung 8.2: Die Konstruktion des Graphen D aus dem verallgemeinerten
Petersen-Graphen P, 3, die Lage der Sehne s eines minimalen Kreises des Tu-
pels (3,2) und der komplette Sehnen-Satz S.

e die 11 Kreise mit je drei Auflenkanten, zwei Briicken und einer Innenkante
mit Gesamigewicht 58 und

o die 11 Kreise mit je drei Aufenkanten, zwei Sehnen und einer Innenkante
mit Gesamigewicht 58.

All diese Kreise gehdren der Horton-Familie an und werden daher in einer Rei-
henfolge ihrer nicht-absteigenden Gewichte vom Algorithmus[8 betrachtet. Die 22
Kreise mit einem jeweiligen Gewicht von héchstens 53 bilden eine unimodulare
Menge und werden daher vom greedy-Algorithmus gewdhlt. Diese unimodulare
Kreismenge sei im Weiteren mit I und der zuletzt darin aufgenommene Kreis
vom Gewicht 53 mit C bezeichnet. Die Wahl des Kreises C' wird sich als falsch
herausstellen, das heifit, dass I\C nicht aber I zu einer MICB erginzt werden
kann.

Nach C weisen nun der Innenkreis Cy und der Auflenkreis Co das ndchst-
hohere Gewicht auf. Da I v Cy die 3-te Innenbasis des Graphen D bildet, hat
diese die Determinante 2, ist also nicht unimodular. Die Menge I U Co bildet
hingegen die 2-te AufSenbasis von D, hat die Determinante 3 und ist somit auch
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Abbildung 8.3: Eine von Algorithmus [§] gefundene ganzzahlige Kreisbasis von
(D,w) mit dem Gesamtgewicht 2280.

Xy - 0
= 48 w = 5H3 w = b w = 55

Abbildung 8.4: Die eindeutige minimale ganzzahlige Kreisbasis von (D, w) mit
dem Gesamtgewicht 2279.

nicht unimodular. Der ndchste Kreis, der fir den Algorithmus nun in Frage
kommt, hat ein Gewicht von 58 und sei mit C' bezeichnet. Es gilt nun

det(IuC') =1 det((1\C) U {C1,Ca}) = 1
w(I U C') = 2280 w((1\C) U {C4, C}) = 2279

und somit ist die vom greedy-Algorithmus berechnete Basis I u C’
(Abbildung tatsdichlich schwerer als die minimale ganzzahlige Basis
(I\C) u {Ch,Cs} dieser Instanz (Abbildung[8.4).

Der Graph D des obigen Beispieles beinhaltet die zwei betrachteten
ganzzahligen Kreisbasen

31=IUC/ und BQZ(I\C)U{Cl,CQ}.

Die Bogengewichtung wurde so gesetzt, dass By und By zu den kleinsten ganz-
zahligen Kreisbasen gehoren und auferdem w(B1) > w(Bs) erfiillt ist. Die dazu
benutzten Gewichte kdnnen nun etwas verdndert werden, dass sich die Gewich-
te von B; und B annihern und schlieflich gleich sind, ohne dass eine weitere
ganzzahlige Kreisbasis ein geringeres Gewicht als diese Basen erhélt. Dann sind
sowohl B; als auch By minimale ganzzahlige Kreisbasen mit der Besonderheit,
dass sich die Folge der Basiskreis-Gewichte unterscheidet. Dies belegt dann, dass
eine Entsprechung des Korollars [1.2.2]fiir Kreisbasen iiber Z nicht gilt. Dort wird
bewiesen, dass die Folge der Gewichte einer jeden minimalen Kreisbasis iiber ei-
nem Korper K eindeutig ist und die folgende Instanz belegt, dass zwei minimale
ganzzahlige Kreisbasen sich in dieser Gewichtsfolge unterscheiden kénnen.
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Beispiel 8.4.2 (Eine Instanz (D, w') mit zwei minimalen ganzzahligen Kreis-
basen mit unterschiedlicher Gewichtsfolge). Sei D erneut der Graph aus dem
Beispiel[8.4.1] und w' eine neue Bogengewichtung mit

wy =4 wp =15 wy =15 wh = 4.
Dann stellen die oben erwdhnten Kreisbasen
Bi=IuC und ~ Bs = (I\C) u {C1, 0y}

zwei minimale ganzzahlige Kreisbasen von (D, w') dar. Fir die nicht-absteigend
sortierten Folgen wy, und wo der Basiskreis-Gewichte von By beziehungsweise
B gilt dann:

wy = (38,...,38,42,...,42,46)
—_— ———
11x 11x
wo = (38,...,38,42,...,42,44,44)
W_/ H_/

11x 10x
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Kapitel 9

Eine Anpassung des
Algorithmus von De Pina

9.1 Zeugen

Zur Verifikation der K-linearen Unabhéngigkeit eines Kreises C' mit einer Menge
X bereits gewéhlter Kreise wurden im Abschnitt des Kapitels || die Zeugen
eingefithrt. Durch den Ubergang auf Kreisbasen iiber Z ist man jedoch nun
vielmehr an der Unimodularitit der Vereinigung X U {C'} einer unimodularen
Menge X mit einem Kreis C interessiert. Im Abschnitt [7.1] des Kapitels [7] wurde
bereits mit Lemma [7.1.10] eine Moglichkeit angegeben die Unimodularitét der
Menge X U{C'} mit diesen Voraussetzungen zu priifen. Allerdings muss dazu eine
Erweiterung der unimodularen Menge X zu einer quadratischen unimodularen
Matrix, das heifit einer Gitterbasis des Z¢, bekannt sein.

Nach der Proposition [8.2.1] geniigt es, sich zum Test der Unimodularitét
auf die gekiirzten Inzidenzvektoren eines Cobaumes einzuschrianken. Dann gilt
d = v und eine Gitterbasis des Z" ist eine ganzzahlige Zirkulationsbasis des
Graphen. In diesem Rahmen soll das Lemma[7.1.10| noch einmal wiedergegeben
werden.

Lemma 9.1.1. Sei X = {C,...,Cx} eine unimodulare Kreismenge,
{Zk+1,..., 2y} Zirkulationen, die X zu einer ganzzahligen Zirkulationsbasis er-
gdnzen und C ein weiterer Kreis mit der Darstellung

k v
i=1 i=k+1
Dann gilt
X v {C} wnimodular <— ged(Mgt1,.-.,A) = 1. (9.1.1)

Die rechte Seite der Aquivalenz (9.1.1)) im Lemma kann so abgeschwicht
werden, dass die neue Bedingung zwar hinreichend aber nicht linger notwendig
fiir die Unimodularitdt der Menge X u {C'} ist.

101
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Korollar 9.1.2. Sei X = {Cy,...,Cx} eine unimodulare Kreismenge,
Z ={Zks1,...,2,} eine Zirkulationsmenge, die X zu einer ganzzahligen Zir-
kulationsbasis ergdnzt und C ein weiterer Kreis mit der Darstellung

v

k
C=YNCi+ Y NZs.
=1

i=k+1
Dann gilt
X v {C} unimodular < XN =11 fireinie{k+1,... ,v}.

Die Aussage dieses Korollar folgt auch unmittelbar aus Proposition [7.1.8]
nach der
det(X U 2\ {Z:} U {C}) = |\ - det(X U Z)| = |\ 9.1.2)

gilt. Wird demnach nur ein A-Koeffizient bendtigt, um bereits einen groften
gemeinsamen Teiler von 1 zu erhalten, so erhdlt man mit Korollar [9.1.2] eine
unimodulare Menge X U {C} und mit bereits eine Erweiterung 2\ {Z;}
dieser Menge zu einer ganzzahligen Zirkulationsbasis. Zur schnellen Bestimmung
des Koeffizienten \; in der Darstellung eines Kreises durch eine ganzzahlige
Basis, wird erneut ein Zeuge definiert.

Definition 9.1.3. Sei Z = {Z1,..., 7, } eine ganzzahlige Zirkulationsbasis. Der
Zeuge der Zirkulation Z; ist die eindeutige Losung S; des Gleichungssystems

' Z=el.

Lemma 9.1.4. Sei Z ={Z;,...,7Z,} eine ganzzahlige Zirkulationsbasis und S;
der Zeuge der Zirkulation Z;. Dann gilt fiir jede Zirkulation C':

STC =41 < 2\{Z}u{C} unimodular

Beweis. Sei C' = >, \;Z;, die Darstellung der Zirkulation C' durch die Basis Z.
Dann gilt
SIC = ST MZk) = Y M- ST Zi = N

Demnach ist genau dann \; = £1, wenn S] C = £1 gilt. 0O

9.2 Der Algorithmus

Die Ergebnisse des letzten Abschnittes kbnnen nun dazu verwendet werden, den
Algorithmus von De Pina an ganzzahlige Kreisbasen anzupassen. Innerhalb des
Algorithmus wird eine Menge C' gehalten, die anfangs leer ist, und der nach und
nach Kreise so hinzugefiigt werden, dass die Menge stets unimodular bleibt. Es
wird aufterdem eine Menge Z von Zikulationen unterhalten, die stets die Menge
C zu einer ganzzahligen Zirkulationsbasis ergénzt. Diese Menge Z wird demnach
im gleichen Mafse schrumpfen, wie C' anwiéchst.

Der Algorithmus besteht aus v Iterationen, wobei in jeder Iteration 7 eine
Zirkulation Z; aus Z gewihlt wird, die Menge Z zu verlassen. Dann wird ein
kiirzester Kreis C; berechnet, der C' so erginzt, dass nach dem Entfernen von
Z,; aus Z und dem Einfiigen von C; in C, die Vereinigungsmenge C' v Z wieder
eine ganzzahlige Zirkulationsbasis ergibt.
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Kann ein solcher Kreis C; in jeder Iteration gefunden werden, so stellt nach v
Iterationen die Menge C' eine ganzzahlige Kreisbasis des Graphen dar, wéhrend
Z die leere Menge ist.

Algorithmus 9 Eine Anpassung des Algorithmus von De Pina — iterative Va-

riante

Input: Ein Paar (D, w) aus einem gerichteten Graphen D = (V, A) und einer
Gewichtsfunktion w : A — R{.

Output: Eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von D.

Setze C = .
Bestimme eine beliebige ganzzahlige Zirkulationsbasis Z von D.
for i =1 bis v do
Bestimme die eindeutige Losung S; des Gleichungssystems 2" Z = e;.
Berechne einen kiirzesten Kreis C; mit SiT C; = £1.
Setze C «— C v {C;}.
Setze Z «— Z\{Z,;}.
end for
return /.

Im Abschnitt des Kapitels iiber den Algorithmus von De Pina fiir Kreis-
basen iiber K wurde bereits erwahnt, dass die Einschréinkung der Kandidaten-
menge auf die Kreise zu einem vorab gewihlten Zeugen im Falle ganzzahliger
Kreisbasen zu Problemen fiihren kann. Das heifst, dass ein Zeuge unter Um-
stdnden so gewahlt wird, dass ein kurzer Kreis C' zun#chst nicht gew#hlt wird,
da er nicht das passende Skalarprodukt mit diesem Zeugen aufweist. Die Wahl
des Kreises, der stattdessen in die Basis aufgenommen wird, kann die Zeugen
der kommenden Iterationen jedoch so beeinflussen, dass der kurze Kreis C' auch
spater nicht mehr aufgenommen werden kann.

Im Folgenden wird ein solches Beispiel angegeben. Dieser Effekt kann nur bei
Instanzen (D, w) auftreten, in denen eine minimale ungerichtete Kreisbasis nicht
ganzzahlig ist, denn sind alle minimalen ungerichteten Kreisbasen ganzzahlig,
so insbesondere auch die von Algorithmus [3] aus dem Kapitel [5] berechnete. Die
Menge I der bereits bestimmten Kreise ist dann stets eine Teilmenge des End-
produktes und somit unimodular. Die Zeugen des ganzzahligen Algorithmus von
De Pinag waren dann in jeder Iteration auch mdogliche Zeugen des ungerichte-
ten Algorithmus von De Pina. Da im ungerichteten Algorithmus [3] ein Kreis C;
gewahlt wird, der I unimodular erweitert, kommt dieser Kreis auch im ganzzah-
ligen Algorithmus[]in Frage. Beide Algorithmen wihlen somit in jeder Iteration
den gleichen oder gleichwertige Kreise.

Ist also wopr(MUCB) = wopr(MICB), so ist die hier vorgestellte Vari-
ante[9]des Algorithmus von De Pina korrekt. Ein Beispiel, in dem Algorithmus[9]
suboptimal endet, besteht daher aus einer Instanz (D, w), deren minimale ganz-
zahlige Kreisbasen teurer als ihre minimalen ungerichteten Kreisbasen sind.

Beispiel 9.2.1 (Eine Instanz, in der Algorithmus |§| suboptimal endet). Dieses
Beispiel wurde bereits in [15] betrachtet, um die Eigenstindigkeit des MICB-
Problems gegeniiber des MUCB-Problems zu belegen.

Betrachte den verallgemeinerten PETERSEN-Graphen Pii4 aus der Abbil-
dung[9.11 Die Tabelle[9.1] gibt eine Liste der geschlossenen Tupel dieses Graphen
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Abbildung 9.1: Der verallgemeinerte PETERSEN-Graph Pi; 4 mit dem Spann-
baum 7T und den Nichtbaumkanten e,_; und e,.

und zeigt, dass (3,1) ein minimales Tupel ist. Demnach hat die 1-te Aufenbasis
BW des Py1.4 die Determinante 3 und ist somit zwar ungerichtet aber nicht
ganzzahlig. Unter der Gewichtsfunktion

wA=4 w3=12 ’LU]=5

besteht B aqus genau den v = 12 Kreisen in (Pi1.4,w) mit einem Gewicht von
hochstens 44. Der Aufenkreis erhdlt das Gewicht 44, wahrend die elf minimalen
Kreise des Tupels (3,1) das Gewicht 43 erhalten. Somit bildet BV die eindeutige
MUCB des Graphen.

Jede MICB entsteht aus B durch den Austausch des Aufenkreises gegen
einen der geschlossenen Kreise des Tupels (1,4) vom Gewicht 45.

i o

1 2 10 11
a|ll 4 3

3 4 5 6 7 8 9
1 5 2 2 5 1 3 4 0

Tabelle 9.1: Die geschlossenen Tupel des Py 4.

Die ganzzahlige Variante des Algorithmus von De Pina, das heifst Algorith-
mus [9 beginnt mit der Wahl einer beliebigen ganzzahligen Zikulationsbasis des
Graphen. Dazu kann beispielsweise stets eine Fundamentalbasis gewdhlt werden,
da diese sogar eine ganzzahlige Kreisbasis darstellt.

Sei in diesem Fall die Fundamentalbasis F' zum Spannbaum T aus der Abbil-
dung[9-1) gewdhlt. Sei die Reihenfolge der Basiskreise in F' aufferdem so gewdhlt,
dass die Fundamentalkreise F(e,—1) und F(e,) zu den eingezeichneten Nicht-
baumkanten in der vorletzten beziehungsweise letzten Iteration des Algorithmus
betrachtet werden.

In den ersten zehn Iterationen kénnen jeweils minimale Kreise des Tupels
(3,1) in die Basis getauscht werden. In der Tat ist einer dieser Kreise bereits
anfangs in F enthalten. In vielen Iterationen gibt es mehrere (3,1)-Kreise, die
in die Basis aufgenommen werden kénnen. Sei die Wahl jedoch so gefallen, dass
nach zehn wvollendeten Durchliufen der FOR-Schleife die Basis in der Abbil-
dung[9.9 entstanden ist.

Die Menge C enthdlt bereits zehn der elf minimalen Kreise mit dem Tupel
(3,1). Der in der Abbildung eingezeichnete Kreis dieser Sorte sei dabei gerade
derjenige, der nicht in C' auftaucht. Die erweiternde Menge Z besteht nun noch
aus den Fundamentalkreisen der Kanten e,_1 und e,. Diese Basis C' v Z hat
zu Beginn der elften Iteration die folgende Basismatriz.
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Abbildung 9.2: Die Mengen C und Z = {F(e,_1), F(e,)} nach zehn Iterationen
des Algorithmus [9}

1 1
1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
T(C U Z) = 1}}1
1 1 1
1 1 1
1
1
1 1

Die Menge C kann noch zu jeder minimalen ganzzahligen Kreisbasis durch
den letzten (3,1)-Kreis und einen beliebigen (1,4)-Kreis erginzt werden. Der
letzte (3,1)-Kreis C' hat den Inzidenzvektor

¢’ =(1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0)"

wéahrend der Zeuge dieser Iteration

Sl/*l = (07 1; _1707 ]-7 _1707 ]-7 Oa _17 _13 O)T

ist. Damit gilt ST_,C" = 0 # +1 und C’ kann nicht fiir F(e, 1) in die Basis
getauscht werden. Der Aufenkreis hat den Inzidenzvektor

C4 = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1)7

und es gilt ST Ca = —1. Damit ist C eindeutig (bis auf Vorzeichen) der
kiirzeste Kreis der Kandidatenmenge zu diesem Zeugen und wird fir F(e,—1)
in die Basis aufgenommen.

Da C U {Ca} jedoch in keiner minimalen ganzzahligen Basis enthalten ist,
endet Algorithmus@ nach der Aufnahme eines (1,4)-Kreises in der letzten Ite-
ration, mit einer ganzzahligen Basis des Gesamtgewichtes 519. Jede MICB hat
jedoch das Gewicht 518.

Der Algorithmus [] liefert demnach bei ungiinstiger Wahl der Startbasis ein
suboptimales Ergebnis. Wird in Zeile 2] bereits eine MICB gewéhlt, so wird diese
im Algorithmus nicht mehr verschlechtert und so gibt es auch Startbasen, fiir
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die die ganzzahlige Variante des Algorithmus von De Pina Optimallosungen des
MICB-Problems berechnet.

Im Beispiel[0.2.1]stellt die am Ende berechnete Basis zwar keine MICB, aber
eine giinstige Startbasis dar, das heifst, dass eine erneute Priifung des falsch
eingefiigten Aufienkreises nach dem FEinfiigen des (1,4)-Kreises in der letzten
Iteration, ergibt, dass der letzte (3, 1)-Kreis C’ nun fiir C'4 in die Basis getauscht
werden kann. Die iterative Variante, wie sie als Algorithmus [9] angegeben ist,
lasst sich also zu einer lokalen Suche erweitern.

Algorithmus 10 Eine Anpassung des Algorithmus von De Pina — Variante als

lokale Suche

Input: Ein Paar (D, w) aus einem gerichteten Graphen D = (V) A) und einer
Gewichtsfunktion w: A — R{.

Output: Eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von D.

1: Bestimme eine beliebige ganzzahlige Zirkulationsbasis Z von D.
2: for i =1 bis v do
3 Bestimme die eindeutige Losung S; des Gleichungssystems z"Z = e;.
4 Berechne einen kiirzesten Kreis C; mit SJC; = £1.
5: Setze Z — Z v {C;}\{Z:}.
6: end for

7: if w(Z) ist innerhalb der FOR-Schleife gesunken then

8: Gehe zu Zeile 21

9: end if

10: return I.

Algorithmus bewegt sich von einer ganzzahligen Zirkulationsbasis zur
nichsten jeweils durch den Austausch eines Basiselementes. Die Zeile [] gewéhr-
leistet dabei, dass das Gewicht der Basis dabei nicht steigt. Ist eine Basis gefun-
den, deren Gewicht nicht durch den einfachen Tausch eines Kreises verbessert
werden kann, so wird ist die IF-Bedingung in Zeile[7]nicht erfiillt und die aktuelle
Basis wird ausgegeben.

Definition 9.2.2. Eine ganzzahlige Zirkulationsbasis Z einer Instanz (D, w)
heifst lokal optimal, wenn es nicht moglich ist, durch den Austausch eines Ba-
siselementes eine ganzzahlige Zirkulationsbasis geringeren Gewichtes zu erhal-
ten.

Das Beispiel [8:4.1] des Abschnittes [8.4] zeigt, dass es lokal optimale Basen
gibt, die nicht global optimal, das heifst keine minimale ganzzahlige Kreisbasis,
sind. Die Abbildung dieses Beispieles zeigt eine vom ganzzahligen Horton-
Algorithmus berechnete Basis B. Abbildung zeigt hingegen die eindeutige
MICB Bopr dieser Instanz. Anhand der Abbildungen ist leicht zu sehen, dass
nur der Kreis C der Basis B mit Gewicht 58 verbessert werden kdnnte, da die
22 weiteren Kreise bereits die kiirzesten des Graphen sind. Eine Verbesserung
der Basis ist zwar durch Tausch des Kreises C' gegen den Innenkreis Cr oder
den Aufienkreis C 4 moglich, doch fithren beide Vorgénge auf nicht-ganzzahlige
Kreisbasen. Die Basis B ist daher lokal-optimal und um sie mittels einzelner
Tauschvorginge in die MICB zu iiberfiihren ist es notig einen Kreis mit Gewicht
53 gegen einen Kreis mit Gewicht 55 zu tauschen, also ein Verschlechterung in
Kauf zu nehmen.
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Es ist bisher ungeklért, wieviele Durchgéinge der FOR-Schleife in Zeile 2 nétig
sind, um eine beliebige ganzzahlige Zirkulationsbasis in eine lokal-optimale Basis
zu iiberfithren. Bisher konnte noch kein Beispiel konstruiert werden, in dem die
Basis Z nach zwei Durchgdngen noch nicht lokal optimal ist.

Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus[I0|hingt zusétzlich von der Realisierung
der Suche nach einem kiirzesten Kreis C' mit SJC = =£1 in Zeile 4| ab. In
den n#chsten beiden Abschnitten wird jeweils ein Ansatz fiir dieses Problem
diskutiert.

9.3 Der Schichtgraph

Der Algorithmus von De Pina zur Bestimmung einer minimalen ungerichteten
Kreisbasis, wie er im Kapitel [5| vorgestellt wird, benutzt den Schichtgraphen
Gs eines Zeugen S € GF(2)/Fl zur Bestimmung eines kiirzesten Kreises C' mit
STC # 0. Ein Skalarprodukt iiber GF(2) aus zwei Vektoren des GF(2)/”! und
kann nur den Wert 0 oder 1 annehmen. Werden Vektoren des Z4! auf diesen
Vektorraum projiziert, so ist das Skalarprodukt der Projektionen iiber GF(2)
genau dann 1, wenn das Skalarprodukt der beiden urspriinglichen Vektoren iiber
R wungerade ist. Daher kann der Schichtgraph aus dem Abschnitt nicht in
dieser Form auf den Fall der ganzzahligen Kreisbasen {ibernommen werden und
dies ist auch verstindlich, da sich ansonsten die Algorithmen [3]und [0 nicht mehr
unterscheiden wiirden.

Dennoch kann erneut ein Schichtgraph eines Zeugen S € Z definiert wer-
den. Ein Zeuge der i-ten Spalte einer quadratischen unimodularen Matrix X ist
nach Definition die i-te Zeile der Inversen zu X und demnach ein ganzzah-
liger Vektor. Das Skalarprodukt eines gerichteten Kreises C' mit einem Zeugen
S lésst sich wie folgt berechnen:

STC=> S(a)-Cla)= >} S(a)— >} S(a) (9.3.1)
acA aeCt aeC—

Wird der gerichtete Kreis C entlang seiner Orientierung durchlaufen und
werden dabei die S-Werte auf den Vorwértsbogen aufaddiert, wéhrend die S-
Werte der Riickwértsbégen abgezogen werden, so stellt das Ergebnis nach
gerade den Wert des Skalarproduktes STC dar.

Zunichst sei noch erwéhnt, dass es geniigt, sich in Zeile[d des Algorithmus[I0]
auf die Kreise C' mit STC = 1 zu beschriinken, denn hat ein Kreis C’ ein Skalar-
produkt von —1 mit dem Zeugen, so bewirkt eine Umkehrung der Orientierung
des Kreises eine Multiplikation von C’ und somit auf von STC’ mit —1. Der
umorientierte Kreis C' erhélt jedoch das gleiche Gewicht wie C’ und erweitert
eine Menge genau dann unimodular, wenn C’ dies auch bewirkt.

Das Addieren und Subtrahieren der S-Werte beim Durchlaufen eines Kreises,
angefangen bei einem beliebigen Knoten v, ergibt in jedem Schritt ein Zwischen-
ergebnis flir das Skalarprodukt, wobei nur die Werte bisher benutzten Bogen
berticksichtigt werden. Dieses Zwischenergebnis ist eine ganze Zahl und kann
als Level angesehen werden auf dem sich der aktuelle Knoten befindet. Startet
die Traversierung eines Kreises C' bei Knoten v auf Level 0 so ist C' genau dann
ein Kandidat, wenn der zweite Besuch des Knotens v auf Level 1 stattfindet. Da
die Knoten zwischendurch durchaus sehr hohe oder sehr tiefe (negative) Level
erreichen konnen, ist der Schichtgraph Dg als unendlicher Graph definiert.
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Definition 9.3.1. Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph, w : A — Ry eine
Bewertung der Bogen und S € Z4! eine weitere Belegung der Bogen von D mit
ganzen Zahlen. Der Schichtgraph Dg von D zum Vektor S ist ein unendlicher
Graph mit

e V(Ds) = U,ez Vi, wobei V; eine private Kopie der Knotenmenge V' ist,
und

o A(Dg) = ez, A1, wobei A; eine private Kopie der Bogenmenge A ist, mit

(u,v) €A — (U, VigSuw) €A und WU, Vi g(uw)) = w(U,v).

Die Abbildung [9.3] zeigt einen beispielhaften Schichtgraphen Dg zu einem
gerichteten Graphen D und Zeugen S.

Abbildung 9.3: Ein gerichteter Graph D mit ganzzahligen Bogenbewertungen S
und ein Ausschnitt des zugehorigen Schichtgraphen Dg.

Nach den vorherigen Betrachtungen entspricht jeder Kandidatenkreis, das
heiRt jeder Kreis C mit STC = 1, fiir jeden Knoten v € V(C)) einem elementaren
Weg von vg nach vy in Dg.

Lemma 9.3.2. Aus jedem elementaren Weg W won vy nach vy in Dg kann
eine Zirkulation Z in D gewonnen werden, fir die gilt:

STZ=1 und w(Z)<w(W)

Beweis. Die Konstruktion der Zirkulation Z aus dem Weg W erfolgt analog
zum Fall der ungerichteten Schichtgraphen in Abschnitt
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Beim Verfolgen des Weges W von vy nach v; werden einige Bégen entlang
ihrer Orientierung und einige Bogen entgegen ihrer Orientierung durchlaufen.
Diese Bogen sollen entsprechend zunichst mit einer 1 (Vorwértsbogen) bezie-
hungsweise —1 (Riickwértsbogen) bewertet werden. Alle weiteren Bogen in Dg
erhalten den Wert 0.

Werden alle Knoten und Bégen des Schichtgraphen, die bei der Konstruk-
tion aus demselben Knoten beziehungsweise Bogen hervorgegangen sind, mit-
einander indentifiziert, so erhélt man den urspriinglichen Graphen D. Bei der
Identifizierung einer Bogenmenge M (a) zu einem Bogen a soll Z(a) die Summe
der Bogenwerte in M (a), wie sie aus dem Weg W hervorgehen, sein. Fiir die so
erhaltene Bewertung Z gilt

Z Z(v,z) = Z Z(y,v) fiir alle v e V.
(v,z)eA (y,v)eA

Somit bildet Z eine Zirkulation des Graphen D und die behaupteten Eigen-
schaften (9.3.2)) folgen aus der Definition dieser Bogenwerte und der Bogen des
Schichtgraphen. O

Mit Hilfe der Aussage des Lemmas[9.3.2)kann nun die Berechnung einer kurz-
en Zirkulation Z mit STZ = 1 auf die Berechnung eines kiirzesten (vg, v )-Weges
im Schichtgraphen zuriickgefithrt werden. Der Schichtgraph ist unendlich grofs
und kann daher weder Teil der Eingabe sein, noch innerhalb des Algorithmus
explizit erstellt werden. Die Knoten und Bogen des Schichtgraphen sind jedoch
durch den Graphen D und den Zeugen S bereits eindeutig bestimmt und kénnen
so bei Bedarf berechnet werden. Daher kann ein kiirzester (vg,v;)-Weg in Dg
durch eine Modifikation des Dijkstra-Algorithmus gefunden werden, indem ein
Bogen des Schichtgraphen erst dann erzeugt wird, wenn ein inzidenter Knoten
gescannt werden soll.

Algorithmus 11 Eine mdgliche Subroutine des Algorithmus [I0]

Input: Ein Paar (D, w) aus einem gerichteten Graphen D = (V, A) und einer
Gewichtsfunktion w : A — R(, sowie ein Zeuge S € ZI4l.
Output: Eine Zirkulation Z mit STZ = 1.

1: Bestimme fiir jeden Knoten v € V einen kiirzesten (v, v1)-Weg in Dg.
2: Berechne die Zirkulation Z aus einem kiirzesten dieser Wege.
3: return 7.

Das folgende Beispiel liefert einen Beleg dafiir, dass der Algorithmus
unter Umsténden keine kirzeste Zirkulation mit den gegebenen Anforderungen
berechnet.

Beispiel 9.3.3 (Eine Instanz (D,w,S5), fiir die Algorithmus suboptimal
endet). Betrachte den Umschlag-Graphen D aus dem Beispiel mit dem
Spannbaum T und der Gewichtung w aus der Abbildung[9]} Sei B die Zirkula-
tionsbasis zur Basismatriz T'(B) und S die erste Zeile der Inversen I'(B) 1.

111 1 -1 3 1 =2
[t 01 0 4|1 =2 0 1
FB)=11 1 0 21 FBT =11 2 -1 o
101 -1 0o 1 0 -1
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4

-1
Abbildung 9.4: Der Umschlag-
Graph D mit der Bogengewich-

tung w und dem dick einge-
zeichneten Spannbaum 7.

Abbildung 9.5: Die Bogenbe-
wertung S — die Bogen von T
erhalten die Bewertung 0.

Die Abbildung [9.5 zeigt die S-Werte der Bigen von D. Die kiirzeste Zirku-
lation Z mit STZ = 1 ist in Abbildung links dargestellt und hat das Gewicht
w(Z) = 6. Da Z allerdings unzusammenhdngend ist, benutzt jeder zugehdrige
elementare Weg in Dg noch mindestens einen weiteren Bogen und diesen min-
destens doppelt. Damit erhdlt jeder Weg in Dg, dessen Projektion auf D die
Zirkulation Z ergibt, ein Gewicht von mindestens 8. Jeder kiirzeste (vg,v1)- Weg
im Schichtgraphen hat allerdings das Gewicht 7 und gehdrt zu einem der Kreise

C auf der rechten Seite der Abbildung[9.6].
O\—Q/j

O Q
O O

w(C) =717

Abbildung 9.6: Die kiirzeste passende Zirkulation Z, die Projektion des kiir-
zesten zugehdrigen Weges W und die zweit-kiirzesten passenden Zirkulationen

C.

Die im Beispiel betrachtete Zirkulationsbasis B beinhaltet eine nicht-
elementare Zirkulation, da es bisher nicht gelungen ist ein &hnliches Beispiel mit
einem Zeugen einer ganzzahligen Kreisbasis zu konstruieren.
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9.4 Das ganzzahlige Programm

Dieser Abschnitt realisiert die Bestimmung einer kiirzesten Zirkulation Z mit
STZ =1 zu einem gegebenen Zeugen S mit einem ganzzahligen Programm und
diskutiert dessen Berechnungsaspekte.
Eine Zirkulation ist eine ganzzahlige Belegung der Bogen des Graphen, so
dass gilt:
Z Z(v,x) = Z Z(y,v) fiir alle v e V. (9.4.1)
(v,z)EA (y,v)EA
Ist M die Knoten-Bogen-Inzidenzmatriz des Graphen D = (V, A), das heifst
M = (myg) € ZUVEAD mit

1 fallsa = (v,z)fiir einz eV
My = § —1 fallsa = (z,v)fir einz eV,

0 sonst
so ist (9.4.1)) dquivalent zu
M-Z=0ezlVl (9.4.2)

Die gesuchte Zirkulation soll neben die lineare Bedingung STZ =1
erfiillen. Damit ist eine Zirkulation Z genau dann ein Kandidat in Zeile [4] des
Algorithmus wenn eine Z zuldssige Losung des folgenden Satzes linearer
Restriktionen mit Ganzzahligkeitsforderungen darstellt.

M-Z=0
STz =1 (9.4.3)
Z e 74l

Das Gewicht einer Zirkulation berechnet sich als

w(Z) =Y wa|Z(a)|. (9.4.4)
acA

Da die Zielfunktion in nicht linear in Z ist, werden die Bedingungen
durch das Einfiigen der Zielfunktion minw(Z) nicht zu einem ganzzahli-
gen Programm ergénzt. Deshalb wird die ganzzahlige Variable Z(a) eines Bogen
durch zwei nicht-negative ganzzahlige Variablen Z%(a) und Z~(a) ersetzt, die
den positiven Anteil beziehungsweise den negativen Anteil von Z(a) bestimmen,
das heifit

Z(a)=Z"(a) — Z (a).

Mit dieser Definition stellt sich der Betrag von Z(a) als Summe Z*(a) + Z (a)
dar, falls einer der beiden Werte null ist. Die Zielfunktion wird dann
durch

w(Z) = 2 wa(Z 7 (a) + Z7 (a)) (9.4.5)

acA

ersetzt und da nun eine Minimierung mit nicht-negativen Koeffizienten
bildet, gibt es auch eine Optimallosung, in der nur der positive oder nur der
negative Anteil jeder Variable Z(a) ungleich null ist.
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Durch die Substitution Z = Z* — Z~ in den Bedingungen ({9.4.3) ergibt sich
nun ein ganzzahliges Programm.

min  w' (Zt +Z

)
st. M-(Z"—Z7)=0
STzt —-z7)=1 (9.4.6)
ZY,Z7 >0
zt, 7z ezl

Jede Optimallosung (Z} pr, Zopr) von kann durch die Riicksubsti-
tution Zoppr = ZgPT — Zgpp in eine kiirzeste Zirkulation des Graphen mit
den geforderten Eigenschaften iiberfiihrt werden und so stellt dieses ganzzahlige
Programm eine weitere mogliche Subroutine fiir die Zeile 4] des Algorithmus
dar. Da selbst das Losen ganzzahliger Programme mit wenigen Nebenbedingun-
gen im Allgemeinen jedoch N'P-vollstandig ist, muss das aufgestellte IP genauer
untersucht werden.

Die LP-Relazierung des ganzzahligen Programms , sowie die
Langrange-Relaxierung der Bedingung STZ = 1, ergeben fiir das Ausgangs-
problem unbrauchbare Losungen.

Um unter Umsténden Flussalgorithmen auf dieses Problem anwenden zu
kénnen, kann auf eine weitere Weise interpretiert werden. Werden die
Variablen in Z* und Z~ zu einem Vektor Z = (Z*, Z~) zusammengefasst, so
ergibt sich

min (w,w)"Z
st. [M,-M]-Z=0
(S,-8)"Z =1 (9.4.7)
Z=0
Z e 724l

Die Matrix [M,—M] ist die Knoten-Bogen-Inzidenzmatrix des nicht-
einfachen Graphen D’ der aus D durch Einfiigen aller entgegengesetzten Bo-
gen entsteht, das heiflt durch zusétzliches Einfiigen des Bogens (v, u) fiir alle
existierenden Bogen (u,v). Eine nicht-negative ganzzahlige Bogenbewertung Z
mit [M,—M]-Z = 0 entspricht dann einer Zirkulation in D’, wobei nun eine
Zirkulation ein quellen- und senkenfreier ganzzahliger Fluss des Graphen ist.

Erhilt jeder neu eingefiigte Bogen (v, u) das Gewicht des Bogens (u,v) aus
dem er entstanden ist, so stellt der Zielfunktionswert (w,w)"Z in das
Gewicht des Flusses Z in (D', w') dar. Erhélt des Weiteren jeder neu eingefiigte
Bogen (v, u) gerade —S,,,,, den inversen Wert der urspriinglichen S-Bewertung,
so stellt (S, —S)TZ das Skalarprodukt dieses neuen Zeugen mit dem Fluss Z
dar. Demnach entspricht dem folgenden Optimierungsproblem.

e Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A), in dem zu jedem Bogen
(u,v) € A auch sein antiparalleles Pendant (v, u) existiert.

e Seiw:A—> R(J{ eine nichtnegative Bogenbewertung mit wy, = wy,.
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e Sei S € 74l ein Zeuge mit Sy, = —Syy-

e Gesucht ist nun ein ganzzahliger quellen- und senkenfreier Fluss f in D
mit >, - f(a) =1, der > w, - f(a) minimiert.

Dieses Optimierungsproblem ist nun in einer Form, in der eventuell kombi-
natorische (Fluss-)Algorithmen angewendet werden kénnen. Im Rahmen dieser
Arbeit ist dies jedoch nicht gelungen und so bleibt der Komplexitétsstatus von

(9.4.6) weiter offen.

9.5 Unterschiede zur Anpassung des Algorith-
mus von Horton

Mit der im Kapitel |8 vorgestellten Anpassung des Algorithmus von Horton
und der im Kapitel [J] vorgestellten Anpassung des Algorithmus von De Pina
stehen nun zwei Heuristiken fiir das MICB- beziehungsweise MIZB-Problem zur
Verfiigung. Dieser Abschnitt geht auf die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
beider Algorithmen ein.

Grundlage des Algorithmus [§] — der Anpassung des Algorithmus von Hor-
ton — ist der greedy-Algorithmus auf dem Unabhingigkeitssystem U(C, B¢) der
Teilmengen der ganzzahligen Kreisbasen. Die Grundmenge dieses Systems, die
Menge aller elementaren Kreise des Graphen, kann unter Umstinden exponen-
tiell grofs sein. Auflerdem ist die Unabhéngigkeit einer Menge, das heifit die Er-
weiterbarkeit, zu einer ganzzahligen Kreisbasis schwer zu iiberpriifen. Deshalb
wurde diese Grundidee im Kapitel [8| an mehreren Stellen relaxiert.

e Der Unabhingigkeitsbegriff wurde durch die Unimodularitét ersetzt.

e Die Horton-Familie H wurde anstelle der Grundmenge C eingesetzt.

Die Unimodularitit einer Kreismenge X ist eine notwendige Bedingung fiir
die Existenz einer ganzzahligen Kreisbasis als Obermenge von X. Im Falle der
ganzzahligen Zirkulationsbasen ist diese Bedingung auch hinreichend, jedoch
konnte die Hinldngiglichkeit fiir nicht-elementare Zirkulationen weder bewiesen
noch widerlegt werden. Des Weiteren ist ungeklirt, ob mit der Einschrankung
der Grundmenge auf die Horton-Familie minimale ganzzahlige Kreisbasen ver-
loren gehen. Es gibt auch hierfiir weder Beleg noch Gegenbeispiel.

Mit diesen Anpassungen entspricht der Algorithmus [§ dem greedy-
Algorithmus, angewendet auf das UH-System (Definition und erreicht
somit eine polynomiale Laufzeit. Allerdings konnte die Zul&ssigkeit der berech-
neten Losungen im MICB-Problem unter den oben genannten Einschrinkungen
bisher nicht bewiesen werden.

Der Algorithmus [I0] — die Anpassung des Algorithmus von De Pina — ist
eine lokale Suche auf der Menge der ganzzahligen Zirkulationsbasen und somit
eine Heuristik fiir das MIZB-Problem. Der Ubergang von einer Basis zur néchs-
ten entspricht dabei dem Austausch einer Zirkulation, so dass sich das Gewicht
der Basis nicht erhoht. Mit dem im Abschnitt vorgestellten Schichtgraphen
konnen solche Zirkulationen gefunden werden, obwohl auf diese Weise zu einem
Basiselement nicht stets die kirzeste, fiir den Austausch passende, Zirkulation
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gefunden wird. Auflerdem konnte bisher nicht bewiesen werden, dass die Lauf-
zeit dieses Verfahrens durch ein Polynom in der Grofe des Graphen beschrinkt
ist. Die Optimallosungen des ganzzahligen Programms des Abschnittes ent-
sprechen zwar genau den bestmoglichen Austauschkandidaten, jedoch konnte
auch hier die Laufzeit noch nicht polynomial beschrinkt werden.

Wenn es moglich ist einen zuléssigen Schritt in der lokalen Suche zu erkennen,
bleibt noch die Anzahl der benétigten Schritte bis zum Erreichen eines lokalen
Minimas zu bestimmen. Diese ist in allen bisher betrachteten Beispielen durch
2 - v nach oben beschriankt, jedoch konnte auch hier kein allgemeiner Beweis
gefunden werden.

Zusammenfassend werden die beiden Algorithmen in der folgenden Tabel-
le 02 gegeniiber gestellt.

Algorithmus (8 Algorithmus (10|
Anpassung des Algorithmus von Horton Algorithmus von
De Pina
Grundkonzept greedy-Algorithmus lokale Suche
behandeltes MICB-Problem MIZB-Problem
Problem
Zulassigkeit vermutet bewiesen
Laufzeit O@w*(log p+1) +mn(v?+n)) -
Optimalitét Gegenbeispiel [8.4.1 Gegenbeispiel |8.4.1

Tabelle 9.2: Eine Gegeniiberstellung der Anpassung des Algorithmus von Horton
und der Anpassung des Algorithmus von De Pina.



Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurde das MICB-Problem — das Bestimmen einer mi-
nimalen ganzzahligen Kreisbasis — bearbeitet. In diesem Themengebiet gab es
zu Beginn der Arbeit viele offenen Fragen, von denen nun einige geklért werden
konnten. Andererseits sind dabei weitere Fragen aufgeworfen worden, die im
Umfang dieser Diplomarbeit nicht beantwortet werden konnten.

Die bedeutendsten noch zu beantwortenden Fragen sind im Folgenden auf-
gelistet:

1.
2.

Der Komplexitétsstatus des MICB-Problems ist bisher ungeklért.

Es ist ungeklért, ob sich MICB- und MIZB-Problem voneinander unter-
scheiden.

Es ist ungeklirt, ob die Horton-Familie stets jede oder zumindest eine
MICB birgt.

Diese Fragen wurden bereits in der Einleitung gestellt und es wurde auf die
Abschnitte der Arbeit verwiesen, in denen diese Erwidhnung finden.

Bei der Analyse der aufgestellten Heuristiken aus Kapitel[§und[9sind weitere
Fragen offen geblieben:

1.

Ist jede unimodulare Kreismenge zu einer ganzzahligen Kreisbasis er-
weiterbar?

. Ist das Bestimmen eines zuldssigen Schrittes der lokalen Suche polynomial

durchfithrbar?

Ist die Anzahl der Schritte in der lokalen Suche durch ein Polynom be-
schrankt?

Kénnen Approximationsgiiten fiir die Algorithmen [§]und [I0] bewiesen wer-
den?

115
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