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Einleitung

Die Kreisbasen sind ein sehr altes Themengebiet das bereits im Jahre 1847 von
Kirchho� in [11] betrachtet wurde. Im Laufe der Zeit entstanden viele Algo-
rithmen, die eine Kreisbasis eines gewichteten Graphen pG,wq benötigen und
einige von ihnen können durch die Verwendung kurzer Kreisbasen beschleunigt
werden. In der Arbeit [9] aus dem Jahr 1987 stellt J.D. Horton den ersten poly-
nomiellen Algorithmus zur Berechnung einer minimalen Kreisbasis eines unge-
richteten Graphen mit nicht-negativen Kantengewichten vor. Acht Jahre später,
1995, entwickelt J.C. De Pina in [4] einen weiteren Algorithmus für dieses Pro-
blem. Die Laufzeit sinkt dabei von Opm3nq für den Algorithmus von Horton auf
Opm3 �mn2 log nq für den Algorithmus von De Pina.

Heute werden Kreisbasen unter anderem für die Taktfahrplanoptimierung öf-
fentlicher Verkehrsnetze verwendet [13]. Die dort verwendeten Kreisbasen müs-
sen jedoch zusätzlichen Anforderungen genügen, die beispielsweise von Funda-
mentalkreisbasen erfüllt werden. Eine kürzeste strikt fundamentale Kreisbasis
zu �nden, ist jedoch MAX-SNP schwer [5]. In [12] stellt C. Liebchen die für die
Taktfahrplanoptimierung benötigten Kreisbasen, die ganzzahligen Kreisbasen,
vor und charakterisiert diese als eine Unterklasse der gewöhnlichen Kreisbasen
und zugleich als eine Oberklasse der Fundamentalkreisbasen. Ein vollständiges
Bild von diesen und weiteren Kreisbasenklassen wird von C. Liebchen und R.
Rizzi in [15] gegeben.

Der Komplexitätsstatus des Optimierungsproblems über ganzzahlige Kreis-
basen bezüglich nicht-negativer Bogengewichtung ist bisher ungeklärt. Auÿer-
dem gibt es eine Reihe von Aussagen über gewöhnliche, das heiÿt gerichtete
und ungerichtete, Kreisbasen, deren Wahrheitsgehalt bei der Übertragung auf
ganzzahlige Kreisbasen ungeklärt ist. Dazu zählen die folgenden Punkte, die sich
gröÿtenteils speziell aufminimale ganzzahlige Kreisbasen, kurz MICB, beziehen.
Im Rahmen gerichteter und ungerichteter Kreisbasen können die Entsprechun-
gen der unter aufgeführten Fragen 1-4 mit Ja beantwortet werden, während die
Frage 5 verneint werden muss. Innerhalb dieser Diplomarbeit werden Beweise
dieser Aussagen aufgegri�en und ihre Übertragung auf ganzzahlige Kreisbasen
näher erläutert.

1. Induzieren die ganzzahligen Kreisbasen ein Matroid?

2. Berechnet der greedy-Algorithmus eine MICB?

3. Weist jede MICB die gleiche Gewichtsfolge auf?

4. Birgt die Horton-Familie jede/eine MICB?
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6 INHALTSVERZEICHNIS

5. Kann der Einsatz nicht-elementarer Zirkulationen eine MICB verbessern?

Die Frage 1 wurde bereits in [14] verneint und die dortige Argumentation
wird im Abschnitt 6.1 noch einmal wiedergegeben. Da die ganzzahligen Kreis-
basen dennoch ein Unabhängigkeitssystem de�nieren und allein aus dem Feh-
len der zusätzlichen Matroid-Eigenschaft der greedy-Ansatz nicht fehlschlagen
muss, wird dieses Verfahren im Kapitel 8 untersucht. Im Abschnitt 8.4 wird
ein Beispiel für einen Graphen angegeben, bei dem der greedy-Algorithmus je-
doch tatsächlich ein suboptimales Ergebnis liefert. Damit kann auch Frage 2 mit
Nein beantwortet werden. Der Graph dieses Gegenbeispieles erlaubt sogar eine
weitere Gewichtung, unter der es zwei MICB gibt, deren Gewichtsfolgen sich
unterscheiden. Damit lautet auch die Antwort auf Frage 3 Nein.

Die Frage 4, ob die in [9] eingeführte Horton-Familie des gewichteten Gra-
phen pD,wq stets jede oder zumindest eine MICB beinhaltet, konnte nicht beant-
wortet werden. Der Abschnitt 6.2 zeigt jedoch anhand eines Beispieles, warum
die Argumentation für ungerichtete Kreisbasen nicht auf ganzzahlige Kreisbasen
übernommen werden kann. Es konnte sogar bisher nicht bewiesen werden, dass
es genügt, sich auf elementare Kreise zu beschränken, wenn man eine minimale
ganzzahlige Basis des Zykelraumes sucht. Im Abschnitt 6.3 wird bewiesen, dass
diese Einschränkung für ungerichtete Kreisbasen vorgenommen werden kann
und dass der dort angegebene Beweis nicht auf ganzzahlige Kreisbasen übertra-
gen werden kann.

Aufbau dieser Arbeit

Das Kapitel 1 führt zunächst in Abschnitt 1.1 die wichtigen Begri�e dieses The-
mengebietes ein. Im Abschnitt 1.2 wird die Determinante einer Kreisbasis de�-
niert, anhand derer man zu einer Kreisbasis entscheiden kann, ob sie gerichtet,
ungerichtet oder ganzzahlig ist. Die darau�olgenden Abschnitte 1.3, 1.4 und 1.5
benennen und beweisen eine jeweilige Charakterisierung der drei Klassen von
Kreisbasen mit Hilfe ihrer Determinante.

Im Kapitel 2 wird schrittweise eine Klasse von Graphen entwickelt, die trotz
ihrer geringen Knotenzahl Kreisbasen mit hoher Determinante ausweisen. Die
Grundlage bilden die Zirkulanten (Abschnitt 2.1), die auch in [6] betrachtet
werden. Im Abschnitt 2.3 werden zwei Mengen von Kreisbasen der Zirkulanten,
die Innenbasen und die Auÿenbasen, de�niert, deren Determinanten in Korol-
lar 2.3.6 angegeben werden. Die Zirkulanten können dann in zwei Konstrukti-
onsschritten so erweitert werden, dass die Möglichkeit einer Bogengewichtung
w entsteht, unter der eine gewählte Innen- oder Auÿenbasis die eindeutige mi-
nimale Kreisbasis darstellt.

Im Abschnitt 2.4 werden zunächst sogenannte Brücken eingesetzt und man
erhält somit die verallgemeinerten Petersen-Graphen. Auch Innen- und Au-
ÿenbasen erhalten eine Entsprechung in dieser Graphenklasse. In einem zweiten
Schritt wird in Abschnitt 2.5 eine Menge zusätzlicher Kanten, die Sehnen, in
die verallgemeinerten Petersen-Graphen eingefügt. Die entstehenden Sehnen-
Graphen beinhalten wiederum Innen- und Auÿenbasen und bieten nun zusätz-
lich die nötige Struktur, um zu einer solchen Basis eine Gewichtsfunktion zu
de�nieren, unter der diese Basis eine minimale Kreisbasis darstellt.
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Das Kapitel 3 benutzt die Innen- und Auÿenbasen der Sehnen-Graphen, um
Instanzen pD,wq anzugeben, in denen die eindeutige minimale gerichtete Kreis-
basis nicht ungerichtet ist (Abschnitt 3.2) beziehungsweise, in denen die ein-
deutige minimale ungerichtete Kreisbasis nicht ganzzahlig ist (Abschnitt 3.3).
Solche Beispiele belegen die Eigenständigkeit der zugehörigen Optimierungs-
probleme und wurden bereits in [15] aufgeführt. Allerdings konnte mit den hier
entwickelten Methoden die Knoten- und Kantenanzahl dieser Beispiele gesenkt
werden.

Das Kapitel 7 entwickelt die algebraische Theorie, die in den Kapiteln 8 und 9
benötigt wird. Der Abschnitt 7.1 de�niert die Unimodularität einer Kreismenge
und führt eine zunächst eine Interpretation im Rahmen der Untergitter des Zd
an.

Die unimodularen Kreismengen erweisen sich als genau diejenigen, die zu
einer ganzzahligen Zirkulationsbasis erweiterbar sind (Korollar 8.2.3) und sind
somit beim iterativen Aufbauen einer ganzzahligen Kreisbasis von besonderem
Interesse. Die Frage, ob es sogar einen elementaren Kreis gibt, der eine unimo-
dulare Kreismenge so ergänzt, dass eine wiederum unimodulare Menge entsteht,
kann auf eine Charakterisierung der Kreismatrix zurückgeführt werden (Lem-
ma 8.2.6). Ob dieses Kriterium stets erfüllt und somit jede unimodulare Menge
sogar in einer ganzzahligen Kreisbasis enthalten ist, konnte nicht geklärt wer-
den. Das Beispiel 8.2.7 liefert jedoch eine unimodulare Kreismenge, bei der sich
die Suche nach einem geeigneten elementaren Kreis unter Umständen schwierig
gestaltet.

Ein Test auf Unimodularität kann auf das Bestimmen einer Hermi-

te-Normalform zurückgeführt werden. Dieser Zusammenhang wird im Ab-
schnitt 7.2 aufgezeigt, während im Abschnitt 7.3 ein e�zientes Verfahren zur
Berechnung der Hermite-Normalform angibt.

Im Kapitel 4 wird mit dem Algorithmus von Horton ein polynomielles
Verfahren zum Bestimmen einer minimalen ungerichteten Kreisbasis (MUCB-
Problem) angegeben. Dies beinhaltet unter anderem die De�nition des Matroids
im Abschnitt 4.1 und der Horton-Familie eines gewichteten Graphen im Ab-
schnitt 4.3. Der Algorithmus von Horton wird im Kapitel 8 so geändert, dass
eine Heuristik für das MICB-Problem entsteht. Die dabei auftretenden Pro-
bleme der Zulässigkeit, werden anhand der Unimodularität im Abschnitt 8.2
behandelt. Im Abschnitt 8.4 werden die Sehnen-Graphen des Kapitels 2 heran-
gezogen, um ein Beispiel zu konstruieren, in dem die vorgestellte Heuristik ein
suboptimales Ergebnis liefert. Aus diesem Beispiel ergibt sich auch eine Instanz
des MICB-Problems mit zwei minimalen ganzzahligen Kreisbasen mit unter-
schiedlichen Gewichtsfolgen.

Mit dem Algorithmus von De Pina wird im Kapitel 5 ein weiteres polynomi-
elles Lösungsverfahren für das MUCB-Problem erläutert. Die darin enthaltenen
Schlüsselideen sind die Zeugen in Abschnitt 5.1 und der Schichtgraph in Ab-
schnitt 5.3. Das Kapitel 9 passt den Algorithmus von De Pina an ganzzahlige
Kreisbasen an und so wird eine zweite Heuristik erhalten. Der Abschnitt 9.1 be-
fasst sich mit der Anpassung der Zeugen, während der Abschnitt 9.3 die Idee des
Schichtgraphens erweitert. Zusätzlich wird durch ein ganzzahliges Programm in
Abschnitt 9.4 eine Alternative zum Schichtgraphen gegeben.

Bevor diese beiden Heuristiken vorgestellt werden, geht das Kapitel 6 auf
einige der weiter oben bereits erwähnten Fragen ein, die aufgeworfen werden,
wenn man von ungerichteten Kreisbasen auf ganzzahlige Kreisbasen übergeht.
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Am Schluss der Arbeit steht ein Ausblick, in dem o�en gebliebene Fragen
zusammengefasst und weitere Ansatzmöglichkeiten angedeutet werden.



Kapitel 1

Kreisbasen

Der Abschnitt 1.1 dieses Kapitels beschäftigt sich mit der Festlegung der wich-
tigsten Begri�e dieses Themengebietes. Ausgehend von einem gerichteten Gra-
phen werden gerichtete Kreise, der Zykelraum und der Begri� der Kreisbasis
de�niert. In 1.2 wird die Determinante, eine wichtige Kenngröÿe einer Kreisba-
sis, hergeleitet und in den Abschnitten 1.3, 1.4 und 1.5 werden die Kreisbasen
anhand ihrer Determinante in gerichtete, ungerichtete und ganzzahlige Kreisba-
sen unterteilt.

1.1 Grundlagen

Die Grundlage bildet ein einfacher 2-fach knotenzusammenhängender gerich-
teter Graph D � pV,Aq mit Knotenmenge V � tv1, . . . , vnu und Bogenmen-
ge A � ta1, . . . , amu. Der dem Graphen D zugrundeliegende ungerichtete Graph
wird mit GpDq � pV,Eq bezeichnet und hat die gleiche Knotenmenge wie D.
Die Kantenmenge von GpDq entsteht, indem man die Orientierungen der Bö-
gen in A �vergisst�. In GpDq ist also e � tvi, vju genau dann eine Kante, wenn
entweder aij � pvi, vjq oder aji � pvj , viq ein Bogen in D ist. Analog projizieren
sich Teilgraphen in D auf Teilgraphen in GpDq.

De�nition 1.1.1. Ein gerichteter Kreis ist ein Paar aus einem Teilgraphen
C in D, dessen Projektion auf den zugrundeliegenden Graphen GpDq einen
knotendisjunkten Kreis ergibt, und einer Orientierung.

Eine Orientierung entspricht einem Durchlaufsinn des Kreises, also der zy-
klischen Reihenfolge in der die Knoten von C durchlaufen werden. Ist solch
eine Orientierung gewählt, so partitioniert man die Bogenmenge von C in zwei
disjunkte Teilmengen C� und C�. Dabei sind die C�-Bögen die Bögen, de-
ren Richtung dem Durchlaufsinn des Kreises entsprechen und die C�-Bögen die
Bögen, die entgegengesetzt zum Durchlaufsinn verlaufen. Kehrt man also die
Richtung aller C�-Bögen um, so erhält man einen gerichteten Zykel, der ent-
lang der Orientierung des Kreises verläuft. Der Einfachheit halber wird mit C
sowohl der Teilgraph, als auch dessen Bogenmenge C� 9Y C� bezeichnet.

Ist K ein Körper, so wird zu einer partitionierten Bogenmenge B � B� 9YB�

ein Inzidenzvektor über K de�niert. Da diese Zuordnung bijektiv erfolgt, be-
zeichnet man den Inzidenzvektor wiederum mit B.

9



10 KAPITEL 1. KREISBASEN

De�nition 1.1.2. Der Inzidenzvektor B P Km einer partitionierten Bogenmen-
ge B � B� 9YB� � A ist gegeben durch:

Bpaq �

$'&
'%

1 falls a P B�

�1 falls a P B�

0 sonst.

Aus gerichteten Kreisen entstehen so Vektoren des Km, wobei m � |A| die
Anzahl der Bögen des Graphen angibt. Kehrt man die Orientierung eines gerich-
teten Kreises um, so entspricht das einer Multiplikation seines Inzidenzvektors
mit �1 P K. Zur Verkürzung werden die Begri�e gerichteter Kreis und Inzidenz-
vektor eines gerichteten Kreises einfach mit Kreis bezeichnet.

Bemerkung 1.1.3. In dieser Arbeit wird für K stets der Körper R der reellen
Zahlen oder der Galois-Körper GF p2q � t0, 1u mit zwei Elementen gewählt.

Eine Menge von Kreisen tC1, . . . , Cku fasst man zu einer Matrix Γ zusam-
men, indem man ihre Inzidenzvektoren als Spalten nebeneinander schreibt. Γ ist
also eine Bogen-Kreis-Inzidenzmatrix und heiÿt Kreismatrix von tC1, . . . , Cku.

Γ � rC1 � � �Cks �

�
� | |
C1 � � � Ck
| |

�


Die Inzidenzvektoren aller gerichteten Kreise eines Graphen spannen einen
Untervektorraum des Km auf. Dieser Vektorraum heiÿt der Zykelraum oder
Kreisraum von D und wird mit ZKpDq bezeichnet. Wenn aus dem Zusammen-
hang ersichtlich ist, welcher Körper gewählt wurde oder die Wahl des Körpers
keinen Unterschied ergibt, wird auch kurz ZpDq geschrieben.

De�nition 1.1.4. Eine Kreisbasis von D ist eine Menge von Kreisen in D,
deren Inzidenzvektoren eine Basis des Zykelraumes bilden.

Eine Kreisbasis ist eine kardinalitätsmaximale linear unabhängige Menge
von Kreisen und jeder Kreis in D kann als eine eindeutige Linearkombination
der Basiskreise geschrieben werden. Ein Beispiel ist in Abbildung 1.2 dargestellt.
Zum Bestimmen der Dimension der Zykelraumes wird nun eine einfach struktu-
rierte Kreisbasis angegeben. Die folgende Argumentation gilt unabhängig vom
gewählten Körper.

De�nition 1.1.5. Sei T � A ein spannender Baum in D und b P AzT ein
Bogen auÿerhalb von T . Dann schlieÿt b einen eindeutigen Kreis in T . Der
Fundamentalkreis von b bezüglich T ist der zugehörige gerichtete Kreis F pbq,
der b als Vorwärtsbogen enthält.

Proposition 1.1.6. Die Menge der m � n � 1 Fundamentalkreise eines span-
nenden Baumes ist linear unabhängig. Es gilt daher

dimZpDq ¥ m� n� 1.

Beweis. Jeder Fundamentalkreis F pbq besteht aus dem Nichtbaumbogen b und
einer Menge von Baumbögen. Ist b R T ein Nichtbaumbogen, so ist F pbq der ein-
zige dieser Fundamentalkreise, der b enthält. Demnach ist jeder Einheitsvektor
des Km�n�1 unter den Zeilen der Kreismatrix Γ � rF pb1q � � �F pbm�n�1qs. Γ hat
somit vollen Spaltenrang und die Fundamentalkreise sind linear unabhängig.
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Nach Proposition 1.1.6 ist die Dimension des Zykelraumes mindestens
m�n�1. Tatsächlich ist dies die genaue Dimension und die angegebene Menge
der m � n � 1 Fundamentalkreise eines spannenden Baumes bildet eine Kreis-
basis. Um dies zu zeigen, kann man eine n � 1 elementige Menge linear un-
abhängiger Vektoren des Km angeben, die orthogonal auf jedem Kreis stehen.
Damit stammen diese Vektoren aus dem orthogonalen Komplement ZpDqK des
Zykelraumes. Es gilt dann

dimZpDqK ¥ n� 1

und äquivalent dazu

dimZpDq � dim Km � dimZpDqK ¤ m� pn� 1q. (1.1.1)

Ein gerichteter Schnitt ist eine Menge S � A von Bögen deren Projektion auf
GpDq einem induzierten Schnitt entspricht. Zu jedem induzierten Schnitt gibt es
genau zwei Knotenmengen, die diesen induzieren. Analog zur Orientierung eines
gerichteten Kreises kann man jedem gerichteten Schnitt zwei Orientierungen ge-
ben, indem man eine der beiden induzierenden Mengen als �Ursprung� auswählt.
Sei U � V diese ausgewählte Knotenmenge. Man schreibt dann S � S� 9Y S�

wobei S� genau die Bögen des Schnittes mit Anfangspunkt in U und S� genau
die Bögen mit Endpunkt in U enthält.

Sei T � A ein spannender Baum in D und t � pu, vq P T ein Bogen in
T . Dann teilt t den Baum in genau zwei Teilbäume. Sei U die Knotenmenge
des Teilbaumes der u enthält. Der Fundamentalschnitt von t bezüglich T ist der
durch U induzierte gerichtete Schnitt Sptq, dessen Orientierung U als �Ursprung�
wählt.

Proposition 1.1.7. Die Menge der n� 1 Fundamentalschnitte eines spannen-
den Baumes ist linear unabhängig.

Beweis. Jeder Fundamentalschnitt Sptq enthält genau einen Bogen des Baumes
T , nämlich t. Umgekehrt ist jeder Baumbogen t in genau einem Fundamental-
schnitt enthalten. Die Matrix rSpt1q � � �Sptn�1qs enthält somit eine Permutation
der pn�1q�pn�1q-Einheitsmatrix, welche die lineare Unabhängigkeit der Fun-
damentalschnitte bezeugt.

Proposition 1.1.8. Jeder gerichtete Kreis C steht orthogonal auf jedem ge-
richteten Schnitt S.

Beweis. Seien C ein gerichteter Kreis und S ein gerichteter Schnitt. Dann gilt:

CTS �
¸
A

Cpaq � Spaq

�
¸
CXS

Cpaq � Spaq (1.1.2)

�
¸

C�XS�

p1 � 1q �
¸

C�XS�

pp�1q � p�1qq

�
¸

C�XS�

p1 � p�1qq �
¸

C�XS�

pp�1q � 1q

�
��C� X S�

��� ��C� X S�
��� p��C� X S�

��� ��C� X S�
��q (1.1.3)
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Ändert man nun die Orientierung eines Bogens a P C X S, so resultiert das in
einer Multiplikation von Cpaq und Spaq mit �1. Das Produkt Cpaq � Spaq in
(1.1.2) ergibt daher nach der Umorientierung denselben Wert und die Richtung
aller Rückwärtsbögen des Kreises C kann umgekehrt werden, ohne den Wert
des Skalarproduktes zu ändern. Gleichung (1.1.3) vereinfacht sich zu

CTS �
���C̃� X S̃�

���� ���C̃� X S̃�
��� . (1.1.4)

Die Mengen S̃�, S̃� und C̃� auf der rechten Seite von (1.1.4) entsprechen den
Partitionen eines gerichteten Schnittes S̃ und eines gerichteten Kreises C̃ in ei-
nem Graphen D̃ nach der Umorientierung einiger Bögen. Die linke Seite CTS
bezeichnet hingegen noch immer den Wert des Skalarproduktes der ursprüngli-
chen C und S im ursprünglichen Graphen. Sei Ũ � V pD̃q die S̃-induzierende
Knotenmenge. Da C̃ nun ein gerichteter Zykel ist, verlaufen bei einer Traversie-
rung die Bögen abwechselnd von Ũ nach ŨC und von ŨC nach Ũ . Insbesondere
ist die Anzahl der Übergänge Ũ ÝÑ ŨC und ŨC ÝÑ Ũ gleich und die rechte
Seite in (1.1.4) gleich 0.

Mit Proposition 1.1.6 und (1.1.1) folgt

dimZpDq � m� n� 1.

Jede Kreisbasis besteht aus genau ν � m� n� 1 Kreisen. Die Kenngröÿe ν
ist unabhängig vom gewählten Körper K und wird die zyklomatische Zahl des
Graphen genannt.

1.2 Die Determinante einer Basis

Für eine Kreisbasis B sei die Basismatrix Γ die pm � νq-Kreismatrix, deren
Spalten die Inzidenzvektoren der Basiskreise sind. Da die Basiskreise linear un-
abhängig sind ist der Rang von Γ gerade ν und somit gibt es auch mindestens
eine Menge von ν linear unabhängigen Zeilen in Γ. Die Basismatrix ist eine
Bogen-Kreis-Inzidenzmatrix � eine Auswahl von Zeilen korrespondiert also zu
einer Menge von Bögen von D. Ist M � A eine Teilmenge der Bögen von D,
so wird die Untermatrix von Γ, die durch das Wählen der zu M gehörenden
Zeilen entsteht, mit ΓM bezeichnet. Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit dem
Zusammenhang zwischen einer ν-elementigen Menge M und der Determinante
der entstehenden quadratischen Untermatrix ΓM .

Lemma 1.2.1. Eine Auswahl ΓM von Zeilen ist genau dann maximal linear
unabhängig, wenn es einen Spannbaum T von D gibt, für den M � AzT gilt.

Beweis. Der Beweis zeigt zunächst, dass die Auswahl M der Nichtbaum-Bögen
eines Spannbaumes T zu linear unabhängigen Zeilen in ΓM führt.

Sei T ein beliebiger Spannbaum und Φ die Basismatrix der Fundamentalbasis
zu T . Da B (die Kreisbasis mit Γ als Basismatrix) eine Basis ist, können die
Spalten in Φ als Linearkombination der Spalten in Γ dargestellt werden. Es gibt
also eine Matrix Λ P Kpν,νq so dass ΓΛ � Φ. Eingeschränkt auf die Zeilen zu den
Nichtbaum-Bögen ergibt sich ΓMΛ � ΦM . Aus dem Beweis der Proposition 1.1.6
geht hervor, dass ΦM gerade eine Permutation der Einheitsmatrix ist. Demnach
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können die Spalten von Λ so permutiert werden, dass sich die Inverse zu ΓM
ergibt. Insbesondere ist ΓM regulär.

Sei umgekehrt M eine Bogenmenge, die zu einer Auswahl linear unabhän-
giger Zeilen von Γ korrespondiert. Angenommen die Bögen in AzM enthielten
einen Kreis C. Da B eine Basis ist, kann dieser Kreis durch die Basis dargestellt
werden. Es gibt also einen eindeutig bestimmten Vektor λ P Kνz t0u, so dass
C � Γλ. Die Einschränkung dieses Gleichungssystems auf die Zeilen zu M lie-
fert 0 � ΓMλ und somit eine nicht-triviale Linearkombination der Null im Kν .
Damit sind die Zeilen von ΓM linear abhängig.

Nach Lemma 1.2.1 ist det ΓM genau dann ungleich 0, wennM einen Cobaum
darstellt. Auÿerdem liefert das Lemma Erkenntnisse über die Darstellung eines
Kreises C durch eine Kreisbasis B. Die Darstellung von C ist die eindeutige
Linearkombination der Basiskreise tBiuiPrνs zu C:

C � λiBi � . . . λνBν .

Der Koe�zientenvektor λ � pλ1, . . . , λνq ist die eindeutige Lösung des überbe-
stimmten Gleichungsystems Γx � C. Der Beweis des Lemmas 1.2.1 zeigt nun,
dass, fallsM ein Cobaum ist, λ bereits die Lösung des Untersystems ΓMx � CM
ist. Die restlichen Gleichungen ΓAzMx � CAzM werden dann ebenfalls durch λ
erfüllt. Dies bedeutet unter anderem, dass ein gerichteter Kreis bereits durch
seinen Anteil auf einem Cobaum eindeutig bestimmt ist. Dabei ist sowohl für
das Lösen von Γx � C als auch für das eindeutige Bestimmen eines gerichteten
Kreises die Wahl des Cobaumes unerheblich.

Lemma 1.2.2. Sei Γ die Basismatrix einer Kreisbasis B. Für je zwei Cobäume
M,M 1 gilt det ΓM � �det ΓM 1 .

Beweis. Sei M � ta1, . . . , aνu die Menge der Nichtbaum-Bögen zum Spann-
baum T und Φ die Kreismatrix mit Fundamentalkreis F paiq in Spalte i. Φ
ist also eine Basismatrix der Fundamentalbasis zu T und die Einschränkung
von Φ auf die Zeilen zu M ergibt die pν � νq-Einheitsmatrix. Demnach gilt
ΦMΓM � ΓM . Die Matrix ΓM ist also die eindeutige Lösung des regulären Glei-
chungssystems ΦMX � ΓM . Nach den obigen Betrachtungen erfüllt ΓM dann
auch das überbestimmte Gleichungssystem ΦX � Γ.

Die Einschränkung von ΦΓM � Γ auf die Zeilen die zu M 1 gehören ergibt
dann ΦM 1ΓM � ΓM 1 . Nun ist Φ total unimodular (Vergleiche [18]) und ΦM 1

eine reguläre Untermatrix von Φ. Daher gilt det ΦM 1 � �1 und mit der Multi-
plikativität der Determinante folgt det ΓM � �det ΓM 1 .

Der Beweis von Lemma 1.2.2 benutzt die einfache Struktur einer Funda-
mentalbasis. Da jeder Fundamentalkreis F paq einen privaten Bogen, nämlich a,
bezüglich der Fundamentalbasis hat, muss F paq genau mit dem Faktor in der
Linearkombination eines Kreises auftreten, mit dem der darzustellende Kreis
diesen Bogen a benutzt. Ist Φ eine Basismatrix der Fundamentalbasis, so gilt
für einen gerichteten Kreis C:

C �
¸

aPAzT

Ca � F paq � ΦCAzT (1.2.1)
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Bemerkung 1.2.3. Des Weiteren macht der Beweis essentiellen Gebrauch von
der totalen Unimodularität der Kreismatrix Φ. Es ist jedoch zu bemerken, dass
nicht jede Kreisbasis eine total unimodulare Basismatrix aufweist. Kreisbasen
mit total unimodularen Basismatrizen gibt es jedoch auch auÿerhalb der Fun-
damentalbasen.

Da nach den Lemmata 1.2.1 und 1.2.2 der Absolutbetrag der Determinante
einer jeden regulären pν � νq-Untermatrix von Γ invariant ist, ist die Determi-
nante einer Kreisbasis im folgenden Sinne wohlde�niert.

De�nition 1.2.4. Sei B eine Kreisbasis von D mit Kreismatrix Γ und T ein
beliebiger spannender Baum von D. Sei ΓM die Untermatrix, die durch das
Streichen der Zeilen die zu T gehören aus Γ entsteht. Dann ist die Determinante
von B de�niert als

detpBq :� |det ΓM | .

Diese De�nition ist, im Gegensatz zu Lemma 1.2.1 und 1.2.2, abhängig von
der Wahl des Körpers K, da die Determinante über diesem Körper berechnet
wird (siehe Abbildung 1.3). Wenn der Körper hervorgehoben werden soll, wird
deshalb auch detKpBq geschrieben. Der Wert der Determinante ist ein Element
des Körpers. Wurde beispielsweise der Körper GF p2q � t0, 1u gewählt, so ist
die Determinante einer Matrix entweder 0 oder 1. Kreisbasen über R haben, da
die Einträge ihrer Basismatrizen ganzzahlig sind, auch ganze Zahlen als Deter-
minanten. Dabei können jedoch durchaus auch höhere Werte als 1 auftreten.

1.3 Gerichtete Kreisbasen

Kreisbasen über dem Körper R der reellen Zahlen werden gerichtete Kreisbasen
genannt. Dieser Abschnitt wird die Begri�e gerichteter Kreis, Inzidenzvektor,
Zykelraum und Kreisbasis in diesem Spezialfall mit kleinen Beispielen illustrie-
ren. Auÿerdem wird der Ein�uÿ der Orientierung des Graphen und der Basis-
kreise auf die Determinante erörtert.

a1

a2

a3

a4 a5

a6




1
1
0
0
−1
−1




Abbildung 1.1: Eine Orientierung des K4, ein gerichteter Kreis und dessen Inzi-
denzvektor.

De�nition 1.3.1. Sei G ein ungerichteter Graph. Eine Orientierung von G ist
ein gerichteter Graph D, dessen zugrundeliegender ungerichteter Graph gerade
G ist: GpDq � G (siehe Abbildung 1.1).
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a1 a3

a6

Z(K4) = {λ1F (a1) + λ2F (a2) + λ3F (a3) | λi ∈ R}

=
{
(λ1, λ1 − λ2, λ2, λ3 − λ1, λ2 − λ3, λ3)T | λi ∈ R

}

T

Abbildung 1.2: Der Zykelraum des K4 mit der gewählten Orientierung und die
Fundamentalbasis tF pa1q, F pa2q, F pa6qu bezüglich eines Spannbaumes T .

Γ �

�
�������

1 0 1
0 �1 1
1 1 0
�1 1 0
1 0 �1
0 �1 �1

�
������

det Γta1,a3,a6u �

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
1 1 0
0 �1 �1

∣∣∣∣∣∣
� �2

Abbildung 1.3: Die Basismatrix einer weiteren Kreisbasis und deren Determi-
nante.

Die Begri�e des zugrundeliegenden ungerichteten Graphen und der Orientie-
rung sind im Falle von einfache Graphen ohne parallele oder antiparallele Bögen
oder Schleifen konsistent, das heiÿt, dass jeder gerichtete Graph D eine Orien-
tierung seines zugrundeliegenden ungerichteten Graphen GpDq ist. Sind zwei
gerichtete Graphen D,D1 Orientierungen desselben ungerichteten Graphen, so
heiÿtD1 eine Umorientierung vonD.D1 kann durch schrittweise Richtungswech-
sel einzelner Bögen aus D erhalten werden. Jedes Zwischenergebnis ist wieder-
um eine Orientierung von GpDq. Mit dem Graphen D können auch alle Kreise
angepasst und somit wieder gerichteten Kreisen im entstandenen Graphen D1

zugeordnet werden. Ist C ein beliebiger Kreis und a P C ein Bogen, die in der
Umorientierung die Richtung gewechselt hat, so entspricht das einem Wechsel
des Bogens a von C� nach C� oder umgekehrt und im Inzidenzvektor einer
Multiplikation der Komponente Cpaq mit �1. Der Durchlaufsinn des Kreises
bleibt dabei stets erhalten und so kann man von dem gleichen Kreis vor und
nach der Umorientierung sprechen.

Lemma 1.3.2. Die Determinante einer Kreisbasis ist invariant unter Umori-
entierung des Graphen.

Beweis. Ein Richtungswechsel des Bogens a entspricht der Multiplikation der
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Zeile Γa mit �1 und beein�uÿt somit nur das Vorzeichen und nicht den Abso-
lutbetrag einer jeden Unterdeterminante.

Ob eine Menge von gerichteten Kreisen eine Kreisbasis einer Orientierung
von GpDq bildet, ist also unabhängig von der Wahl dieser Orientierung.

Ein Wechsel der Orientierung eines Basiskreises entspricht der Multiplika-
tion der zugehörigen Spalte der Basismatrix mit �1 und ändert somit nicht
den Absolutbetrag der Unterdeterminanten. Für die lineare Unabhängigkeit von
Kreismengen und die Determinanten gerichteter Kreisbasen ist die Orientierung
des Graphen und der Kreise also irrelevant und so werden die Graphen, Krei-
se und Kreisbasen in den Beispielen oft als ungerichtete Versionen angegeben.
Die Inzidenzvektoren, der Zykelraum und die Darstellung eines Kreises durch
eine Basis sind allerdings abhängig von den gewählten Orientierungen. Auch die
Berechnung der Determinante bedarf dieser Festlegungen, obwohl jede einzelne
Wahl auf dasselbe Ergebnis führt.

Bemerkung 1.3.3. Wie der gerichtete Graph orientiert ist, hat keinen Ein�uÿ
auf die lineare Unabhängigkeit von Kreisen. Es ist aber wichtig, dass der Graph
orientiert und somit kein ungerichteter Graph ist.

Abschliessend soll noch einmal festgehalten werden:

B gerichtete Kreisbasis ðñ det
R
pBq P N z t0u (1.3.1)

1.4 Ungerichtete Kreisbasen

Ungerichtete Kreisbasen sind Kreisbasen über dem Körper K � GF p2q. Werden
die Inzidenzvektoren gerichteter Kreise über GF p2q � t0, 1u betrachtet, so kann
wegen 1 � �1 nicht mehr unterschieden werden in welche Richtung ein Bogen
zeigt oder welcher Durchlaufsinn für einen Kreis gewählt wurde. Im Grunde kann
daher von dem ungerichteten Graphen GpDq � pV,Eq und elementaren Kreisen
C � E ohne Zugabe eines Durchlaufsinns ausgegangen werden. Es ist allerdings
wichtig, diese beiden Vorstellungen sorgfältig voneinander zu trennen. Kreisba-
sen über GF p2q sind � wie Kreisbasen über R auch � Mengen gerichteter Kreise,
die wiederum partitionierte Bogenmengen eines gerichteten Graphen D sind.
Aus beiden Typen, gerichteten und ungerichteten Kreisbasen, erhält man durch
Weglassen der Richtungen der Bögen und Orientierungen der Basiskreise eine
Menge elementarer Kreise in zugrundeliegenden ungerichteten Graphen GpDq.
Die jeweiligen Gründe für das Weglassen der Richtungen und Orientierung un-
terscheiden sich jedoch. Im Falle der gerichteten Kreisbasen über R ist die Wahl
dieser Orientierungen für die lineare Unabhängigkeit und die Determinante zwar
unerheblich, Umorientierungen ergeben aber andere Inzidenzvektoren und Li-
nearkombinationen. Unterdessen führt im Fall K � GF p2q jede Umorientierung
des Graphen und der Basiskreise bereits auf dieselben Inzidenzvektoren.

Dieser Unterschied ist so erheblich, dass es gerichtete Kreisbasen gibt, die
über GF p2q linear abhängig sind.

Beispiel 1.4.1 (Eine gerichtete Kreisbasis, die keine ungerichtete Kreisbasis
ist). Betrachte K4, den vollständigen Graphen auf vier Knoten, mit einer be-
liebigen Orientierung. Ohne die Unterscheidung in der Orientierung der Kreise
weist dieser Graph genau drei Hamiltonkreise auf. Die Abbildungen 1.1 und 1.3
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bezeugen, dass diese eine Kreisbasis über R bilden. Über GF p2q sind diese Kreise
allerdings linear abhängig:�
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Ob eine gerichtete Kreisbasis auch ungerichtet, also eine Kreisbasis über
GF p2q ist, kann mit Hilfe der Determinante der Kreisbasis, wie sie im Ab-
schnitt 1.2 de�niert wurde, bestimmt werden.

Lemma 1.4.2. Eine gerichtete Kreisbasis B ist genau dann ungerichtet, wenn
detRpBq mod 2 � 1.

Beweis. Inzidenzvektoren gerichteter Kreise über R sind stets ganzzahlige Vek-
toren und diese gehen durch die Abbildung mod 2 : Z ÝÑ GF p2q auf die ent-
sprechenden Inzidenzvektoren im GF p2qm über. Die Addition �Z : Z ÝÑ Z und
die Multiplikation �Z : Z ÝÑ Z ganzer Zahlen ist distributiv über der Abbildung
mod2:

pa�Z bq mod 2 � pa mod 2q �GF p2q pb mod 2q für alle a, b P Z
pa �Z bq mod 2 � pa mod 2q �GF p2q pb mod 2q für alle a, b P Z

Da das Berechnen der Determinante der Basismatrix mittels der Laplace-
Entwicklung über R aus einer Folge von Additionen und Multiplikationen gan-
zer Zahlen besteht, lässt sich die Projektion mod 2 in die Zwischenschritte und
schlieÿlich auf die Einträge der Basismatrix verschieben. Dadurch erhält man
die Laplace-Entwicklung der t0, 1u-Matrix über GF p2q, also die Determinante
über GF p2q.

detRpBq mod 2 � detGF p2qpB̃q

Nun ist B genau dann eine ungerichtete Kreisbasis, wenn detGF p2qpB̃q � 0 und
somit folgt die Behauptung.

Also sind genau die gerichteten Kreisbasen mit ungerader Determinante auch
ungerichtete Kreisbasen. Die Kreisbasis aus Beispiel 1.4.1 hat die Determinante
2 und ist somit keine ungerichtete Kreisbasis. Im Gegenzug ist mit Lemma 1.4.2
jede ungerichtete Kreisbasis auch eine gerichtete Kreisbasis.

Abschliessend wird zusammengefasst:

B ungerichtete Kreisbasis ðñ detRpBq � 1 pmod 2q (1.4.1)

1.5 Ganzzahlige Kreisbasen

Eine gerichtete Kreisbasis ist eine Menge von Inzidenzvektoren, die eine Basis
des ZpDq bilden. Jeder weitere Punkt x P ZpDq kann als eindeutige Linear-
kombination dieser Basisvektoren geschrieben werden. Insbesondere wird jeder
gerichtete Kreis in D so dargestellt. Ganzzahlige Kreisbasen sollen nun zusätz-
liche Anforderungen an die Darstellung der gerichteten Kreise erfüllen.
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De�nition 1.5.1. Ein gerichteter Kreis C wird durch eine gerichtete Kreisbasis
B ganzzahlig dargestellt, wenn

C � λ1B1 � � � � � λνBν mit λi P Z.

Die Kreisbasis B heiÿt ganzzahlig, wenn sie jeden Kreis ganzzahlig darstellt.

Beispiel 1.5.2 (Eine ungerichtete Kreisbasis, die nicht ganzzahlig ist). Abbil-
dung 1.4 zeigt einen Graphen und eine Kreisbasis bestehend aus dem Innenkreis
B1 und den fünf Kreisen tBiui�2,...,6 mit je einer Innen- und drei Auÿenkanten.

5×

Abbildung 1.4: Ein Graph mit einer ungerichteten, aber nicht-ganzzahligen
Kreisbasis.

Als Spannbaum seien vier der fünf inneren Kanten gewählt. Die auf den
Cobaum eingeschränkte Basismatrix hat die Determinante 3 und die sechs ge-
wählten Kreise bilden demnach eine ungerichtete Kreisbasis.
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Die eindeutige Darstellung des Auÿenkreises durch B1, . . . , B6 enthält aber
nicht-ganzzahlige Koe�zienten.�
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Ganzzahlige Kreisbasen bilden erneut eine echte Teilmenge der gerichteten
Kreisbasen und sie lassen sich wieder mit Hilfe der Determinante charakterisie-
ren. Ein hinreichendes Kriterium folgt aus der nächsten Proposition.

Proposition 1.5.3. Sei A eine reguläre pn� nq-Matrix mit ganzzahligen Ein-
trägen und b ein ganzzahliger Vektor der Dimension n. Sei λ die eindeutige
Lösung des Gleichungssystems Ax � b. Dann ist

detA � λ P Zn. (1.5.1)

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Cramerschen Regel (Siehe
[1]).
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Wird ein Kreis C durch eine Kreisbasis B mit Basismatrix Γ dargestellt,
so ist der Koe�zientenvektor λ die eindeutige Lösung des quadratischen Glei-
chungssystems ΓMx � CM . Ist detpBq � 1, so ist λ nach (1.5.1) bereits ein
ganzzahliger Vektor und die Kreisbasis B ganzzahlig. Es gilt auch die Umkeh-
rung.

Lemma 1.5.4. Für eine gerichtete Kreisbasis B gilt:

B ganzzahlige Kreisbasis ðñ det
R
pBq � 1 (1.5.2)

Beweis. Es bleibt noch für eine beliebige ganzzahlige Kreisbasis zu zeigen, dass
ihre Determinante genau 1 ist.

Sei F � tF1, . . . , Fνu die Fundamentalbasis zu einem beliebigen spannenden
Baum T und Φ deren Basismatrix. Nach Proposition 1.1.6 enthält Φ eine Per-
mutation der Einheitsmatrix Iν�ν . Insbesondere ist detRpF q � |det Iν�ν | � 1.

Sei Γ die Basismatrix der ganzzahligen Kreisbasis B und λpiq P Zν der Koef-
�zientenvektor der ganzzahligen Darstellung des Kreises Fi durch B. Es gilt also
für einen beliebigen CobaumM des Graphen ΓMΛ � ΦM mit Λ � rλp1q � � �λpνqs.
Da die Determinante multiplikativ ist, folgt

det ΓM � det Λ � det Φ � �1. (1.5.3)

Die Matrizen ΓM und Λ haben ganzzahlige Einträge, so dass ihre Determinanten
auch ganze Zahlen sind. Deshalb folgt aus (1.5.3) unmittelbar

|det ΓM | � |det Λ| � 1.

Aus Lemma 1.4.2 und Lemma 1.5.4 folgt als Korollar:

Korollar 1.5.5. Jede ganzzahlige Kreisbasis ist ungerichtet.

Zu Beginn dieses Kapitels im Abschnitt 1.1 wurden Kreisbasen über einem
Körper K de�niert. Abhängig vom gewählten Körper wurde im Abschnitt 1.2
jeder Kreisbasis eine Determinante zugeordnet. Innerhalb dieser Diplomarbeit
sind Kreisbasen über dem Körper R der reellen Zahlen von Interesse und diese
gerichteten Kreisbasen wurden im Abschnitt 1.3 auf ihre Sensitivität gegenüber
Umorientierungen des Graphen und der Kreise hin untersucht. Der Abschnitt 1.4
legte dann die ungerichteten Kreisbasen, die Kreisbasen über GF p2q, als Teil-
menge der gerichteten Kreisbasen dar und das Beispiel 1.4.1 belegte, dass diese
Inklusion strikt ist. Abschlieÿend wurden im Abschnitt 1.5 ganzzahlige Kreisba-
sen als spezielle gerichtete Kreisbasen de�niert und mit Hilfe der Determinante
gezeigt, dass diese sogar eine Teilmenge der ungerichteten Kreisbasen bilden.
Das Beispiel 1.5.2 zeigte, dass auch diese Inklusion strikt ist. Die wichtigen Er-
kenntnisse dieses Kapitels werden in der folgenden Abbildung zusammengefasst.
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ganzzahlig
ungerichtet

gerichtet

Z5,2

K4

Abbildung 1.5: Ein vollständiges Bild über die Beziehungen der gerichteten,
ungerichteten und ganzzahligen Kreisbasen.



Kapitel 2

Sehnen-Graphen

2.1 Zirkulanten

Dieser Abschnitt stellt die Zirkulanten als eine Klasse von einfach strukturierten
Graphen vor, die trotz ihrer geringen Knotenzahl gerichtete Kreisbasen mit
hoher Determinante beinhalten. Die Zirkulanten sind als ungerichtete Graphen
de�niert und werden daher für das Bestimmen einer gerichteten Kreisbasis und
das Berechnen ihrer Determinante mit einer beliebigen Orientierung versehen.

De�nition 2.1.1. Sind n, k P Nz t0u teilerfremde Zahlen mit 1   k   n{2, so
ist der n, k-Zirkulant Zn,k wie folgt de�niert:

• Die Knotenmenge ist V � t0, . . . , n� 1u.

• Die Kantenmenge ist E � EI Y EA, wobei

� EI � tti, pi� kq mod nu | i P V u

� EA � tti, pi� 1q mod nu | i P V u.

Ein n, k-Zirkulant besteht aus einem inneren n-Kreis mit Kantenmenge EI
und einem äuÿeren n-Kreis mit Kantenmenge EA. Dass die Kanten in EI tat-
sächlich genau einen und nicht mehrere Kreise bilden, liegt an der Teilerfremd-
heit der Parameter n und k. Dazu kann man die Knoten als die Elemente der
zyklischen Gruppe Zn ansehen und 1 und k als zwei Erzeuger1 dieser Gruppe.
Die einmalige Anwendung eines Erzeugers e auf ein Element z entspricht der
Addition modulo n, das heiÿt z � e � pz � eq mod n. Eine Anwendung über-
führt ein Element auf ein anderes und für jeden solchen Übergang gibt es eine
Kante im Zirkulanten. Die Auÿenkanten EA entsprechen n Anwendungen des
Erzeugers 1 und die Innenkanten EI denen des Erzeugers k.

Die Abbildung 2.1 zeigt vier, für die späteren Beispiele wichtige, Zirkulanten.
Die mittleren Zirkulanten Z7,2 und Z7,3 sind isomorph, also bis auf Umbenun-
nung der Knoten derselbe Graph. Ist n hingegen festgehalten, so können unter
allen n, k-Zirkulanten höchstens je zwei zueinander isomorph sein. Es gibt also
durchaus mehr als einen Zirkulanten auf n Knoten.

1Eine Zahl k ist genau dann ein Erzeuger von Zn, wenn n und k teilerfremd sind.

21
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Abbildung 2.1: Die Zirkulanten Z5,2, Z7,2, Z7,3 und Z11,3.

Lässt man Knotenwiederholungen nicht aber Kantenwiederholungen in Krei-
sen zu, so bestehen die Kreise des Zn,k aus einer Anzahl 0 ¤ i ¤ n von Innen-
kanten und einer Anzahl 0 ¤ a ¤ n von Auÿenkanten. Ein Kreis, dessen Innen-
kanten und Auÿenkanten jeweils einen zusammenhängenden Pfad ergeben, wird
geschlossen genannt. Jeder Kreis de�niert ein Tupel pi, aq aus den Anzahlen der
benutzten Innen- und Auÿenkanten. Die Tupel, zu denen ein geschlossener Kreis
existiert, werden geschlossene Tupel genannt und die Menge der geschlossenen
Tupel ist im Allgemeinen eine kleine Teilmenge der Menge der Tupel aller Krei-
se. Die Tabelle 2.1 listet alle geschlossenen Tupel des 7, 3-Zirkulanten auf und
die Abbildung 2.2 zeigt, dass es auch nicht-geschlossene Kreise mit geschlossenen
Tupeln geben kann.

i 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
a 7 3 4 6 1 2 5 5 2 1 6 4 3 0

Tabelle 2.1: Die möglichen geschlossenen pi, aq-Tupel des Z7,3.

Abbildung 2.2: Ein geschlossener Kreis und ein nicht-geschlossener Kreis des
Z7,3 mit dem gleichen Tupel p3, 2q.

Durch die spezielle Charakteristik der geschlossenen Kreise, lassen sich die
geschlossenen Tupel kompakt au�isten. Zunächst sind der Innen- und der Au-
ÿenkreis geschlossen. Sie sind die einzigen Kreise, die das Tupel pn, 0q be-
ziehungsweise p0, nq ergeben. Für alle weiteren geschlossenen Kreise gilt also
0   i   n und die Endpunkte des zusammenhängenden Weges der inneren Kan-
ten sind verschieden. Nun gibt es genau zwei Möglichkeiten diese Endpunkte
mittels Auÿenkanten zu verbinden, je nachdem in welcher Richtung man ent-
lang des Auÿenkreises läuft, um vom einen Endpunkt zum anderen zu gelangen.
Die Entfernung der beiden Endpunkte auf dem Auÿenkreis kann in Abhängig-
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keit von n, k und der Anzahl i der benutzten Innenkanten bestimmt werden.
Aus dieser Entfernung können die zugehörigen Anzahlen an Auÿenkanten der
beiden geschlossenen Kreise mit i Innenkanten leicht gefolgert werden.

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit der Knoten 0 der Endpunkt des
inneren Weges und dessen inzidente innere Kante gerade t0, ku. Ist 0 nicht der
Anfangspunkt des Innenpfades, so kann dies durch wiederholte zyklische Um-
benennung der Knoten i Ñ pi � 1q mod n gewährleistet werden. Ist die zu 0
inzidente innere Kante tn� k, 0u statt t0, ku, so kann eine Umbenennung der
Knoten i Ñ �i dies korrigieren. Dabei ist wichtig, dass i Ñ pi � 1q mod n und
iÑ �i die Inzidenzvorschriften der De�nition 2.1.1 erhält, das heiÿt beide Ab-
bildungen aus der Automorphismengruppe des n, k-Zirkulanten stammen (Siehe
dazu etwa [6]). Beginnt der Innenweg mit der Kante t0, ku und enthält insge-
samt i Innenkanten, so entspricht das der i-fachen Anwendung des Erzeugers k
auf das Element 0 und der zweite Endpunkt des Weges ist der Knoten

p� � � pp0�kq mod nlooooomooooon
i mal

�kq mod n � � � � kq mod n � pi � kq mod n.

Es sind also entweder genau pi � kq mod n Auÿenkanten oder n � pi � kq mod
n Auÿenkanten nötig, um wieder zurück zum Knoten 0 zu gelangen. Somit
sind die geschlossenen Tupel allgemein beschrieben und werden in vier Typen
unterschieden.

Typ I Das Tupel p0, nq, welches nur dem Auÿenkreis entspricht.

Typ II Das Tupel pi, pi � kq mod nq, welches genau n Kreisen entspricht.

Typ III Das Tupel pi, n� pi � kq mod nq, welches genau n Kreisen entspricht.

Typ IV Das Tupel pn, 0q, welches nur dem Innenkreis entspricht.

Bemerkung 2.1.2. Es gibt Konstellationen der Werte n, k, i, so dass die geschlos-
senen Tupel des zweiten und dritten Typs zusammenfallen und somit nicht ge-
nau n, sondern sogar 2n geschlossene Kreise mit diesem Tupel existieren. Eine
solche Konstellation, wie etwa pn � 8, k � 3, i � 4q, tritt auf, wenn n gerade
ist und die Endpunkte des Innenpfades sich genau gegenüberliegen. Im späte-
ren Verlauf werden jedoch weitere Einschränkungen vorgenommen, unter denen
solche Beispiele nicht länger auftreten.

Abbildung 2.3: Je ein geschlossener Kreis mit 4 Innenkanten des Typs II und
des Typs III des Z7,3.
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In der De�nition der geschlossenen Kreise sind Knotenwiederholungen expli-
zit erlaubt worden und Abbildung 2.3 zeigt, dass zu einer vorgegebenen Anzahl
0   i   n an Innenkanten unter Umständen die geschlossenen Kreise des zweiten
und dritten Typs nicht elementar sind. Um eine möglichst groÿe Auswahl ele-
mentarer geschlossener Kreise zu erhalten, werden die minimalen Kreise eines
Zirkulanten de�niert.

2.2 Minimale Tupel

De�nition 2.2.1. • Ein Tupel pi, aq dominiert ein Tupel pi1, a1q, wenn i ¥ i1

und a ¥ a1 gilt.

• Ein minimales Tupel ist ein geschlossenes Tupel, das kein weiteres ge-
schlossenes Tupel dominiert.

Die Begri�e des Dominierens und der Minimalität werden dann auch für die
geschlossenen Kreise zu diesen Tupeln übernommen. So sind beispielsweise der
Innenkreis und der Auÿenkreis die einzigen Kreise ohne Auÿen- beziehungsweise
Innenkanten und können daher keine anderen Kreise dominieren. Deshalb sind
der Innen- und der Auÿenkreis eines jeden Zirkulanten stets minimale Kreise.
Tabelle 2.2 zeigt noch einmal alle geschlossenen Tupel des 7, 3-Zirkulanten, hebt
jedoch nun die minimalen Tupel hervor.

i 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
a 7 3 4 6 1 2 5 5 2 1 6 4 3 0

Tabelle 2.2: Die möglichen geschlossenen pi, aq-Tupel des Z7,3. Die minimalen
Tupel sind hervorgehoben.

Proposition 2.2.2. Die minimalen Kreise eines Zirkulanten sind elementar.

Beweis. Die Pfade der Innenkanten und der Auÿenkanten sind einzeln genom-
men elementar, da 0   i, a   n und k und n teilerfremd sind. Eine Knotenwie-
derholung kann also nur statt�nden, wenn der Auÿenweg einen Knoten benutzt,
der bereits auf dem Innenweg liegt. Seien v und w die Endpunkte des Innenweges
und u der Knoten, der wiederholt auftritt. Dann ist der betrachtete geschlossene
Kreis von der Form

v� � � � � u� � � ��looooooooomooooooooon
Innenweg

w� � � � � u� � � ��looooooooomooooooooon
Auÿenweg

v. (2.2.1)

Das Teilstück in (2.2.1) vom Knoten u über Innenkanten zum Knoten w und
über Auÿenkanten wieder zum Knoten u ist dann ein dominierter geschlossener
Kreis und somit ist ein Kreis mit Knotenwiederholungen nicht minimal.

Es gibt auch elementare geschlossene Kreise, die nicht minimal sind (wie
etwa ein Kreis mit Tupel p1, 4q im Z7,3) und somit gilt die Umkehrung der
Proposition 2.2.2 nicht.

Bemerkung 2.2.3. Für die spätere Konstruktion minimaler Kreisbasen werden
alle Innenkanten und alle Auÿenkanten mit jeweils dem gleichen Gewicht belegt
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und somit erhält ein Kreis, der einen weiteren dominiert durch seine höhere
Anzahl an Kanten des gleichen Typs auch ein höheres Gewicht. Dadurch werden
nur die minimalen Kreise eines Zirkulanten später von Interesse sein.

Proposition 2.2.4. Ist pi, aq ein minimales Tupel, so kann es eindeutig einem
Typ zugeordnet werden.

Beweis. Als einzige Möglichkeit einer Typdopplung besteht, für ein Tupel so-
wohl vom Typ II als auch vom Typ III zu sein. Nach der De�nition des Typs
heiÿt das

i � k � n� i � k pmod nq und pi � kq mod n� pn� i � kq mod n � n.

Daraus folgt

pi � kq mod n � pn� i � kq mod n �
n

2
und wie oben bereits erwähnt wurde, liegen sich die beiden Endpunkte des
Innenweges in diesem Fall gegenüber. Da k kein Teiler von n ist, muss i ¡ 1 sein
und somit ist entweder der Typ-II-Kreis oder der Typ-III-Kreis dieses Tupels
nicht elementar und daher kann das Tupel nach Proposition 2.2.2 nicht minimal
sein.

2.3 Innen- und Auÿenbasis

Nun werden mit den minimalen Kreisen eines Zirkulanten Kreisbasen aufge-
stellt, deren Determinanten im Anschluss analysiert werden. Dazu sei für ein
minimales Tupel pi, aq die Menge der minimalen Kreise dieses Tupels mit Cpi, aq
bezeichnet. Diese Menge Cpi, aq enthält für i P t1, . . . , n� 1u nach Propositi-
on 2.2.4 genau n Kreise, während Cp0, nq und Cpn, 0q aus jeweils genau einem
Kreis bestehen.

De�nition 2.3.1. Sei Zn,k ein Zirkulant und pi, aq ein minimales Tupel.

• Die a-te Auÿenbasis des Zn,k ist die Menge der minimalen Kreise mit a
Auÿenkanten zusammen mit dem Auÿenkreis:

Bpaq � Cpi, aq Y Cp0, nq

• Die i-te Innenbasis des Zn,k ist die Menge der minimalen Kreise mit i
Innenkanten zusammen mit dem Innenkreis:

Bpiq � Cpi, aq Y Cpn, 0q

Da der n, k-Zirkulant aus n Knoten und 2n Kanten besteht und somit eine
zyklomatische Zahl von νpZn,kq � |E| � |V | � 1 � n � 1 aufweist, enthält jede
Kreisbasis genau n� 1 gerichtete Kreise. Die a-te Auÿen- und Innenbasen wei-
sen demnach bereits die korrekte Anzahl an Kreisen auf und es sei noch einmal
bemerkt, dass sowohl der Graph Zn,k als auch die Kreise mit einer beliebigen
Orientierung versehen werden müssen damit diese Mengen Kreisbasen eines ge-
richteten Graphen darstellen. Die Kanten seien dazu so orientiert, dass Innen-
und Auÿenkreis jeweils einen gerichteten Zykel ergeben, während die Orientie-
rungen der Kreise für Bpiq und Bpaq unterschiedlich gewählt werden.
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De�nition 2.3.2. Ein Auÿenbaum TA eines Zirkulanten ist eine Auswahl von
n� 1 Auÿenkanten, während ein Innenbaum TI einer Auswahl von n� 1 Innen-
kanten entspricht (siehe Abbildung 2.4).

TA TI

Abbildung 2.4: Ein Auÿenbaum TA und ein Innenbaum TI des 7, 3-Zirkulanten.

Die a-te Auÿenbasis Bpaq. Sei TA ein Auÿenbaum und die Kreise in Bpaq so
orientiert, dass sie die Bögen des Innenkreises entlang ihrer Orientierung
durchlaufen. Die auf den Cobaum AzTA gekürzte allgemeine Kreismatrix
von Bpaq hat nun folgende Gestalt, wobei die Anzahl der Einsen pro Zeile
in den ersten n Zeilen gerade der Anzahl i der benutzten Innenkanten
entspricht.

ΓpBpaqq �

�
����������������

1 � � � 1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

1
. . .

. . . 1
...

. . .
. . .

...
1 � � � 1 1
� � � � � 1

�
���������������

Die i-te Innenbasis Bpiq. Sei TI ein Innenbaum und die Kreise in Bpiq so ori-
entiert, dass sie die Bögen des Auÿenkreises entlang ihrer Orientierung
durchlaufen. Die auf den Cobaum AzTI gekürzte allgemeine Kreismatrix
von Bpiq hat dann folgende Gestalt, wobei die Anzahl der Einsen pro Zeile
in den ersten n Zeilen gerade der Anzahl a der benutzten Auÿenkanten
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entspricht.

ΓpBpiqq �

�
����������������

1 � � � 1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

1
. . .

. . . 1
...

. . .
. . .
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1 � � � 1 1
� � � � � 1

�
���������������

Die jeweils letzte Spalte der Matrizen ΓpBpaqq und ΓpBpiqq stellen einen Ein-
heitsvektor dar. Die Laplace-Entwicklung dieser Spalten führt demnach jeweils
auf die pν�1q�pν�1q-Untermatrizen nach Streichen der letzten Zeile und Spal-
te. Die Determinanten dieser Matrizen und weisen den gleichen Absolutbetrag
wie die Determinanten der Basismatrizen auf.

Diese Untermatrizen sind von spezieller Gestalt und werden zirkulante Ma-
trizen genannt. Zirkulante Matrizen sind bereits durch ihre erste Zeile voll-
ständig bestimmt. Jede weitere Zeile entsteht durch zyklisches Verschieben der
Einträge nach rechts. Ist pm0, . . . ,mn�1q die erste Zeile einer zirkulanten Matrix
M , so schreibt man

M � Cpm0, . . . ,mn�1q.

Die hier auftretenden zirkulanten Matrizen sind von der Form
Cp1, . . . , 1, 0, . . . , 0q, wobei die Anzahl der Einsen in p1, . . . , 1, 0, . . . , 0q im
Falle der a-ten Auÿenbasis gerade i und im Falle der i-ten Innenbasis gerade a
entspricht.

Zirkulante Matrizen werden unter anderem in [3] untersucht. Ihre Analyse
und insbesondere das Bestimmen ihrer Determinante benutzt ein Polynom, dass
jeder zirkulanten Matrix zugeordnet wird.

De�nition 2.3.3. Sei M � Cpm0, . . . ,mn�1q eine zirkulante Matrix. De�niere
das Polynom von M als

fpxq �
n�1̧

i�0

mix
i.

Ein weiteres wichtiges Polynom ist fnpxq � xn� 1, dessen n komplexe Null-
stellen die n-ten Einheitswurzeln

ζjn � e
2πi
n �j � cosp

2π
n
� jq � i sinp

2π
n
� jq

sind. Das folgende Theorem besagt, dass die Determinante einer zirkulanten
Matrix M mit Polynom f entsteht, wenn die Nullstellen von fn in f eingesetzt
und die jeweiligen Ergebnisse aufmultipliziert werden.

Theorem 2.3.4. Sei M eine zirkulante Matrix mit Polynom f . Dann gilt

detM �
n�1¹
j�0

fpζjnq.
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Beweis. Siehe [2].

Die zirkulanten Matrizen, die aus den Innen- und Auÿenbasen entstehen
erhalten das Polynom

fpxq � 1� x� x2 � � � � � xl�1 �
xl � 1
x� 1

.

Dabei gibt l gerade die Anzahl der Einsen jeder Zeile an. Diese Ergebnisse
können nun verwendet werden, um die Determinante einer solchen zirkulanten
Matrix genau zu bestimmen.

Lemma 2.3.5 ([8]). Sei p1, . . . , 1, 0, . . . , 0q ein n-dimensionaler Vektor mit l
Einsen und n� l Nullen. Dann gilt

|detCp1, . . . , 1, 0, . . . , 0q| �

#
l falls gcdpn, lq � 1
0 sonst.

Beweis. Sei ζn eine primitive n-te Einheitswurzel und ζl eine primitive l-te Ein-
heitswurzel. Sei f � pxl � 1q{px� 1q. Es gilt

xn � 1 �
n�1¹
i�0

px� ζinq und f �
l�1¹
j�1

px� ζjl q.

Sei M die durch f gegebene zirkulante Matrix. Dann gilt:

detM �
n�1¹
i�0

fpζinq

�
n�1¹
i�0

l�1¹
j�1

pζin � ζjl q

�
l�1¹
j�1

n�1¹
i�0

pζin � ζjl q

�
l�1¹
j�1

p�1qn
n�1¹
i�0

pζjl � ζinq

�
l�1¹
j�1

p�1qnpζjnl � 1q

� p�1qnpl�1q
l�1¹
j�1

pζjnl � 1q

� p�1qnpl�1q�l�1
l�1¹
j�1

p1� ζjnl q. (2.3.1)

1.Fall gcdpn, lq � t ¡ 1: Es gibt also ganze Zahlen a � l{t P t1, . . . , l � 1u und
b � n{t P t1, . . . , n� 1u für die gilt

a � n � a � bt � at � b � l � b � 0 pmod lq.
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Daraus folgt ζanl � ζ0
l � 1. Somit verschwindet der a-te Faktor von (2.3.1)

und es gilt

detM � p�1qnpl�1q�l�1
l�1¹
j�1

p1� ζjnl q � 0.

2.Fall gcdpn, lq � 1: Da mit ζjl auch ζjnl für 1 ¤ j ¤ l � 1 aufgrund der Tei-
lerfremdheit von n und l nun über alle l-ten Einheitswurzeln ungleich 1
läuft, gilt

detM � p�1qnpl�1q�l�1
l�1¹
j�1

p1� ζjnl q � p�1qpn�1qpl�1qfp1q.

Nun ist pn� 1qpl� 1q immer gerade (wegen gcdpn, lq � 1 sind nicht n und
l gleichzeitig gerade). Also folgt detpMq � fp1q � l.

Korollar 2.3.6. Sei Zn,k ein Zirkulant und pi, aq ein minimales Tupel mit
0   i   n. Dann gilt für die Determinanten der a-ten Auÿenbasis Bpaq und der
i-ten Innenbasis Bpiq:

detpBpaqq �

#
i falls gcdpn, iq � 1
0 sonst

detpBpiqq �

#
a falls gcdpn, aq � 1
0 sonst

Die Determinanten der Innen- und Auÿenbasen können also bereits bei
niedrigen Knotenzahlen bereits hohe Determinanten aufweisen. Zum Abschluss
gibt die Tabelle 2.3 noch eine Übersicht über die minimalen Tupel des 9, 2-
Zirkulanten. Unter diesen, gibt es das Tupel p3, 3q dessen beide Einträge nicht
teilerfremd zu n � 9 sind und somit ist sowohl die zugehörige Innenbasis als
auch die zugehörige Auÿenbasis keine Kreisbasis des Graphen.

i 0 1 3 4 9
a 9 2 3 1 0

Tabelle 2.3: Alle minimalen pi, aq-Tupel des Z9,2 und darunter eines, dessen
Einträge nicht teilerfremd zu n � 9 sind.

2.4 Brücken

Um eine Instanz pD,wq eines MICB-Problems zu erhalten, erhält jede Kan-
te des Zirkulanten ein nicht-negatives Gewicht. Dabei werden alle Innenkanten
mit einem einheitlichen Gewicht wI und alle Auÿenkanten mit einem einheitli-
chen Gewicht wA belegt. Dies gewährleistet, dass alle Kreise desselben Tupels
auch dasselbe Gewicht aufweisen. Wie die Abbildung 2.2 belegt, gibt es je-
doch auch nicht-geschlossene Kreise zu geschlossenen Tupeln. Ein solcher nicht-
geschlossener Kreis soll allerdings ein höheres Gewicht als ein jeder geschlossene
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Kreis des gleichen Tupels aufweisen. Dies kann durch den Einsatz sogenannter
Brücken erreicht werden. Dazu wird jeder Knoten i des Zirkulanten in zwei Kno-
ten i und i1 geteilt, die mit einer Kante ti, i1u, der Brücke, verbunden werden.
Die Kanten des Auÿenkreises bleiben zu den ungestrichenen Knoten inzident,
während die Kanten des Innenkreises in ihre Entsprechung mit den gestriche-
nen Knoten überführt werden. Das Einsetzen einer Brücke an einem Knoten i
kann daher beispielsweise durch die Kontraktion der entstandenen Brücke ti, i1u
revidiert werden.

De�nition 2.4.1. Der verallgemeinerte Petersen-Graph Pn,k entsteht aus
dem n, k-Zirkulanten, indem der Innenkreis durch den Einsatz von n Brücken
vom Auÿenkreis getrennt wird (siehe Abbildung 2.5). Es gilt

νpPn,kq � |EpPn,kq| � |V pPn,kq| � 1 � 3n� 2n� 1 � n� 1 � νpZn,kq.

Abbildung 2.5: Die verallgemeinerten Petersen-Graphen P5,2, P7,2, P7,3 und
P11,3.

Jeder Kreis des Zn,k hat nun eine Entsprechung im Pn,k, indem bei jedem
Übergang zwischen einer inneren und einer äuÿeren Kante die entsprechende
Brücke eingefügt wird. Wird für jede Brücke ein einheitliches Gewicht wB ein-
geführt, so erhöht sich das Gewicht jedes geschlossenen Kreises mit 0   i   n
damit um genau 2wB . Das Gewicht des Innen- und Auÿenkreises bleibt erhal-
ten und nicht geschlossene Kreise werden durch ihre hohe Anzahl an Brücken
relativ teuer. Insbesondere kann man wB stets so groÿ wählen, dass jeder nicht
geschlossene Kreis teurer als jeder geschlossene Kreis ist, während jede Wahl
von wB die Groÿenverhältnisse unter den geschlossenen Kreisen mit 0   i   n
unverändert lässt.

Variiert man die Gewichte wA und wI der Auÿen- beziehungsweise Innen-
kanten, so werden dadurch die Gewichtsverhältnisse innerhalb der geschlosse-
nen Kreise, das heiÿt die Reihenfolge der geschlossenen Kreise in einer nicht-
absteigenden Sortierung, beein�usst. Jedoch kann nicht jede beliebige Reihen-
folge erreicht werden, da es Paare von geschlossenen Kreisen gibt, die unter
jeder Belegung von wA und wI das gleiche Gröÿenverhältnis aufweisen. Wird
beispielsweise ein Kreis von einem anderen Kreis dominiert, so weist er in je-
der Kantenkategorie eine höchstens so hohe Anzahl an Kanten auf und erhält
demnach unter jeder Gewichtsbelegung der Kategorien ein höchstens so hohes
Gewicht. Dominiert ein Kreis hingegen keinen anderen Kreis, so kann stets ei-
ne Gewichtsbelegung gefunden werden unter der dieser Kreis das eindeutige
Minimum annimmt und daher wurden die minimalen Kreise gesondert hervor-
gehoben (Vergleiche Bemerkung 2.2.3).

Mit den minimalen Kreisen wurden im Abschnitt 2.3 die Innen- und Au-
ÿenbasen eines n, k-Zirkulanten de�niert. Mit der Überführung der einzelnen
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Kreise in den verallgemeinerten Petersen-Graphen Pn,k erhält man auch Ent-
sprechungen der Innen- und Auÿenbasen. Diese seien wiederum mit Bpiq und
Bpaq bezeichnet.

De�nition 2.4.2. Ein Auÿenbaum TA eines verallgemeinerten Petersen-
Graphen ist eine Auswahl von n� 1 Auÿenkanten und allen Brücken, während
ein Innenbaum TI einer Auswahl von n� 1 Innenkanten mit allen Brücken ent-
spricht (siehe Abbildung 2.6).

TA TI

Abbildung 2.6: Ein Auÿenbaum TA und ein Innenbaum TI des verallgemeinerten
Petersen-Graphen P7,3.

Da die Menge der Brücken sowohl in TA als auch in TI enthalten ist, erschei-
nen die neu eingeführten Zeilen nicht in den gekürzten Kreismatrizen ΓpBpaqq
und ΓpBpiqq bezüglich dieser Bäume. Damit besitzen die Innen- und Auÿen-
basen des Pn,k dieselben Determinanten, wie die entsprechenden Innen- und
Auÿenbasen des Zn,k.

2.5 Sehnen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie mit Hilfe der Brücken die Gewichte der
nicht-geschlossenen Kreise erhöht werden konnten, ohne die Gröÿenverhältnisse
der geschlossenen Kreise oder die Determinanten der Innen- und Auÿenbasen
zu stark zu verändern. Mittels dieser Überlegungen können in relativ kleinen
Graphen kurze Kreisbasen einer zuvor ausgewählten Determinante konstruiert
werden. Damit die gewählte Innen- oder Auÿenbasis tatsächlich die eindeutige
minimale Kreisbasis des Graphen darstellt bedarf es unter Umständen jedoch
einer zusätzlichen Erweiterung, der Sehnen.

De�nition 2.5.1. Sei Pn,k ein verallgemeinerter Petersen-Graph und C ein
minimaler Kreis des Tupels pi, aq dieses Graphen. Eine Sehne von C ist ein
Knotenpaar tu, vu � V pCq mit tu, vu R EpPn,kq.

Eine Sehne von C ist eine Kante s, die im Pn,k nicht existiert und deren
Einfügen den Kreis C in zwei Teile aufteilt, das heiÿt, dass es neben C noch
genau zwei elementare Kreise in C Y e gibt. Diese werden mit C1psq und C2psq
bezeichnet. Die Abbildung 2.7 zeigt drei mögliche Sehnen eines p2, 2q-Kreises
im 8, 3-Zirkulanten, während die Abbildung 2.8 die Kreise C1psq und C2psq
hervorhebt, die bei der Wahl einer dieser Sehnen aus dem minimalen Kreis
entstehen.
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s1, s2, s3

Abbildung 2.7: Der 8, 3-Zirkulant, ein minimaler Kreis des Tupels p2, 2q und drei
Sehnen s1, s2 und s3 dieses Kreises.

C1(s)

C2(s)

s

Abbildung 2.8: Die beiden Kreise C1psq und C2psq, in die der eingezeichnete
Kreis durch die Sehne s aufgeteilt wird.

De�nition 2.5.2. Sei B eine Innen- oder Auÿenbasis des Pn,k und C der Innen-
beziehungsweise Auÿenkreis in B. Ein Sehnen-Satz der Basis B ist eine Menge
S von n Sehnen, so dass jede Kante s P S eine Sehne genau eines Kreises in
BzC ist.

Das Einfügen eines Sehnen-Satzes S einer Innen- oder Auÿenbasis B in einen
verallgemeinerten Petersen-Graphen Pn,k erhöht die Kantenzahl um n, lässt
die Knotenzahl unverändert und erhöht somit die zyklomatische Zahl um ge-
nau n. Der entstehende Graph Pn,kpB,Sq wird ein Sehnen-Graph genannt und
jede seiner Kreisbasen besteht aus 2n � 1 Kreisen. Aus der Basis B kann eine
Kreisbasis des Pn,kpB,Sq erhalten werden, indem jeder Kreis C P B mit Sehne
s P S, bis auf Innen- beziehungsweise Auÿenkreis, durch C1psq und C2psq ersetzt
wird. Die so erhaltene Kreismenge B̃ wird wiederum eine Innen- beziehungsweise
Auÿenbasis genannt.

Die Innen- und Auÿenbäume des Pn,k bilden auch Spannbäume des Sehnen-
Graphen Pn,kpB,Sq, da die Knoten, die durch eine Sehne verbunden wurden,
durch TA und TI bereits aufgespannt wurden und keine weiteren Knoten ent-
stehen. Orientiert man nun die Kreise in B̃ so, dass je zwei Kreise zu einer
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Sehne s auf dieser entgegengesetzt verlaufen und die Kanten des Graphen so,
dass alle übrigen Einträge der Inzidenzvektoren auf AzTA beziehungsweise AzTI
nicht-negativ sind, so erhält man die folgende allgemeine Matrix

ΓpB̃q �

�
�����������

0

M1 M2

...
0

�1 1 0
. . .

. . .
...

�1 1 0
� � � � � � � � � � 1

�
����������
. (2.5.1)

Die ersten n Spalten von (2.5.1) entsprechen den Kreisen C1psq für s P S,
während die zweiten n Spalten die Kreise C2psq für s P S und die letzte Spalte
den Innen- beziehungsweise Auÿenkreis darstellen. Die erste n Zeilen von (2.5.1)
zusammen mit der letzten Zeile bilden den ursprünglichen Cobaum vor dem
Einsetzen der Sehnen, welche die übrigen n Zeilen bilden. Da die Addition einer
Spalte auf eine andere Spalte und die Laplace-Entwicklung der letzten Spalte
den Absolutbetrag der Determinante nicht ändert, hat die folgende Matrix die
betraglich gleiche Determinante wie ΓpB̃q�

��������

M1 �M2 M2

1

0n,n
. . .

1

�
�������
. (2.5.2)

Die ersten n Spalten von (2.5.2) entsprechen den Inzidenzvektoren der mi-
nimalen Kreise in B ohne Innen- beziehungsweise Auÿenkreis, da je zwei Kreise
C1psq und C2psq der gleichen Sehne addiert wurden und dies genau den durch
s geteilten Kreis C ergibt. Da (2.5.2) nun in vier gleichgroÿe quadratische Ma-
trizen aufgeteilt ist und der untere linke Teil die Null-Matrix bildet, ergibt sich
die Determinante von (2.5.2) als Produkt der Determinanten der Matrizen auf
der Diagonalen. Oben links steht M1 �M2, die pn� nq-Zirkulanten-Matrix der
gewählten Basis B und unten links die Einheitsmatrix. Damit gilt schlieÿlich

detpB̃q � detpM1 �M2q � detpBq.

Das Einfügen eines passenden Sehnen-Satzes und Zerteilen der Kreise einer
Innen- oder Auÿenbasis liefert also einen Sehnen-Graphen der gleichen Knoten-
zahl und eine Innen- beziehungsweise Auÿenbasis der gleichen Determinante.
Ist pi, aq das Tupel der gewünschten Innen- oder Auÿenbasis, so erlauben die
Sehnen es nun die Kreise in Cpi, aq in kleinere Kreise aufzuteilen und somit die
verwendeten Gewichte zu senken. Dazu wird ein weiteres Gewicht wI einheitlich
auf alle Sehnen gesetzt.

Die Sehnen-Graphen bieten nun genügend Flexibilität um minimale Kreis-
basen einer gewünschten Determinante zu erzeugen und so können in den wei-
teren Kapiteln kleine Beispielgraphen mit speziellen Anforderungen konstruiert
werden.
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Kapitel 3

Die MCB-Probleme

In Kapitel 1 wurden drei Klassen von Kreisbasen eines Graphen vorgestellt: die
gerichteten, die ungerichteten und die ganzzahligen Kreisbasen. Auÿerdem wur-
den die Teilmengenbeziehungen zwischen diesen drei Klassen dargestellt und
in der Abbildung 1.5 schematisch wiedergegeben. In den Abschnitten 3.1, 3.2
und 3.3 dieses Kapitels wird zu jeder Klasse das jeweilige minimum cycle basis-
Problem (kurz: MCB-Problem) de�niert. Die Teilmengenrelationen der Kreisba-
sen entsprechen den Zulässigkeitsbereichen der zugehörigen MCB-Probleme. In
den Abschnitten 3.2 und 3.3 werden Beispielinstanzen angebracht, deren Opti-
mallösungen bezüglich verschiedener MCB-Probleme sich unterscheiden. Damit
ist die Eigenständigkeit der drei Probleme gezeigt und man erhält eine Entspre-
chung der Abbildung 1.5 für die Mengen der Optimallösungen.

3.1 Das MDCB-Problem

Sei pD,wq das Paar aus einem einfachen gerichteten Graphen D � pV,Aq und
einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w : A ÝÑ R�

0 auf den Bögen von D. Sei
wuv das Gewicht des Bogens pu, vq. Dann ordnet man jedem gerichteten Kreis
C ein Gewicht durch Summieren der Gewichte der Bögen von C zu:

wpCq �
¸

pu,vqPC

wuv

Eine Menge M von gerichteten Kreisen erhält als Gewicht die Summe der Ge-
wichte der einzelnen Kreise:

wpMq �
¸
CPM

wpCq

De�nition 3.1.1 (MDCB-Problem). Das minimum directed cycle basis-
Problem oder kurzMDCB-Problem fragt zu einer gegebenen Instanz I � pD,wq
nach einer gerichteten Kreisbasis von D mit minimalem Gewicht.

In den folgenden Abschnitten werden auch das MUCB- und MICB-Problem
als Pendant zum MDCB-Problem für die ungerichteten beziehungsweise ganz-
zahligen Kreisbasen de�niert. Diese drei Probleme sind spezielleMCB-Probleme,
da ihr Zulässigkeitsbereich auf die entsprechenden speziellen Kreisbasen einge-
schränkt ist. Die Zulässigkeitsbereiche sind, wie in Abbildung 1.5 bebildert,

35
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strikt ineinander enthalten und so gelten zumindest die schwachen Inklusionen
auch für die Mengen ihrer Optimallösungen:

OPTMICB � OPTMUCB � OPTMDCB (3.1.1)

Ist eine MDCB eines gewichteten Graphen auch eine ungerichtete oder gar ganz-
zahlige Kreisbasis, so ist sie auch eine MUCB beziehungsweise MICB dieser In-
stanz. Der Abschnitt 3.2 enthält eine Beispielinstanz, bei der die linke Inklusion
von (3.1.1) strikt ist und im Abschnitt 3.3 wird ein entsprechendes Beispiel für
die rechte Inklusion in (3.1.1) gegeben. Die Konstruktion der Gegenbeispiele
basiert auf den im Kapitel 2 eingeführten Sehnen-Graphen.

3.2 Das MUCB-Problem

De�nition 3.2.1 (MUCB-Problem). Das minimum undirected cycle basis-
Problem oder kurzMUCB-Problem fragt zu einer gegebenen Instanz I � pD,wq
nach einer ungerichteten Kreisbasis von D mit minimalem Gewicht.

Dieser Abschnitt soll die Eigenständigkeit des MUCB-Problem gegenüber
dem MDCB-Problem belegen, das heiÿt Instanzen pD,wq kleiner Graphen und
niedriger Bogengewichtung konstruieren, in denen jede MDCB ein echt kleineres
Gewicht als jede MUCB aufweist. Betrachte dazu den kleinsten Zirkulanten
Z5,2 in Abbildung 3.1 und die vollständige Liste seiner minimalen Tupel in
Tabelle 3.2.

Abbildung 3.1: Der 5, 2-
Zirkulant.

i 0 1 2 5
a 5 2 1 0

Tabelle 3.1: Die minimalen Tupel
des 5, 2-Zirkulanten.

Nach Korollar 2.3.6 bildet die 1-te Auÿenbasis Bp1q zum Tupel p1, 2q ei-
ne gerichtete Kreisbasis der Determinante 2 und ist damit nicht ungerichtet.
Diese Basis hat eine Entsprechung im Petersen-Graphen P5,2 und damit
Bp1q � Cp2, 1q Y Cp0, 5q (nun als Menge der erweiterten Kreise interpretiert) ge-
nau die sechs Kreise kleinsten Gewichts enthält, müssen die folgenden Bedin-
gungen von den Gewichten wA, wB und wI erfüllt werden. Dabei bezeichnet
wpCpi, aqq das Gewicht eines pi, aq-Kreises und nicht das Gesamtgewicht der
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Menge Cpi, aq.
wpCp0, 5qq   wpCp1, 2qq ô 5 � wA   wI � 2 � wA � 2 � wB
wpCp0, 5qq   wpCp5, 0qq ô 5 � wA   5 � wI (3.2.1)

wpCp2, 1qq   wpCp1, 2qq ô 2 � wI � wA   wI � 2 � wA � 2 � wB (3.2.2)

wpCp2, 1qq   wpCp5, 0qq ô 2 � wI � wA   5 � wI

Aus (3.2.1) folgt wA   wI während mit (3.2.2) die Bedingung wI   wA � 2wB
erfüllt sein muss. Mit nicht-negativen Werten für wA, wI und wB können beide
Ungleichungen jedoch nicht gleichzeitig erfüllt sein. Das Einfügen eines Sehnen-
Satzes ist notwendig, um letztlich eine eindeutige minimale gerichtete Kreisbasis
mit Determinante 2 zu erhalten.

Beispiel 3.2.2 (Eine eindeutige MDCB, die nicht ungerichtet ist). Betrachte
den Petersen-Graphen P5,2 und füge den Sehnen-Satz S der 1-ten Auÿenbasis,
wie in Abbildung 3.2 illustriert, ein. Die Entsprechung B̃p1q dieser Basis im
entstehenden Sehnen-Graphen P5,2pB

p1q, Sq ist in Abbildung 3.3 eingezeichnet.
Unter der Belegung

wA � 2 wB � 2 wS � 4 wI � 3

gibt es genau elf Kreise in pP5,2pB
p1q, Sq, wq mit einem Gewicht von höchstens

10.

• Der Auÿenkreis erhält das Gewicht 10.

• Die fünf Kreise aus je einer Sehne, einer Auÿenkante und zwei Brücken
erhalten das Gewicht 10.

• Die fünf Kreise aus je einer Sehne und zwei Innenkanten erhalten das
Gewicht 10.

w = 2

w = 3

w = 4

S

Abbildung 3.2: Der Sehnen-Graph P5,2pB
p1q, Sq mit dem Sehnen-Satz S und der

Gewichtung w.

Eine weitere Modi�kation des Graphen erlaubt es sogar, die Gewichte noch
weiter abzusenken. Die Abbildung 3.4 zeigt, wie der Graph F aus P5,2pB

p1q, Sq in
zwei Schritten erhalten werden kann. Zunächst werden die Sehnen durch je einen
weiteren Knoten unterteilt und der Innenkreis so gedreht, dass die gemeinsamen
Knoten des Innen- und Sehnenkreises gerade die Knoten sind, die zuvor die
Sehnen unterteilten. Der entstandene Graph E kann nun mit 0 � 1-Gewichten
belegt werden, so dass die eindeutige MDCB nicht ungerichtet ist.



38 KAPITEL 3. DIE MCB-PROBLEME

5×5×

Abbildung 3.3: Die eindeutige MDCB B̃p1q der Instanz pP5,2pB
p1q, Sq, wq.

P5,2(B(1), S) E F

Abbildung 3.4: Die schrittweise Modi�kation des Graphen P5,2pB
p1q, Sq in den

Graphen F mit Graph E als Zwischenergebnis.

5×5×

Abbildung 3.5: Die Entsprechung BE der Basis B̃p1q im Graphen E.

Beispiel 3.2.3 (Eine 0 � 1-Gewichtung, so dass jede MDCB nicht unge-
richtet ist). Der Übergang vom Graphen P5,2pB

p1q, Sq zum Graphen E be-
steht aus der Unterteilung von fünf Kanten und der Drehung des Innenkrei-
ses. Die Unterteilung einer Kante erhöht die Kanten- und Knotenzahl um 1,
während die Drehung des Innenkreises diese Zahlen konstant lässt. Damit gilt
νpEq � νpP5,2pB

p1qq, Sq � 11. Auÿerdem lassen sich die elf Basiskreise der
Basis B̃p1q entsprechend in elf Kreise des Graphen E überführen (siehe Abbil-
dung 3.5).

Ergänzt man einen Auÿenbaum von P5,2pB
p1q, Sq mit je einer der durch die

Unterteilung entstandenen Kanten, so erhält man den Spannbaum TE von E wie
er in der Abbildung 3.4 dick markiert ist. Bezüglich dieses Baumes TE sind der
Auÿenkreis und vier der fünf Kreise von BE, die je eine Auÿenkante enthalten,
Fundamentalkreise. Ihre Spalten in der Basismatrix zu diesem Baum bilden dem-
nach Einheitsvektoren und so können sie und die zugehörigen Zeilen gestrichen
werden, ohne den Absolutbetrag der Determinante zu ändern. Dies entspricht
der Laplace-Entwicklung und somit erhält man eine Matrix in der nun auch
die Spalte des fünften Kreises mit genau einer Auÿenkante einen Einheitsvektor
darstellt. Wird auch diese Spalte nun nach Laplace entwickelt erhält man eine
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Untermatrix der Form �
�����

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1

�
����

mit gleichem Absolutbetrag der Determinante. Die Basis BE ist somit eine ge-
richtete, aber nicht ungerichtete Kreisbasis von E.

w = 1

w = 0

Abbildung 3.6: Der Graph E mit der 0� 1-Gewichtung w.

Seien die Kanten des Auÿenkreises von E mit dem Gewicht 0 versehen und
jede weitere Kante mit dem Gewicht 1 (siehe Abbildung 3.6). Dann hat der Au-
ÿenkreis ein Gewicht von 0 und jeder weitere Kreis in BE ein Gewicht von genau
4. Es gibt jedoch noch fünf weitere Kreise in pE,wq mit einem Gewicht von 4.
Diese entstehen durch Addition über GF p2q je eines Kreises mit genau einer
Auÿenkante mit dem Auÿenkreis. Der Auÿenkreis ist aufgrund seines geringen
Gewichtes in jeder MUCB enthalten, während ein Kreis mit einer Auÿenkante
durch seine Summe mit dem Auÿenkreis ersetzt werden kann. Führt man bei
der Berechnung der Determinante einer so erhaltenen Basis gleichen Gewichts
die Laplace-Entwicklung zuerst mit der Spalte des Auÿenkreises durch, so ent-
spricht hinterher auch jeder der neuen Kreise einem Einheitsvektor und kann
gestrichen werden. Damit bleibt�

�����
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

�
����

über und die minimale gerichtete Kreisbasis ist zwar nicht eindeutig, doch ist
jede MDCB nicht ungerichtet.

Die Auÿenkanten des gewichteten Graphen pE,wq tragen das Gewicht 0 und
so haben zwei Knoten des Auÿenkreises die Enfernung 0 voneinander. Daher
kann der gesamte Auÿenkreis zu einem Knoten verschmolzen werden, ohne das
Gewicht eines Kreises zu ändern. Diese Verschmelzung ist in Abbildung 3.4
dargestellt und führt auf den Graphen F , der nun vier Knoten und fünf Kanten
weniger als E aufweist. Daher gilt νpF q � νpEq � 1 � 10. Jeder Basiskreis in
BE , ausgenommen der Auÿenkreis, hat zudem eine Entsprechung in F . Diese
Kreismenge wird BF genannt und ist in der Abbildung 3.7 dargestellt.
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5×5×

Abbildung 3.7: Die Entsprechung BF der Basis BE im Graphen F .

Beispiel 3.2.4 (Eine eindeutige MDCB eines ungewichteten Graphen, die nicht
ungerichtet ist). Die Überführung des Graphen E in den Graphen F hat alle
Kanten mit Gewicht 0 kontrahiert. Tragen alle übrigen Kanten weiterhin das
Gewicht 1, so kann F als ungewichtet angesehen werden. Die Länge eines Krei-
ses entspricht dann der Anzahl seiner Kanten und die Kreise in BF sind die
einzigen Kreise in F mit höchstens vier Kanten.

Überführt man auch den Spannbaum TE in den Spannbaum TF wie in Abbil-
dung 3.4, so sind die fünf Kreise von BF , die den mittleren Knoten enthalten,
Fundamentalkreise von TF . Erneut können die zugehörigen Zeilen und Spalten
mittels der Laplace-Entwicklung aus der Basismatrix gestrichen werden und
man erhält �

�����
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

�
����.

In diesem Abschnitt wurden auf Grundlage der Sehnen-Graphen Instanzen
des MDCB-Problems erzeugt, deren eindeutige Optimallösungen eine gerade De-
terminante aufweisen. Somit sind die minimalen ungerichteten Kreisbasen dieser
gewichteten Graphen echt schwerer als deren minimale gerichtete Kreisbasen.

Das Beispiel 3.2.2 führt einen Graphen mit 10 Knoten, 20 Kanten und Ge-
wichten aus t2, 3, 4u an, dessen eindeutige MDCB das Gewicht 110, jede MUCB
jedoch das Gewicht 111 aufweist. Dieser Graph wurde in zwei Schritten modi-
�ziert, um das Beispiel 3.2.4 eines ungewichteten Graphen mit 11 Knoten und
20 Kanten zu erhalten, dessen eindeutige MDCB das Gewicht 80, jede MUCB
jedoch das Gewicht 81 hat.

3.3 Das MICB-Problem

De�nition 3.3.1 (MICB-Problem). Das minimum integral cycle basis-Problem
oder kurz MICB-Problem fragt zu einer gegebenen Instanz I � pD,wq nach
einer ganzzahligen Kreisbasis von D mit minimalem Gewicht.

Dieser Abschnitt wird wieder auf Grundlage der Sehnen-Graphen aus Ka-
pitel 2 einen Graphen zusammen mit einer Gewichtung herleiten, dessen ein-
deutige minimale ungerichtete Kreisbasis nicht ganzzahlig ist. Da ungerichtete
Kreisbasen sich durch ihre ungerade Determinante auszeichnen und ganzzahlige
Kreisbasen genau die Kreisbasen mit Determinante 1 sind, wird zunächst nach
einem möglichst kleinen Zirkulanten gesucht, der eine Innen- oder Auÿenbasis
mit Determinante 3�2k mit k P N0 aufweist. Die Tabelle 3.2 zeigt, das der Z5,2,
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der einzige Zirkulant auf 5 Knoten, keine solche Basis birgt. Der nächstgröÿe-
re Zirkulant ist der Z7,2 beziehungsweise isomorph dazu der Z7,3, welcher hier
bevorzugt werden soll, da seine kanonische Einbettung (Abbildung 2.1) über-
sichtlicher erscheint. Die Tabelle 2.2 zeigt bereits die minimalen Tupel des Z7,3

und somit die möglichen Determinanten seiner Innen- und Auÿenbasen. Da das
Tupel p1, 3q minimal ist und gcdpn � 7, a � 3q � 1 gilt, hat die 1-te Innenbasis
Bp1q die Determinante 3 und erfüllt somit die gewünschten Anforderungen. Der
7, 3-Zirkulant wird nun in Analogie zur Konstruktion zum letzten Abschnitt 3.2
in einen Sehnen-Graphen P7,3pBp1q, Sq überführt. Die Zwischenschritte sind in
der Abbildung 3.8 bebildert.

Z7,3 P7,3 P7,3(B(1), S)

Abbildung 3.8: Die schrittweise Überführung des 7, 3-Zirkulanten in den Gra-
phen P7,3pBp1q, Sq.

Zunächst werden Brücken zwischen Innen- und Auÿenkreis gesetzt, deren
hohes Gewicht später dafür sorgt, dass nicht-geschlossenen Kreise eine Gröÿen-
ordnung schwerer als geschlossene Kreise sind. Dadurch erhält man den verall-
gemeinerten Petersen-Graphen P7,3 und die Entsprechung eines minimalen
Kreises des Tupels p1, 3q in diesem Graphen.

Da es keine Belegung der Gewichte twA, wB , wIu gibt, unter welcher die 1-te
Innenbasis von P7,3 die eindeutige MDCB ist, müssen die p1, 3q-Kreise wieder
durch je eine Sehne in je zwei kürzere Kreise geteilt werden. Die Sehnen verlaufen
diesmal jedoch zwischen einem inneren und einem äuÿeren Knoten und bilden
somit eine zweite Brückenmenge. Die Abbildung 3.9 zeigt die Überführung ei-
nes p1, 3q-Kreises und die Lage seiner Sehne. Dabei wurde im letzten Schritt
lediglich die Einbettung geändert, indem der Innenkreis ein Stück entgegen des
Uhrzeigersinns gedreht wurde.

Der so entstandene Graph P7,3pBp1q, Sq kann nun so mit Gewichten wA, wB ,
wS und wI für die Auÿenkanten, Brücken, Sehnen beziehungsweise Innenkanten
belegt werden, dass die Entsprechung der 1-ten Innenbasis die eindeutige MDCB
darstellt.

Beispiel 3.3.2 (Eine eindeutig MDCB, die ungerichtet aber nicht ganzzahlig
ist). Seien die Kantengewichte des Graphen P7,3pBp1q, Sq wie folgt festgesetzt:

wA � 4 wB � wS � 7 wI � 3

Dann gibt es genau 15 � νpP7,3pBp1q, Sqq Kreise in pP7,3pBp1q, Sq, wq mit einem
Gewicht von höchstens 22:

• Der Innenkreis trägt das Gewicht 7 � 3 � 21.
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ss

Abbildung 3.9: Ein minimaler Kreis mit Tupel p1, 3q im 7, 3-Zirkulanten, seine
Entsprechung im P7,3 und die Sehne s dieses Kreises im Graphen P7,3pBp1q, Sq.

• Die sieben Kreise aus einer Innenkante, einer Auÿenkante, einer Brücke
und einer Sehne tragen das Gewicht 21.

• Die sieben Kreise aus zwei Auÿenkanten, einer Brücke und einer Sehne
tragen das Gewicht 22.

Diese fünfzehn Kreise bilden die Kreismenge B̃p1q, die Entsprechung der
1-ten Innenbasis des 7, 3-Zirkulanten und damit hat die eindeutige minimale
Kreisbasis von pP7,3pBp1q, Sq, wq die Determinante 3 und ist somit zwar unge-
richtet, aber nicht ganzzahlig.

Im vorigen Abschnitt 3.2 wurde der Graph P5,2pB
p1q, Sq durch weitere Modi-

�kationen in einen Graphen F überführt, der zwar einen Knoten mehr aufweist,
aber mit der konstanten Gewichtung 1 eine eindeutige MDCB birgt, die nicht
ungerichtet ist. Vergleichbare Schritte lassen sich auch hier anwenden und man
erhält schlieÿlich den Graphen I wie er in der Abbildung 3.10 dargestellt ist. Im
Vergleich zum Graphen P7,3pBp1q, Sq weist I die gleiche Kantenzahl und eine um
Eins erhöhte Knotenzahl auf. Dementsprechend sinkt die Dimension des Zykel-
raumes von 15 auf 14 und es gibt für jeden der Kreise in B̃p1q, ausgenommen dem
Innenkreis, eine Entsprechung in I. Diese Kreismenge BI ist in Abbildung 3.11
dargestellt und bildet tatsächlich eine Kreisbasis der Determinante 3.

Abbildung 3.10: Ein vergleichbarer Graph I zum Graphen F des Abschnittes 3.2.

Die Gewichtung des Graphen P7,3pBp1q, Sq kann im Graphen I zwar abge-
senkt werden, doch erreicht man nicht ein Gewicht von 1 auf jeder Kante. Die
kleinsten Werte, unter denen BI die eindeutige minimale Kreisbasis von pI, wq
bildet, sind ein Gewicht von wI � 2 auf den Kanten des Innenkreises, sowie auf
den Auÿenkanten und den zum Mittelpunkt inzidenten Kanten ein Gewicht von
wA � wB � 3.
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7×7×

Abbildung 3.11: Die Kreismenge BI in I als Entsprechung der Basis BF von F .

Mit den Beispielen dieses und des letzten Abschnittes wurde belegt, dass
das MDCB-, das MUCB- und das MICB-Problem jeweils eigenständige Opti-
mierungsprobleme darstellen. Analog zur Abbildung 1.5 illustriert die folgende
Abbildung 3.12 die Beziehungen zwischen den Mengen der Optimallösungen
dieser drei Probleme.

ganzzahlig
ungerichtet

gerichtet

P5,2(B(1), S)
P7,3(B(1), S)

Abbildung 3.12: Ein vollständiges Bild über die Beziehungen der Optimallösun-
gen des MDCB-, MUCB- und MICB-Problems.
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Kapitel 4

Der Algorithmus von Horton

Der erste polynomielle Algorithmus zur Bestimmung einer minimalen ungerich-
teten Kreisbasis, der hier vorgestellt wird, ist der Algorithmus von Horton. Er
konstruiert eine minimale Kreisbasis Kreis für Kreis, indem mit der leeren Men-
ge I begonnen wird. In jeder Iteration wird ein kürzester Kreis, der zusammen
mit den bereits gewählten Kreisen in I linear unabhängig ist, der Menge hinzu-
gefügt. Die Optimalität dieser Vorgehensweise basiert auf der Tatsache, dass die
Inzidenzvektoren der Kreise in G mit der linearen Unabhängigkeit im GF p2qm

ein Matroid bilden.

4.1 Unabhängigkeitssystem

De�nition 4.1.1. Ein Unabhängigkeitssystem ist ein Paar pE, Iq aus einer
Grundmenge E und einer Menge I von Teilmengen von E mit folgenden Ei-
genschaften:

a) H P I
b) A � B, B P I ùñ A P I.

De�nition 4.1.2. Ein Unabhängigkeitssystem ist ein Matroid, falls es zusätz-
lich folgende Eigenschaft erfüllt:

c) A,B P I, |A|   |B| ùñ De P BzA : AY teu P I .

Die Mengen in I heiÿen unabhängig und die restlichen Teilmengen von E
werden abhängig genannt. Eine Basis eines Unabhängigkeitssystems ist eine
maximal unabhängige Menge A � E, das heiÿt A P I und A Y teu R I für
alle e P EzA. In einem Matroid haben alle Basen dieselbe Kardinalität, was
im Allgemeinen für Unabhängigkeitssysteme nicht erfüllt ist. Diese Kardinalität
wird der Rang des Matroids genannt und mit rpEq bezeichnet.

Die Begri�e Basis und unabhängige Menge sind der linearen Algebra ent-
lehnt. Sei zum Beispiel X eine Menge von Vektoren im Km und I die Menge
aller linear unabhängigen Teilmengen von X, so bildet pX, Iq ein Matroid. Auf
diese Weise erhält man ein Matroid auf der Grundmenge aller elementaren Krei-
se in G, indem eine Menge von Kreisen genau dann unabhängig im Matroid ist,
wenn die Menge ihrer Inzidenzvektoren linear unabhängig im GF p2qm ist. Dieses
Matroid soll im weiteren Verlauf mit MG bezeichnet werden.
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Bemerkung 4.1.3. Diese Vorgehensweise läÿt sich für einen gerichteten Gra-
phen D zur Konstruktion eines Matroids MD übernehmen. Die Grundmenge
von MD ist die Menge aller gerichteten Kreise in D und eine Menge von ge-
richteten Kreisen ist genau dann unabhängig in MD, wenn die Menge ihrer
Inzidenzvektoren linear unabhängig im Rm ist.

4.2 Der greedy-Algorithmus

Ist zusätzlich eine Gewichtsfunktion w : E ÝÑ R auf der Grundmenge des Ma-
troids gegeben, so fragt das minimum matroid basis-Problem nach einer Basis
des Matroids mit minimalem Gewicht. Dieses Problem ist mittels Algorithmus 1
mit polynomialer Laufzeit optimal lösbar, falls zwei Voraussetzungen erfüllt wer-
den können:

V1 Es kann zu einer Menge I � E in polynomialer Zeit entschieden werden,
ob sie abhängig oder unabhängig ist.

V2 Die Grundmenge E ist genügend klein, so dass deren Elemente in polyno-
mialer Zeit nach ihrem Gewicht sortiert werden können.

Algorithmus 1 best-in-greedy mit Minimierung
Input: Ein Paar pU,wq aus einem Unabhängigkeitssystem U � pE, Iq auf der

Grundmenge E und einer Gewichtsfunktion w : E ÝÑ R.
Output: Eine Basis von U .

1: Sortiere die Elemente der Grundmenge nach nicht-absteigendem Gewicht
(d.h. am Ende dieses Schrittes kann man wpe1q ¤ . . . ¤ wpe|E|q annehmen).

2: Setze I � H.
3: for i � 1 bis |E| do
4: if I Y teiu P I then
5: I Ð I Y teiu.
6: end if

7: end for

8: return I.

Theorem 4.2.1. Ist das übergebene Unabhängigkeitssystem ein Matroid, so
berechnet Algorithmus 1 eine Basis minimalen Gewichts.

Beweis. Angenommen die berechnete Basis B �
 
B1, . . . , BrpEq

(
ist

nicht optimal. Dann sei i die Iteration, in der Algorithmus 1 den ers-
ten Fehler macht, das heiÿt, tB1, . . . , Bi�1u ist zu einer optimalen Basis
O �

 
B1, . . . , Bi�1, Oi, . . . , OrpEq

(
erweiterbar, aber tB1, . . . , Bi�1, Biu ist in

keiner optimalen Basis mehr enthalten.
Seien Bpkq und Opkq für k ¤ rpEq die Menge der k kürzesten Elemente der

Basis B beziehungsweise O. In den Iterationen k   i gilt also Bpkq � Opkq und
insbesondere

wpBpkqq � wpOpkqq für alle k   i.

Da in der i-ten Iteration nun das Element Bi statt Oi gewählt wurde, gilt
wpBiq ¤ wpOiq und somit

wpBpiqq ¤ wpOpiqq.
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Da die Basis B nicht optimal ist, muss sie ein echt höheres Gewicht als O
aufweisen, das heiÿt wpBq ¡ wpOq. Es gibt also eine kleinste Zahl j ¡ i für die

wpBpjqq ¡ wpOpjqq

gilt. Die Abbildung 4.1 veranschaulicht die Gewichte der nun wichtigen Elemente
auf dem Zahlenstrahl.

Bi, Oi Oj Bj

0

Abbildung 4.1: Die Gewichte der Elemente Bi, Oi, Bj und Oj auf dem Zahlen-
strahl.

Die Mengen Bpj�1q und Opjq sind unabhängig und erfüllen auÿerdem die
Relation

��Bpj�1q
��   ��Opjq

��. Nach der Eigenschaft 4.1.2 eines Matroids, muss es
also ein Element e P OpjqzBpj�1q geben, das Bpj�1q zu einer unabhängigen
Menge ergänzt. Alle Elemente in Opjq weisen jedoch ein echt kleineres Gewicht
als Bj auf und würden somit aufgrund der Sortierung im Algorithmus 1 in
Zeile 4 vor Bj auftauchen. Das widerspricht der Wahl von Bj .

Korollar 4.2.2. Seien B und B1 zwei minimale Basen eines Matroids und
w � pw1, . . . , wrpEqq und w1 � pw1

1, . . . , w
1
rpEqq die nicht-absteigenden Folgen der

Gewichte der Basiselemente von B beziehungsweise B1. Dann gilt w � w1.

Beweis. Seien die Elemente der Basis B �
 
e1, . . . , erpEq

(
und der Basis

B1 �
!
e11, . . . , e

1
rpEq

)
anhand der Reihenfolge ihrer nicht-absteigenden Gewichte

indiziert. Sei j der kleinste Index, an dem sich w und w1 unterscheiden und sei
ohne Beschränkung der Allgemeinheit wj   w1

j . Die unabhängigen Mengen

A1 �
 
e11, . . . , e

1
j�1

(
und A2 � te1, . . . , eju

erfüllen |A1|   |A2| und so muss es nach der zusätzlichen Eigenschaft der Ma-
troide in De�nition 4.1.2 ein Element in A2 geben, das A1 unabhängig ergänzt.
Bezeichne A1

1 nun die durch dieses Element ergänzte Menge. Da alle Elemente
in A2 ein geringeres Gewicht als e1j aufweisen, gilt

wpA1
1q   wp

 
e11, . . . , e

1
j

(
q.

Nun wiederholt sich die Situation mit dem Index j � 1, das heiÿt, ist
wj�1 ¤ w1

j�1, so setze A1
2 � te1, . . . , ej�1u. Ist hingegen wj�1 ¡ w1

j�1, so setze
A1

2 �
 
e11, . . . , e

1
j�1

(
. In beiden Fällen gilt |A1

1|   |A1
2| und es gibt ein Element e

in A1
2, welches die unabhängige Menge A1

1 unabhängig ergänzt. Bezeichne A
2
1 die

so entstandene Menge. Da alle Elemente in A1
2 ein höchstens so groÿes Gewicht

wie e1j�1 aufweisen, gilt

wpA2
1q � wpA1

1q � wpeq ¤ wpA1
1q � wpe1j�1q

  wp
 
e11, . . . , e

1
j

(
q � wpe1j�1q � wp

 
e11, . . . , e

1
j�1

(
q.

Auf diese Weise erhält man nach rpEq � j � 1 Schritten eine unabhängige
Menge A mit wpAq   wpB1q, was im Widerspruch zur Minimalität der Basis B1

steht.
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Algorithmus 1 ist ersichtlich polynomial in |E|, falls die If-Abfrage in Zeile 4
auch in polynomialer Zeit in |E| entschieden werden kann.

Wird der greedy-Algorithmus nun für das MatroidMG mit der (auf die Kreise
erweiterten) Gewichtsfunktion w angewendet, so ermittelt dieser eine minimale
ungerichtete Kreisbasis von G.

Die If-Abfrage in Zeile 4 muss zu einer Menge I von Kreisen und einem
zusätzlichen Kreis ei entscheiden, ob I Y teiu unabhängig, das heiÿt, die Men-
ge ihrer Inzidenzvektoren linear unabhängig in GF p2qm ist. Dies kann mittels
des Gaussschen Eliminationsverfahren polynomial in m � |EpGq| entschieden
werden und somit ist V1 erfüllt.

Da die Grundmenge allerdings die Menge aller elementaren Kreise in G ist
und diese exponentiell groÿ werden kann, ist V2 nicht erfüllt. Die Laufzeit von
Algorithmus 1 läÿt sich somit nicht durch ein Polynom in der Gröÿe des Graphen
beschränken.

Horton ermittelte jedoch eine verhältnismäÿig kleine Menge kurzer Kreise,
die weiterhin jede minimale ungerichtete Kreisbasis enthält.

4.3 Die Horton-Familie

De�nition 4.3.1. Die Horton-Familie H eines ungerichteten, gewich-
teten Graphen besteht aus allen knotenelementaren Kreisen der Form
C � Pi,j Y tj, ku Y Pk,i. Dabei bezeichnet Pu,v einen kürzesten Weg von u nach
v in pG,wq.

Prinzipiell kann H noch immer exponentiell viele Kreise enthalten, da ex-
ponentiell viele kürzeste Wege zwischen zwei Knoten existieren können. Durch
eine leichte Pertubation der Gewichte auf den Kanten kann man allerdings errei-
chen, dass alle kürzesten Wege eindeutig sind und jede MUCB bezüglich dieser
neuen Gewichtung w̃ auch eine MUCB bezüglich w ist. Mit den pertubierten
Gewichten sind dann höchstens m � n Kreise in der Horton-Familie.

Um eindeutige kürzeste Wege zu erhalten, können die Kantengewichte bei-
spielsweise wie folgt gestört werden: Unter der Annahme, dass die Gewichte auf
den Kanten ganze Zahlen sind, erfüllt beispielweise w̃peiq � wpeiq � 2�i für
i � 1, . . . ,m die gewünschten Anforderungen.

Es bleibt zu zeigen, dass die Horton-Familie H eines gewichteten Graphen
jede MUCB enthält.

Proposition 4.3.2. Für jeden elementaren Kreis C R H gibt es Knoten
u � v P C, so dass jeder kürzeste Weg Pu,v von u nach v im Inneren disjunkt
zu C ist, das heiÿt Pu,v X C � tu, vu.

Beweis. Sei C ein elementarer Kreis inG, der sich nicht als C � Pi,jYtj, kuYPk,i
darstellen läÿt. Sei tu, vu eine Kante in C und w P V pCqz tu, vu ein weiterer
Knoten des Kreises. Da C kein Horton-Kreis ist, ist entweder kein kürzester
pw, uq-Weg oder kein kürzester pw, vq-Weg ganz in C enthalten.

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit kein kürzester Weg Pw,u ganz
in C, das heiÿt, jeder solche Weg Pw,u startet auf C, verlässt C bei einem
Knoten w1 und betritt C das erste Mal wieder bei w2. Da kürzeste Wege unter
nicht-negativen Gewichten elementar sind, sind w1 und w2 verschieden und das
Teilstück Pw1,w2 von Pw,u ein kürzester pw1, w2q-Weg. Des Weiteren ist Pw1,w2

im Inneren zu C disjunkt.
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Gibt es einen weiteren kürzesten pw1, w2q-Weg, der nicht im Inneren disjunkt
zu C verläuft, so kann dieses Argument wiederholt werden, um zwei Knoten
w1

1 und w1
2 mit den gleichen Eigenschaften wie w1 und w2 zu �nden. Da die

Entfernung zwischen diesen beiden Knoten mit jeder Iteration echt vermindert
wird, endet dieses Verfahren mit zwei Knoten, die die Behauptung erfüllen.

Lemma 4.3.3. Sei pG,wq eine Instanz des MUCB-Problems und H die Horton-
familie von pG,wq. Dann gilt für jede minimale ungerichtete Kreisbasis BOPT
von pG,wq:

BOPT � H.
Beweis. Angenommen BOPT � tC1, . . . , Cνu ist eine minimale Kreisbasis und
Ci ein Kreis, der nicht in der Horton-Familie ist. Dann seien u, v zwei Knoten
von C, deren Existenz Proposition 4.3.2 liefert und Pu,v ein kürzester pu, vq-
Weg. Der Teilgraph Pu,v Y Ci enthält neben Ci zwei weitere elementare Kreise

C
p1q
i und Cp2q

i geringeren Gewichts:

wpC
p1q
i q   wpCiq, wpC

p2q
i q   wpCiq.

Der Austausch von Cp1q
i mit Ci würde das Gewicht der Basis senken und dem-

nach kann BOPT zCiYC
p1q
i nicht linear unabhängig sein. Die Kreise in BOPT zCi

können den Kreis Cp1q
i und analog auch den Kreis Cp2q

i also bereits linear kom-

binieren. Doch dann wird auch Ci � C
p1q
i �C

p2q
i von BOPT zCi dargestellt. Dies

steht im Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit von BOPT .

Es gibt sogar eine kleinere Teilmenge der Horton-Familie, die noch immer
jede MUCB enthält. Proposition 4.3.2 und Lemma 4.3.3 sind solange auf einen
Kreis C anwendbar, wie dieser nicht für jedes Paar einer Kante tu, vu P C und
eines Knotens w P V pCq die Form C � Pw,u Y tu, vu Y Pw,v hat.

Kreise, die diese stärkere Bedingung erfüllen, werden isometrisch genannt,
da für sie gilt, dass die Entfernung zweier Kreisknoten im Graphen gleich ih-
rer Entfernung im Kreis ist. Die Horton-Familie kann aber leichter bestimmt
werden, da die Horton-Kreise genau die Fundamentalkreise der Kürzeste-Wege-
Bäume sind.

Abschlieÿend wird der Algorithmus von Horton im Pseudocode angegeben.

Algorithmus 2 Der Algorithmus von Horton
Input: Ein Paar pG,wq aus einem ungerichteten Graphen G � pV,Eq und einer

Gewichtsfunktion w : E ÝÑ R�
0 .

Output: Eine minimale ungerichtete Kreisbasis von pG,wq.

1: Bestimme die Menge H der Horton-Kreise in pG,wq.
2: Sortiere die Kreise in H nach nicht-absteigendem Gewicht (d.h. am Ende

dieses Schrittes kann man wpC1q ¤ . . . ¤ wpC|H|q annehmen).
3: Setze I � H.
4: for i � 1 bis |H| do
5: if I Y tCiu linear unabhängig im GF p2q|E| then
6: I Ð I Y tCiu.
7: end if

8: end for

9: return I.
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Bemerkung 4.3.4. Mit Hortons Ansatz kann auch das MDCB-Problem in po-
lynomialer Zeit gelöst werden. Die Horton-Familie eines gerichteten Graphen
besteht aus allen gerichteten Kreisen, deren Projektion auf GpDq einen Horton-
Kreis ergibt. Die so de�nierte Horton-Familie birgt mit der gleichen Argumen-
tation über dem Körper R stets jede minimale gerichtete Kreisbasis. Zusammen
mit der Bemerkung 4.1.3 folgt daraus ein polynomieller Algorithmus für das
MDCB-Problem.



Kapitel 5

Der Algorithmus von De Pina

Ähnlich wie der Algorithmus von Horton konstruiert der Algorithmus von De
Pina eine minimale ungerichtete Kreisbasis durch iteratives Aufnehmen von
Kreisen in eine anfangs leere Menge I. In jeder Iteration wird ein kurzer Kreis
gefunden, der zusammen mit den bereits gewählten Kreisen linear unabhängig
ist und der Menge I hinzugefügt wird. Nach ν Iterationen stellt I eine minimale
ungerichtete Kreisbasis von pG,wq dar.

5.1 Zeugen

Zur Veri�kation der linearen Unabhängigkeit eines Kreises C mit einer Men-
ge I � tC1, . . . , Ci�1u bereits linear unabhängiger Kreise wird ein Vektor
Si P GF p2qm, der Zeuge, benutzt.

De�nition 5.1.1. Sei i � 1   m und bezeichne A eine Menge ta1, . . . , ai�1u
linear unabhängiger Vektoren des Km sowie die Matrix, deren Spalten sie bilden.
Dann ist ein Zeuge von A eine nicht-triviale Lösung des Gleichungssystems:

xTA � 0T P Ki�1.

Proposition 5.1.2. Sei A wie oben gewählt und S ein Zeuge von A. Dann gilt
für jeden Vektor y P Km:

STy � 0 ùñ AY tyu linear unabhängig. (5.1.1)

Beweis. Um die Kontraposition zu zeigen, sei A linear unabhängig, A Y tyu
jedoch linear abhängig. Dann gibt es λ1, . . . , λi�1 P K, so dass y �

°
λk � ak

gilt. Daraus folgt

STy � STp
i�1̧

k�1

λkakq �
i�1̧

k�1

λk S
Takloomoon
�0

� 0.

Bemerkung 5.1.3. Die Rückrichtung von (5.1.1) gilt im Allgemeinen nicht. Ist
jedoch die Menge A Y tyu linear unabhängig, so gibt es auch einen Vektor der
dies bezeugt.
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5.2 Der Algorithmus

Der Algorithmus von De Pina berechnet zu einer Menge I � tC1, . . . , Ci�1u
bereits gewählter (linear unabhängiger) Kreise einen Zeugen Si. Diese Berech-
nung kann mittels des Gaussschen Eliminationverfahrens in polynomialer Zeit
durchgeführt werden. Ist der Zeuge Si gewählt, so sucht eine Unterroutine einen
kürzesten elementaren Kreis Ci mit ST

i Ci � 0 und fügt diesen der Menge I
hinzu.

Algorithmus 3 Der Algorithmus von De Pina
Input: Ein Paar pG,wq aus einem ungerichteten Graphen G � pV,Eq und einer

Gewichtsfunktion w : E ÝÑ R�
0 .

Output: Eine ungerichtete Kreisbasis von G.

1: Setze I � H.
2: Setze S1 P GF p2q|E|z t0u beliebig.
3: for i � 1 bis ν do
4: Berechne einen kürzesten Kreis Ci mit ST

i Ci � 0.
5: Setze I Ð I Y tCiu.
6: Setze Si�1 P GF p2q|E|z t0u beliebig mit ST

i�1Ck � 0 @k � 1, . . . , i.
7: end for

8: return I.

Theorem 5.2.1. Algorithmus 3 berechnet eine MUCB von pG,wq.

Beweis. Angenommen die vom Algorithmus 3 berechnete Menge
I � tC1, . . . , Cνu ist keine minimale Kreisbasis. Dann sei i der gröÿ-
te Index für den tC1, . . . , Ci�1u noch zu einer optimalen Kreisbasis
O � tC1, . . . , Ci�1, Oi, . . . , Oνu ergänzt werden kann. Da die Kreise in O
eine Basis bilden, gibt es λ1, . . . , λν P GF p2q, so dass

Ci �
i�1̧

k�1

λkCk �
ν̧

k�i

λkOk (5.2.1)

gilt. In Zeile 4 gilt ST
i Ci � 0 und zusammen mit (5.2.1) ergibt das

0 � ST
i Ci �

i�1̧

k�1

λkS
T
i Ck �

ν̧

k�i

λkS
T
i Ok. (5.2.2)

Da Si ein Zeuge von rC1, . . . , Ci�1s ist, ergibt die erste Summe von (5.2.2) gerade
null. Demnach können nicht alle Summanden der zweiten Summe verschwinden
und es gibt in tOi, . . . , Oνu einen Kreis Ok mit λk �ST

i Ok � 0. Insbesondere gilt
ST
i Ok � 0 und somit kam in der i-ten Iteration des Algorithmus 3 in Zeile 4

auch Ok in Betracht. Da dort Ci, statt Ok gewählt wurde, folgt

wpCiq ¤ wpOkq. (5.2.3)

Der zu Ok gehörige Koe�zient λk ist nicht null und deshalb ist die Menge
O1 � OzOkYCi linear unabhängig im GF p2qm. Mit (5.2.3) folgt wpO1q ¤ wpOq,
O1 ist also eine MUCB. Auÿerdem enthält O1 nun die Kreise C1, . . . , Ci und das
steht im Widerspruch zur Wahl des Indexes i.
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Bemerkung 5.2.2. Der Beweis von Algorithmus 3 benötigt nicht die spezielle
Wahl des Körpers K � GF p2q. Die unten vorgestellte Subroutine zur Ermitt-
lung des Kreises Ci macht von dieser Voraussetzung jedoch entscheidenden Ge-
brauch. Kann man die Subroutine in Zeile 4 auch über dem Körper K � R
in polynomialer Zeit realisieren, so ergibt sich ein exakter Algorithmus für das
MDCB-Problem mit polynomialer Laufzeit. Eine solche Realsierung und somit
eine �gerichtete Variante� des Algorithmus von De Pina existiert tatsächlich und
kann in [10] nachgelesen werden.

5.3 Der Schichtgraph

Nun wird die Aufgabe, zu einem gegebenen Zeugen Si P GF p2qm einen kürzesten
Kreis Ci mit ST

i Ci � 0 zu �nden, untersucht. Da der Körper GF p2q nur aus den
Elementen 0 und 1 besteht, hat sowohl jeder Vektor nur Nullen und Einsen als
Einträge als auch das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren entweder den
Wert 0 oder denWert 1. Jeder Vektor S P GF p2qm kann somit als Inzidenzvektor
einer Kantenteilmenge S � EpGq angesehen werden, indem eine Kante e genau
dann in S ist, wenn Speq � 1 gilt. Das Skalarprodukt zweier Kantenmengen
A,B � E berechnet sich dann wie folgt:

ATB �
¸
ePE

Apeq �Bpeq �
¸

ePAXB

1 � |AXB| mod 2.

Der von Algorithmus 3 in der i-ten Iteration benutzte Zeuge Si kann al-
so als eine Kantenmenge interpretiert werden, die sich mit jedem Kreis in
I � tC1, . . . , Ci�1u in gerade vielen Kanten schneidet. In der Zeile 4 wird da-
gegen nach einem kürzesten Kreis gesucht, der ungerade viele Kanten mit Si
gemeinsam hat.

De�nition 5.3.1. Der Schichtgraph GpSq zu einem Graphen G � pV,Eq und
einer Kantenmenge S � E entsteht wie folgt (siehe Abbildung 5.1):

• Starte mit dem leeren Graphen.

• Füge für jeden Knoten v P V zwei Knoten v� und v� ein.

• Für jede Kante tu, vu P S füge die Kanten tu�, v�u und tu�, v�u ein.

• Für jede Kante tu, vu R S füge die Kanten tu�, v�u und tu�, v�u ein.

Ein Schichtgraph besteht also aus zwei Kopien der Knotenmenge V , einer
p�q-Schicht und einer p�q-Schicht. Kanten aus EzS erzeugen Kanten, die inner-
halb einer Schicht verlaufen, wogegen Kanten aus S Entsprechungen zwischen
den Schichten erzeugen.

Für jede Kante e � tu, vu P E ist genau eine der von e erzeugten Kanten
mit v� und die andere Kante mit v� in GpSq inzident. Ein elementarer Kreis
C � v � e1 � . . . � ek � v in G entspricht somit einem elementaren Weg von
v� nach v� oder nach v� im Schichtgraphen GpSq (vergleiche Abbildung 5.2).
Endet dieser Weg P pCq wieder bei v� (und ist somit ein elementarer Kreis), so
wechselt er gerade oft die Schicht. Endet P pCq bei v�, so wechselt er ungerade
oft die Schicht, der Kreis C benutzt dann also eine ungerade Anzahl an Kanten
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Abbildung 5.1: Der Schichtgraph GpSq eines ungerichteten Graph G mit Kan-
tenteilmenge S.

aus S. Es gilt für einen elementaren Kreis C in G und den entsprechenden Weg
P pCq in GpSq:

P pCq ist pv�, v�q-Weg ðñ STC � 0. (5.3.1)

Jeder elementare Kreis C mit STC � 0 induziert zwar einen elementaren
pv�, v�q-Weg, doch gibt Abbildung 5.3 ein Beispiel für einen elementaren
pv�, v�q-Weg in GpSq, dessen Entsprechung in G ein geschlossener, aber nicht
einmal kantenelementarer, pv, vq-Weg ist.

Trotzdem können kürzeste Kreise C in G mit STC � 0 mittels kürzester
pv�, v�q-Wege in GpSq gefunden werden.

Abbildung 5.2: Ein elementarer
Kreis in G und seine Entsprechung
in GpSq.

Abbildung 5.3: Ein elementarer
p1�, 1�q-Weg in GpSq und seine
Entsprechung in G.

Proposition 5.3.2. Sei zu pG � pV,Eq, wq und einer Kantenmenge
S � E der Schichtgraph GpSq zusammenhängend und die Gewichtsfunktion
w : EpGpSqq ÝÑ R�

0 auf die Kanten des Schichtgraphen übertragen. Dann ent-
spricht ein kantenminimaler kürzester pv�, v�q-Weg in GpSq einem kürzesten
elementaren Kreis C in G mit STC � 0.
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Beweis. Da GpSq als zusammenhängend angenommen wird, existiert zu jedem
v P V ein pv�, v�q-Weg in GpSq. Sei P ein kantenminimaler kürzester pv�, v�q-
Weg und C seine Entsprechung in G. Da die Kantengewichte nicht-negativ sind,
ist P elementar in GpSq. Wäre C nun nicht elementar in G, so gäbe es eine
Knotenwiederholung bei einem Knoten w � v. In P wiederholt sich weder w�

noch w� und so müssen beide Knoten w� und w� auf P liegen. Das Stück
von P zwischen diesen Knoten ist als Teilweg eines kürzesten Weges selbst ein
kürzester pw�, w�q-Weg und enthält, da w � v ist, weniger Kanten als P . Dies
widerspricht der Wahl von P .

Mit Hilfe des Schichtgraphen kann nun eine Subroutine für Zeile 4 im Algo-
rithmus 3 bereitgestellt werden.

Algorithmus 4 Subroutine für das Bestimmen eines kürzesten Kreises bezüg-
lich eines gegebenen Zeugen
Input: Ein Tripel pG,w, Sq aus einem ungerichteten Graphen G � pV,Eq, einer

Gewichtsfunktion w : E ÝÑ R�
0 und einer nichtleeren Teilmenge S der

Kanten von G.
Output: Ein kürzester geschlossener Weg C in G mit ungeradem Schnitt mit

S.

1: Konstruiere den Schichtgraphen GpSq.
2: Setze dabei auf jede Kante das Gewicht der Originalkante.
3: Setze Pmin Ð EpGpSqq.
4: for v P V do

5: Berechne einen kürzesten pv�, v�q-Weg P in GpSq.
6: if wpP q ¤ wpPminq then
7: Setze Pmin Ð P .
8: end if

9: end for

10: Rekonstruiere den geschlossenen Weg C aus Pmin.
11: return C.

Es bleibt allerdings noch zu zeigen, wie die Voraussetzung des Zusammen-
hangs von GpSq aus Proposition 5.3.2 gewährleistet werden kann. Der Zusam-
menhang kann im Allgemeinen vor allem in der ersten Iteration des Algorithmus
von De Pina nicht garantiert werden. Die Wahl des Zeugen Si einer Iteration
ist, wie sie in Zeile 6 beschrieben wird, bei Weitem nicht eindeutig. Ein Zeuge
ist eine nicht-triviale Lösung des Gleichungssytems

px1, . . . , xmq

�
� | |
C1 � � � Ci�1

| |

�
� p0, . . . , 0q. (5.3.2)

Das System (5.3.2) hat i � 1   ν Gleichungen aber m � |E| Unbekannte.
Im Abschnitt 1.2 des ersten Kapitels wurde gezeigt, dass es genügt, die auf
einen Cobaum beschränkten Inzidenzvektoren zu betrachten, um eine Aussage
über ihre lineare Unabhängigkeit tre�en zu können. Ist M � EzT ein Cobaum,
so birgt das Untergleichungssystem (5.3.3) mit den abgeschnittenen Vektoren
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CM1 , . . . , CMi�1 noch immer nicht triviale Lösungen

px1, . . . , xνq

�
� | |
CM1 � � � CMi�1

| |

�
� p0, . . . , 0q. (5.3.3)

Ergänzt man eine nicht-triviale Lösung von (5.3.3) an den Stellen des Baumes
T durch Nullen, so erhält man eine nicht-triviale Lösung von (5.3.2) und somit
einen Zeugen Si mit SiXT � H. Beide Schichten des Graphen GpSiq enthalten
somit den Spannbaum T , sind damit zusammenhängend und werden, da Si � 0
ist, durch mindestens zwei Kanten miteinander verbunden.

Bemerkung 5.3.3. Tatsächlich muss bei der Wahl eines Zeugen S lediglich dar-
auf geachtet werden, dass S nicht aus dem orthogonalen Komplement des Zy-
kelraumes stammt, da in diesem Fall alle Kreise in D senkrecht auf S stehen.
Das orthogonale Komplement des Zykelraumes über K wird von den gerichteten
Schnitten erzeugt (Vergleiche Abschnitt 1.1) und somit darf S im gerichteten
Fall keinem Schnitt entsprechen. Im ungerichteten Fall gibt es sogenannte Bi-
cycles, das heiÿt, Kreise, die gleichzeitig Schnitte sind. Doch die Abbildung 5.4
zeigt, dass Schnitte auch im MUCB-Problem Hindernisse darstellen können.

Abbildung 5.4: Ein unzusammenhängender Schichtgraph GpSq zu einen zusam-
menhängenden Graphen G mit Kantenteilmenge S.

Zum Abschluss wird auch hier noch einmal die korrigierte Version des Algo-
rithmus von De Pina im Pseudocode angegeben.
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Algorithmus 5 Der Algorithmus von De Pina - korrigierte Version
Input: Ein Paar pG,wq aus einem ungerichteten Graphen G � pV,Eq und einer

Gewichtsfunktion w : E ÝÑ R�
0 .

Output: Eine minimale ungerichtete Kreisbasis von G.

1: Setze I � H.
2: Bestimme einen Spannbaum T von G mit Cobaumkantenmenge M .
3: Setze S1 P GF p2qνz t0u beliebig und ergänze S1 an den Stellen des Baumes
T mit Nullen.

4: for i � 1 bis ν do
5: Rufe Algorithmus 4 mit pG,w, Siq auf und nenne das Ergebnis Ci.
6: Setze I Ð I Y tCiu.
7: Setze Si�1 P GF p2q|ν|z t0u beliebig mit ST

i�1C
M
k � 0 @k � 1, . . . , i.

8: Ergänze Si�1 an den Stellen des Baumes T mit Nullen.
9: end for

10: return I.

Bemerkung 5.3.4. Auch im gerichteten Fall K � R kann man durch Erweite-
rung der hier vorgestellten Vorgehensweise e�zient einen kürzesten Kreis C mit
ST
i C � 0 �nden. Damit liefert De Pinas Ansatz ebenfalls einen polynomiellen

Algorithmus für das MDCB-Problem.

5.4 Unterschiede zum Algorithmus von Horton

In diesem und dem vorigen Kapitel 4 und 5 wurden zwei Algorithmen für das
MUCB-Problem vorgestellt. Dieser Abschnitt beschäftigt sich nun mit den Ge-
meinsamkeiten beider Algorithmen und den Aspekten, die den Algorithmus von
Horton vom Algorithmus von De Pina unterscheiden.

Beide Algorithmen konstruieren eine minimale ungerichtete Kreisbasis durch
iteratives Aufnehmen eines Kreises in die Basis. Der Algorithmus von Horton
wählt stets einen kürzesten Kreis, der zusammen mit den bereits gewählten
Kreisen linear unabhängig sind. Der Algorithmus von De Pina schränkt die
Kandidatenmenge für den nächsten Kreis hingegen stark ein, indem er nur un-
ter den Kreisen, die nicht senkrecht auf einem gegebenen Zeugen stehen, einen
kürzesten auswählt. Anschaulich gibt die Wahl des Zeugen eine Richtung im
K|A| vor, in die der nächste Kreis zum Teil zeigen muss. Dieser Zeuge ist nur
im letzten Iterationsschritt eindeutig (bis auf das Vorzeichen) bestimmt und so
könnte beispielsweise schon in der ersten Iteration ein Zeuge gewählt werden, auf
dem jeder kürzeste Kreis des Graphen senkrecht steht und somit keiner dieser
Kreise bereits zu Beginn aufgenommen wird.

Bevor nun darauf eingegangen wird, warum trotz der Einschränkung auf
eine Richtung im Ende�ekt keiner der Kreise einer minimalen Kreisbasis verlo-
ren gehen kann, soll noch einmal die Bemerkung 5.1.3 heran gezogen werden.
Die Proposition 5.1.2 besagt, dass ein Vektor x, der nicht senkrecht auf einem
Zeugen S der Menge X steht, diese Menge linear unabhängig erweitert. Nach
der Bemerkung 5.1.3 gilt die Umkehrung dieser Aussage jedoch nicht, da ein
Vektor x, der die Menge X zwar linear unabhängig erweitert, unter Umständen
senkrecht auf dem Zeugen S stehen kann. Allerdings gibt es in diesem Fall einen
weiteren Zeugen S1 der Menge X, der nicht senkrecht auf x steht.
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Sind C1, . . . , Cν die Kreise einer minimalen Kreisbasis in der Reihenfolge, in
der der Algorithmus von Horton sie gewählt hat (es gilt also wpCiq ¤ wpCi�1q),
so gibt es auch eine Folge S1, . . . , Sν von Zeugen, die im Algorithmus von De
Pina dazu führen, dieselbe Basis in derselben Reihenfolge zu konstruieren. Man
sagt, dass der Algorithmus von De Pina den Algorithmus von Horton immitieren
kann, während dies anders herum im Allgemeinen nicht möglich ist.

Legt der Algorithmus von De Pina nun aber eine andere Folge von Zeugen
fest, unter denen die Kreise nicht ihres Gewichtes nach in die Basis kommen,
so erscheint es fraglich, dass die Diskrepanz zwischen dem Gesamtgewicht der
ersten i Kreise der Horton-Basis und dem Gesamtgewicht der ersten i Kreise
der De Pina-Basis am Ende ausgeglichen wird. Eine Erklärung des Umstandes,
dass der Algorithmus von De Pina trotzdem optimale Kreisbasen berechnet,
gibt der Korrektheitsbeweis des Theorems 5.2.1. Dieser benutzt, dass zu jeder
Basis B � tB1, . . . , Bνu jeder Kreis

C �
ν̧

i�1

λi �Bi (5.4.1)

im Austausch mit einem Bj P B mit λj � 0 wiederum eine Basis liefert. Voraus-
greifend sei erwähnt, dass es genau diese Eigenschaft ist, die bei ganzzahligen
Kreisbasen nicht mehr gilt.

Der Algorithmus von De Pina macht also Gebrauch von einer Eigenschaft des
Vektorraumes Kd, um in jeder Iteration die Kandidatenmenge für den nächsten
Kreis einzuschränken, ohne eine minimale Kreisbasis dabei auÿer Acht zu lassen.
Auÿerdem weist diese, noch immer exponentiell groÿe, Kandidatenmenge eine
geeignete Struktur auf, die es ermöglicht einen kürzesten Kreis darin e�zient zu
berechnen. Der Algorithmus von De Pina macht insbesondere keinen Gebrauch
von Lemma 4.3.3, das heiÿt von der Horton-Familie des Graphen. Natürlich
sind die vom Algorithmus konstruierten Kreise stets Horton-Kreise, jedoch wird
diese Information bei ihrer Bestimmung vorab nicht benötigt.



Kapitel 6

Die ganzzahligen Kreisbasen

Der Übergang von ungerichteten zu ganzzahligen Kreisbasen stellt ein gröÿeres
Problem dar als der Übergang von gerichteten zu ungerichteten Kreisbasen. Die
gerichteten und ungerichteten Kreisbasen unterscheiden sich nur in der Wahl des
Körpers K und so gelten viele wesentliche Aussagen, die unabhängig vom Körper
getro�en werden können, für beide, das MDCB- und das MUCB-Problem.

Ganzzahlige Kreisbasen sind eine Teilmenge der Kreisbasen über GF p2q,
werden aber nicht durch einen weiteren Körper genau charakterisiert. Es gibt
also keinen Körper K, so dass die K-Inzidenzvektoren von ν gerichteten Kreisen
genau dann linear unabhängig im K|A| sind, wenn diese Kreise eine ganzzahlige
Basis bilden. Vielmehr ist der kommutative Ring Z der ganzen Zahlen eine gute
Verallgemeinerung zu den Körpern R und GF p2q, um ganzzahlige Kreisbasen
zu untersuchen. Der Z-Inzidenzvektor C eines gerichteten Kreises C� 9YC� � A
ist analog zu dem Inzidenzvektor über einem Körper K de�niert:

Cpaq �

$'&
'%

1 falls a P C�

�1 falls a P C�

0 sonst.

Auch die Begri�e des Zykelraumes und der Kreisbasis lassen sich nun über
dem Ring Z statt dem Körper K de�nieren.

De�nition 6.0.1. Sei D � pV,Aq ein gerichteter Graph und X � tx1, . . . , xku
eine Menge von Vektoren des Z|A|.

• Eine Z-Linearkombination von X ist ein Vektor x �
°
λixi mit

λ1, . . . , λk P Z.

• X heiÿt Z-linear unabhängig, wenn die 0 P Z|A| nur die triviale
Z-Linearkombination von X ist.

• Der Zykelraum ZZpDq von D über Z besteht aus allen
Z-Linearkombinationen der gerichteten Kreise von D.

• Eine ganzzahlige Kreisbasis von D ist eine Menge Z-linear unabhängiger
gerichteter Kreise, die jeden Punkt in ZZpDq als eine Z-Linearkombination
darstellen.

59
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Zumindest für ganzzahlige Vektormengen ist die lineare Unabhängigkeit über
R äquivalent zur linearen Unabhängigkeit über Z. Allerdings bildet nicht jede
inklusionsmaximale Menge Z-linear unabhängiger Kreise auch ein Erzeugenden-
system des ZZpDq und damit eine ganzzahlige Basis. Stellt eine Menge Z-linear
unabhängige Kreise jedoch ein Erzeugendensystem des ZZpDq dar, so ist diese
Menge auch eine ganzzahlige Kreisbasis des Graphen.

In den folgenden Abschnitten sollen die Auswirkungen der Aufweichung des
Körpers K zum kommutativen Ring Z erläutert werden.

6.1 Das Unabhängigkeitssystem

Der Algorithmus von Horton basiert auf zwei grundlegenden Eigenschaften der
Kreisbasen über einem Körper K. Wesentlich ist, dass die K-Inzidenzvektoren
zusammen mit der linearen Unabhängigkeit über K ein Matroid bilden und die
Basen dieses Matroids genau den Kreisbasen des Graphen entsprechen. Nun
kann man versuchen, auf eine ähnliche Weise ein Unabhängigkeitssystem oder
gar ein Matroid auf die ganzzahligen Kreisbasen zuzuschneiden. Soll U � pE, Iq
dieses Unabhängigkeitssystem sein, so wünscht man sich die folgenden Eigen-
schaften.

1. Die Grundmenge E ist die Menge der Z-Inzidenzvektoren der gerichteten
Kreise in D.

2. Die maximal unabhängigen Mengen von U sind genau die ganzzahligen
Kreisbasen von D.

3. Das Unabhängigkeitssystem erfüllt auch die zusätzliche Eigenschaft 4.1.2
und ist damit ein Matroid.

Möchte man 1. erfüllt haben, so steht die Grundmenge E des Unabhängig-
keitssystem bereits fest und es stellt sich nur noch die Frage nach dem System
I der unabhängigen Mengen. Im Falle der Kreisbasen über einem Körper K
konnte für I das Mengensystem der K-linear unabhängigen Mengen gewählt
werden. Wählt man jedoch nun die entsprechende Z-lineare Unabhängigkeit, so
kann 2. nicht mehr gewährleistet werden. Nimmt man beispielsweise eine nicht-
ganzzahlige Basis, so ist diese R-linear unabhängig und damit auch Z-linear
unabhängig. Nicht-Ganzzahligkeit heiÿt, dass man noch weitere Kreise hinzufü-
gen muss, um alle Punkte des ZZpDq ganzzahlig darzustellen, jedoch führt eine
Hinzunahme weiterer Vektoren zur Z-linearen Abhängigkeit. Das heiÿt, dass
eine nicht-ganzzahlige Basis zwar in einer maximal unabhängigen Menge des
Unabhängigkeitssystems, aber in keiner ganzzahligen Basis enthalten sein kann.

Trotzdem können 1. und 2. gleichzeitig erfüllt werden.

De�nition 6.1.1. Sei E eine Menge und B eine nicht-leere Menge von Teil-
mengen von E. De�niere I � 2E wie folgt:

M P I ðñ DB P B : M � B

Das so de�nierte Paar pE, IqB heiÿt das von B induzierte Unabhängigkeitssys-
tem.
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Es ist leicht zu veri�zieren, dass dies tatsächlich ein Unabhängigkeitssystem
de�niert (Vergleiche dazu De�nition 4.1.1).

Bemerkung 6.1.2. Die Menge der Basen dieses Unabhängigkeitssystems ist eine
Teilmenge von B. Sind keine zwei Mengen in B ineinander enthalten, so bildet
B genau die Menge der Basen in pE, IqB.

Die De�nition 6.1.1 kann nun auf die Menge der gerichteten Kreise in D als
Grundmenge und die Menge der ganzzahligen Kreisbasen in D als Teilmengen-
system B angewendet werden. Auf diese Weise erhält man ein Unabhängigkeits-
system, bei dem eine Menge von Kreisen genau dann unabhängig ist, wenn sie
eine Teilmenge einer ganzzahligen Kreisbasis darstellt. Würde dieses Unabhän-
gigkeitssytem sogar die zusätzliche Eigenschaft aus De�nition 4.1.2 erfüllen und
somit ein Matroid bilden, so könnte der greedy-Algorithmus (Algorithmus 1) auf
das MICB-Problem angewendet werden.

Das Unabhängigkeitssystem der ganzzahligen Kreisbasen wurde in [14] un-
tersucht und es wurde bewiesen, dass dieses kein Matroid ist. Zum Beweis kann
ein Graph angegeben werden, dessen durch die ganzzahligen Basen induziertes
Unabhängigkeitssystem die zusätzliche Matroid-Anforderung nicht erfüllt. Hier
wird die Argumentation noch einmal geführt:

Beispiel 6.1.3 (Ganzzahlige Kreisbasen induzieren kein Matroid). Abbil-
dung 6.1 zeigt den Umschlag-Graphen D mit Knotenmenge V und Bogenmenge
A. Es gilt νpGq � |A| � |V | � 1 � 9� 6� 1 � 4. Die dick gezeichneten Bögen in
der Abbildung bilden einen Spannbaum T mit den Nichtbaumbögen a1, a2, a3 und
a4. Diese bestimmen die vier Koordinaten des Z|A|, auf die alle Inzidenzvektoren
nun gekürzt werden.

a1

a2

a3

a4

Abbildung 6.1: Der Umschlaggraph D und ein Spannbaum T von D.

Die Matrizen ΓAzT und Γ1
AzT sind die gekürzten Basismatrizen zu zwei ganz-

zahligen Kreisbasen B � tC1, . . . , C4u und B1 � tC 1
1, . . . , C

1
4u.

ΓAzT �

�
���

1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

�
�� det ΓAzT � 1

Γ1
AzT �

�
���

1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1

�
�� det Γ1

AzT � 1

Sei nun angenommen, dass die ganzzahligen Kreisbasen ein Matroid bilden,
dann ist A � Bz tC1u als Teilmenge einer unabhängigen Menge selbst unabhän-
gig und es gilt |A|   |B1|. Die zusätzliche Anforderung an ein Matroid verlangt
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nun nach der Existenz eines Kreises C P B1zA, der A zu einer unabhängigen
Menge erweitert (vergleiche De�nition 4.1.2). Da C3 � C 1

3 und C4 � C 1
4, ist die

Auswahl auf C 1
1 und C 1

2 begrenzt. Jedoch führen beide Möglichkeiten auf nicht-
ganzzahlige Kreisbasen:

��������
det

�
���

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

�
��
��������
� |�2|

��������
det

�
���

0 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

�
��
��������
� |�3|

Das durch die ganzzahligen Kreisbasen induzierte Unabhängigkeitssystem
dieses Graphen bildet also kein Matroid.

6.2 Die Horton-Familie

Neben dem Matroid als Struktur der Kreisbasen über K ist eine zweite wichtige
Eigenschaft dieser Kreisbasen die Existenz der Horton-Familie H als genügend
kleine Auswahl von Kreisen, die noch immer jede minimale Kreisbasis beinhal-
ten. In der Bemerkung 4.3.4 wurde bereits erwähnt, dass die Horton-Familie
für gerichtete Kreise eines gerichteten Graphen analog zur De�nition 4.3.1 be-
trachtet werden kann und dass diese auch jede minimale gerichtete Kreisbasis
enthalten. Dazu lässt sich der Beweis des Lemmas 4.3.3 analog auf jeden Kör-
per K übernehmen. Der Beweis, dass ein Vektor C in keiner minimalen Basis
auftaucht, kann in die folgenden allgemeinen Schritte unterteilt werden.

1. Nehme eine Basis B, in der C enthalten ist.

2. Finde Vektoren C1, . . . , Ck, so dass C �
°
λiCi.

3. Zeige wpCiq   wpCq für alle i � 1, . . . , k.

4. Zeige, dass es mindestens ein i P t1, . . . , ku gibt, so dass B1 � BzC Y Ci
eine Basis darstellt.

5. Dann gilt wpB1q   wpBq und die Basis B kann somit nicht minimal sein.

Es folgt ein Beispiel dafür, dass diese Argumentation nicht übernommen wer-
den kann, um zu zeigen, dass jeder Kreis einer minimalen ganzzahligen Kreis-
basis ein Horton-Kreis ist.

Beispiel 6.2.1 (Ein einfacher Austausch kann einen Nicht-Hortonkreis nicht
ersetzen). Abbildung 6.2 zeigt den vollständig bipartiten Graphen K3,3 mit
neun Bögen und sechs Knoten. Eine jede Kreisbasis besteht somit aus vier
(9� 6� 1 � 4) gerichteten Kreisen. M � ta1, . . . , a4u sei der Cobaum, der
durch die dicken Bögen angedeutet ist.

Diese dicken Bögen seien mit dem Gewicht 1 und der Baum T mit dem Ge-
wicht 0 belegt. Dann bildet T den eindeutigen Kürzeste-Wege-Baum in pK3,3, wq.
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a1 a2

a3

a4

w = 0

w = 1

Abbildung 6.2: Der K3,3 mit dem
Cobaum ta1, a2, a4, a4u.

C

Puv

Abbildung 6.3: Ein Nicht-Horton-
Kreis C und seine Sehne Puv.

Insbesondere sind dadurch alle kürzesten Wege eindeutig bestimmt. Betrachte
nun die ganzzahlige Kreisbasis der folgenden auf die Cobaumzeilen reduzierten
Basismatrix.

ΓM �

�
���

1 1 1 0
1 �1 0 0
0 0 1 1
0 �1 1 1

�
�� det ΓM � 1

Sei C der Kreis, der zu der letzten Spalte von ΓM gehört. In Abbildung 6.3
ist C dick hervorgehoben. Da dieser Kreis zwei Kanten enthält, die auf keinem
kürzesten Weg liegen, ist er kein Horton-Kreis.

Die einzige Sehne von C, die einem kürzesten Weg entspricht (und deren
Existenz die Proposition 4.3.2 voraussagt), ist in der Abbildung 6.3 unterbrochen
dargestellt und wird hier Puv genannt. Die beiden elementaren Kreise C1 und
C2, die neben C in CYP enthalten sind, können nun so orientiert werden, dass
sie auf P entgegengesetzt verlaufen. Daraus ergeben sich beispielsweise diese
Inzidenzvektoren:

CM1 � p0, 0, 1, 0qT

CM2 � p0, 0, 0, 1qT

Setzt man nun C1 oder C2 für C in die Basis ein, so erhält man in beiden
Fällen nicht-ganzzahlige Kreisbasen:

det

�
���

1 1 1 0
1 �1 0 0
0 0 1 1
0 �1 1 0

�
��� 3 det

�
���

1 1 1 0
1 �1 0 0
0 0 1 0
0 �1 1 1

�
��� �2

Die Beziehungen zwischen der Horton-Familie eines Graphen und der Menge
der minimalen ganzzahligen Kreisbasen können also nicht so einfach o�engelegt
werden. Obwohl die oben vorgestellte Beweisidee bei Kreisbasen über Z nicht in
ihrer vollen Allgemeinheit greift, konnte noch keine MICB angegeben werden,
die einen Nicht-Horton-Kreis enthält.
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Bemerkung 6.2.2. Im Beispiel 6.2.1 ist keiner der Kreise in der gewählten Basis
in der Horton-Familie, und für die ersten drei Kreise liefert der Austausch auch
eine ganzzahlige Basis.

Wählt man zum Kreis C eine andere ganzzahlige Basis, der er angehört, so
kann auch der Tausch mit C1 oder C2 in dieser Basis zum Erfolg führen. Somit
ist lediglich die Aussage, einen beliebigen Nicht-Horton-Kreis in einer beliebigen
ganzzahligen Basis auf diese Weise ersetzen zu können, widerlegt.

6.3 Zirkulationen und das MIZB-Problem

Nach De�nition 6.0.1 ist eine ganzzahlige Kreisbasis eine Menge Z-linear
unabhängiger gerichteter Kreise, die jeden Punkt in ZZpDq als eine Z-
Linearkombination darstellen. Der Zykelraum ZZpDq über dem Ring Z kann
als die Menge der ganzzahligen Vektoren des Zykelraumes über R dargestellt
werden.

ZZpDq � ZRpDq X Z|A|

Die Z-Inzidenzvektoren gerichteter Kreise sind eine Teilmenge des ZZpDq, die
sich durch die Erfüllung einer zusätzlichen Eigenschaft von den übrigen Vek-
toren unterscheiden lassen. Ein allgemeiner Vektor Z des Zykelraumes ordnet
jedem Bogen a P A eine Vielfachheit |Zpaq| und ein Vorzeichen sgnZpaq zu und
kann als eine ganzzahlige Bogenbewertung des Graphen D � pV,Aq angesehen
werden, die zusätzlich¸

pv,xqPA

Zpv, xq �
¸

py,vqPA

Zpy, vq für alle Knoten v P V (6.3.1)

erfüllt. Umgekehrt stellt jede ganzzahlige Kantenbewertung, die (6.3.1) erfüllt,
einen Punkt in ZZpDq dar. Die Bedingungen (6.3.1) werden Flusserhaltung ge-
nannt und ein Vektor Z P Z|A|, der die Flusserhaltung erfüllt, eine Zirkulation
des Graphen. Zu beachten ist allerdings, dass explizit auch negative Bogenbe-
wertungen zugelassen sind und eine Zirkulation daher keinem Fluss im üblichen
Sinne entspricht. Kehrt man allerdings die Richtung der Bögen mit Zpaq   0 um
und passt den Vektor Z durch einen Vorzeichenwechsel auf diesen Bögen an die
neue Orientierung an, so erhält man einen Fluss ohne Quell- und Senkknoten,
also eine Zirkulation nach der gebräuchlichen De�nition.

Gerichtete Kreise sind nun spezielle Zirkulationen, nämlich die, die im Un-
gerichteten elementaren Kreisen entsprechen. Es gilt:

Proposition 6.3.1. Ist Z P ZZpDqz t0u eine Nicht-Null-Zirkulation eines ge-
richteten Graphen, so sind äquivalent:

1. Z ist ein gerichteter Kreis.

2. Für alle Darstellungen Z � Z1�Z2 mit Zi ¤ Z gilt entweder Z1 � 0 oder
Z2 � 0.

Dabei gilt Z ¤ Z 1 genau dann, wenn in jeder Komponente |Zpaq| ¤ |Z 1paq| und
sgnZpaq � sgnZ 1paq erfüllt ist.

Eine Zirkulation ist also genau dann nicht-elementar, wenn sie eine �Über-
lagerung� zweier Nicht-Null-Zirkulationen ist. Die Null-Zirkulation erfüllt diese
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Bedingung zwar nicht, soll aber als nicht-elementar gelten, da sie keinen gerich-
teten Kreis darstellt.

Nicht-elementare Zirkulationen entstehen beispielsweise durch die Addition
zweier Kreise, die sich auf ihrer Schnittmenge nicht auslöschen, sondern ver-
stärken. Dazu zählen auch ganzzahlige Vielfache von elementaren Kreisen, die
durch mehrfache Addition eines Kreises mit sich selbst entstehen. Auch die
Addition zweier elementarer Kreise mit disjunkten Bogenmengen liefert eine
nicht-elementare, unter Umständen sogar unzusammenhängende, Zirkulation.

Mit dieser Erweiterung des Kandidatenraumes lässt sich nun auch das
MICB-Problem erweitern.

De�nition 6.3.2. Sei D � pV,Aq ein gerichteter Graph und w : A ÝÑ R�
0 eine

nicht-negative Bogenbewertung.

1. Eine Zirkulationsbasis ist eine Menge Z-linear unabhängiger Zirkulationen,
die jeden Punkt des ZZpDq ganzzahlig darstellen.

2. Das Gewicht einer Zirkulation Z ist wpZq �
°
wpaq |Zpaq| und das Ge-

wicht einer Zirkulationsbasis ist die Summe der Gewichte der einzelnen
Zirkulationen.

3. Das MIZB-Problem fragt zu pD,wq nach einer Zirkulationsbasis minima-
len Gewichts.

Der Begri� der gerichteten Kreise lässt sich auch für Körper-
Inzidenzvektoren auf Zirkulationen ausweiten und man erhält ein minimum
directed circulation basis-Problem und ein minimum undirected circulation ba-
sis-Problem. Jedoch stellt jede minimale Kreisbasis über K auch eine minimale
Zirkulationsbasis über K dar. Um dies zu zeigen, kann der Beweis wieder dem
Verlauf, der im Abschnitt 6.2 skizziert wurde, folgen.

Lemma 6.3.3. Sei K ein Körper, dann ist jede optimale Kreisbasis über K
auch eine optimale Zirkulationsbasis über K.

Beweis. Sei B eine beliebige Zirkulationsbasis und Z P B eine nicht-elementare
Zirkulation. Da Z nicht elementar ist, gibt es nach Proposition 6.3.1 eine Dar-
stellung Z � Z1 � Z2 mit 0 � Zi ¤ Z. Aus der De�nition von ¤ und der
Nichtnegativität der Bogengewichtung folgen

wpZiq ¤ wpZq und }Zi}1   }Z2}1 . (6.3.2)

Dabei bezeichnet }�}1 die l1-Norm im R|A| mit

}Z}1 �
¸
aPA

|Zpaq| .

Da K ein Körper ist, kann die Basis B durch den Austausch von Z mit Z1 oder
Z2 wieder in eine Basis überführt werden. Mit (6.3.2) liegt das Gewicht dieser
neuen Basis nicht über wpBq. Die nicht-elementare Zirkulation Z wurde damit
durch eine (eventuell bereits elementare) Zirkulation geringerer l1-Norm ersetzt.

Durch Iterieren dieser Vorgehensweise entsteht demnach aus einer beliebi-
gen Zirkulationsbasis über K eine Kreisbasis über K, deren Gewicht das der
Zirkulationsbasis nicht übersteigt.
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Erneut kann diese Argumentation nicht für Kreisbasen über Z übernommen
werden. Bevor die Gründe dafür erläutert werden, wird zunächst ein Gegenbei-
spiel angebracht.

Beispiel 6.3.4 (Ein einfacher Austausch kann eine nicht-elementare Zirkulation
nicht ersetzen). Sei D der Graph in der Abbildung 6.4 und T der durch die
dicken Kanten angedeutete Spannbaum von D. Sei M � ta1, . . . , a6u die Menge
der Nichtbaumkanten und B die Zirkulationsbasis der gekürzten Basismatrix
ΓM .

ΓM �

�
�������

1 �1 0 �1 0 0
0 0 1 0 �1 1
0 �1 0 1 0 1
0 1 0 1 �1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0

�
������

Die ersten fünf Basiskreise in B sind elementar, während die letzte Spalte
von ΓM den gekürzten Inzidenzvektor einer nicht-elementaren Zirkulation Z
bildet. Da det ΓM � 1 gilt, bildet B eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von D.

a1

a2

a3

a4

a5
a6

Z

Abbildung 6.4: Ein Graph D und eine Zirkulationsbasis B von D, deren ein-
zige nicht-elementare Zirkulation Z durch keinen Kreis ihrer Zerlegung ersetzt
werden kann.

Die nicht-elementare Zirkulation Z ist als Vereinigung der Fundamental-
kreise F pa2q und F pa3q darstellbar und diese Darstellung ist die einzige von der
Form aus Proposition 6.3.1. Ersetzt man jedoch Z durch F pa2q oder F pa3q in
der Basis B, ist die Determinante der neuen Kreisbasis 3 beziehungsweise 2:
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������������
det

�
�������

1 �1 0 �1 0 0
0 0 1 0 �1 1
0 �1 0 1 0 0
0 1 0 1 �1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0

�
������

������������
� |3|

������������
det

�
�������

1 �1 0 �1 0 0
0 0 1 0 �1 0
0 �1 0 1 0 1
0 1 0 1 �1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0

�
������

������������
� |�2|

Wiederum folgt aus dem Beispiel 6.3.4 noch kein Beleg für eine Zirkulations-
basis, in der keine nicht-elementare Zirkulation ohne Erhöhung des Gewichts auf-
gelöst werden kann. Damit wurde lediglich gezeigt, dass die Untersuchung einer
nicht-elementaren Zirkulation in einer Basis, wie sie im Beweis des Lemmas 6.3.3
durchgeführt wurde, im Fall der ganzzahligen Kreisbasen nicht ausreicht.

Es bleibt bis hierhin also ungeklärt, ob der Einsatz von nicht-elementaren
Zirkulationen eine minimale ganzzahlige Kreisbasis verbessern kann, das heiÿt,
ob die Optimalwerte des MICB- und des MIZB-Problems zusammenfallen. In
allen folgenden Resultaten muss daher stets klar unterschieden werden, ob nicht-
elementare Zirkulationen in einer Basis zugelassen sind oder nicht.
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Kapitel 7

Unimodularität

In den Kapiteln 8 und 9 werden Algorithmen zur Konstruktion ganzzahliger
Kreis- und Zirkulationsbasen angegeben. In beiden Algorithmen werden alge-
braische Aussagen verwendet, die in diesem Kapitel hergeleitet werden sollen.

7.1 Unimodularität und Gitter

Die Untersuchungen dieses Abschnittes werden im Rahmen k-dimensionaler li-
nearer Teilräume des Rd und der Gitter der ganzzahligen Punkte dieser Teilräu-
me durchgeführt. Ein Untervektorraum soll dabei durch eine Basis, eine Menge
X � tx1 . . . , xku linear unabhängiger Vektoren des Rd mit ganzzahligen Einträ-
gen, gegeben sein. Die Bezeichnung X wird auch für die pd� kq-Matrix, die die
Vektoren aus X als Spalten enthält, verwendet.

Dieser Abschnitt wird nun einige Begri�e und Aussagen der Theorie der
Gitter nennen und erläutern. Eine detaillierte Darstellung der Gitter im eukli-
dischen Raum wird beispielsweise in [18] gegeben. Dort be�nden sich zudem
ausführliche Beweise zu den hier benutzten Aussagen.

De�nition 7.1.1. Für eine linear unabhängige Menge X � tx1, . . . , xku bezie-
hungsweise eine Matrix X � rx1, . . . , xks heiÿt

ΛpXq �

#
ķ

i�1

λixi | λi P Z

+

ein Gitter mit Basis X vom Rang k.

Ein Gitter mit BasisX ist die Menge aller ganzzahligen Linearkombinationen
der Vektoren in X. Ein wichtiges Beispiel für ein Gitter ist das Einheitsgitter
Zd � Rd mit der Menge der d Einheitsvektoren als Basis. Die Basis eines Gitters
ist nicht eindeutig bestimmt und so kann ein Gitter mehrere Basen aufweisen.
Beispielsweise bildet jede der folgenden Matrizen eine Basis des Z2.

X1 �

�
1 0
0 1



X2 �

�
2 1
1 1



X3 �

�
�1 1
0 �1




Die Beziehungen zwischen zwei verschiedenen Basen desselben Gitters kön-
nen mittels unimodularer Matrizen angegeben werden. Eine Matrix U P Zpk,kq

heiÿt unimodular, wenn detU � �1.

69
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Lemma 7.1.2. Seien X,Y P Rpd,kq Matrizen vom Rang k. Dann ist Y genau
dann eine Basis des Gitters ΛpXq, wenn es eine unimodulare Matrix U P Zpk,kq

gibt, so dass Y � XU .

Wie bereits erwähnt wurde, bildet die Einheitsmatrix Ik P Zpk,kq eine Basis
des Gitters Zk. Auÿerdem ist det Ik � 1 und Ik somit unimodular. Es folgt ein
Korollar.

Korollar 7.1.3. Eine Matrix X P Zpk,kq ist genau dann eine Basis des Zk,
wenn sie unimodular ist.

Bemerkung 7.1.4. Das Korollar 7.1.3 ist eine unmittelbare Verallgemeinerung
der im Abschnitt 1.5 angegebenen Charakterisierung der ganzzahligen Kreisba-
sen. Das Gitter Zν kann als die Menge der abgeschnittenen Z-Inzidenzvektoren
der Zirkulationen in D angesehen werden. Eine Gitterbasis ist eine Auswahl von
ν solcher Vektoren, die jeden weiteren mit ganzzahligen Koe�zienten darstel-
len. Demnach ist eine ganzzahlige Kreisbasis eine Gitterbasis des Zν und somit
eine gerichtete Kreisbasis genau dann ganzzahlig, wenn detpBq � 1 gilt. Dies
wiederum ist äquivalent zur Unimodularität ihrer gekürzten Basismatrix.

Das Gitter ΛpXq wird auch als der ganzzahlige Spann der Menge X bezeich-
net. Dagegen ist der reelle Spann spanRpXq die Menge aller Linearkombinatio-
nen der Vektoren in X mit reellen Koe�zienten. Abkürzend soll dieser lineare
Unterraum des Rd mit LpXq bezeichnet werden. Die Menge aller ganzzahligen
Punkte eines solchen Unterraumes ist ein weiteres Gitter

ΛLpXq :� LpXq X Zd.

Die Gitter ΛpXq und ΛLpXq können, selbst für ganzzahlige Vektoren in X,
durchaus verschieden sein. Zum Beispiel gilt

Λptp2quq � tλ � p2q P Z | λ P Zu � 2Z
ΛLptp2quq � tλ � p2q P Z | λ P Ru X Z � Z.

Ist X eine Menge ausschlieÿlich ganzzahliger Vektoren, so stellt das Gitter
ΛpXq jedoch stets ein Untergitter von ΛLpXq und dieses ein Untergitter von Zd
dar:

ΛpXq � ΛLpXq � Zd. (7.1.1)

Die Gitter ΛpXq und ΛLpXq haben den Rang rankX und ist rankX   d,
so ist die zweite Mengeninklusion von (7.1.1) strikt. Falls dagegen die erste
Mengeninklusion von (7.1.1) strikt ist, bildet die Menge X keine Basis von
ΛLpXq. Eine Basis von ΛLpXq wiederum ist eine Menge ganzzahliger Punkte
des LpXq, die jeden weiteren ganzzahligen Punkt ganzzahlig darstellt.

De�nition 7.1.5. Eine linear unabhängige Menge X � tx1, . . . , xku � Zd und
die zugehörige Matrix X � rx1 � � �xks P Zpd,kq heiÿen unimodular, wenn X eine
Basis von ΛLpXq bildet, das heiÿt

@x P ΛLpXq Dλ1, . . . , λk P Z : x �
ķ

i�1

λixi.
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Mit anderen Worten ist X genau dann unimodular, wenn in (7.1.1) die
Gleichheit ΛpXq � ΛLpXq gilt. Es ist hilfreich sich die zwei Spezialfälle k � 1
und k � d anzuschauen und zu beobachten, was Unimodularität in diesen Fällen
bedeutet.

Der Fall k � 1 Es gilt X � tx1u und ΛpXq � tλ � x1 | λ P Zu. Das Gitter
ΛLpXq ist die Menge

 
λ � x1 | λ P R^ λ � x1 P Zd

(
der ganzzahligen Punk-

te der Geraden LpXq. Nun ist X genau dann unimodular, wenn auf der
Teilstrecke 0x1 von LpXq neben 0 und x1 kein weiterer ganzzahliger Punkt
liegt und dies ist genau dann der Fall, wenn die Koordinaten von x1 tei-
lerfremd sind.

Der Fall k � d Es gilt LpXq � Rd, ΛLpXq � Zd und ΛpXq hat vollen Rang.
Die Menge X ist dann unimodular, falls auch ΛpXq � Zd gilt, das heiÿt
X eine Gitterbasis des Zd bildet und dies stimmt mit dem oben erwähn-
ten Begri� der Unimodularität einer ganzzahligen quadratischen Matrix
überein.

Nachdem der Begri� der Unimodularität nun auf nicht-quadratische pd�kq-
Matrizen X, beziehungsweise auf deren Spaltenmenge, ausgedehnt wurde, kann
man von Teilmengen einer unimodularen Menge sprechen.

Proposition 7.1.6. Jede Teilmenge einer unimodularen Menge ist unimodular.

Beweis. Sei X eine unimodulare Menge und X 1 � X eine Teilmenge. Dann ist
ΛLpX 1q � ΛLpXq und somit gilt für x P ΛLpX 1q:

x �
¸
xPX1

λxx x �
¸
xPX

µxx.

Da X und damit auch X 1 linear unabhängige Mengen sind, ist die Darstellung
von x eindeutig und es gilt λx � µx für x P X 1 sowie µx � 0 für x P XzX 1. Da
X unimodular ist, sind alle auftretenden Koe�zienten ganze Zahlen und damit
auch X 1 eine unimodulare Menge.

Für Gitter mit vollem Rang d de�niert man die Gitterdeterminante.

De�nition 7.1.7. Ist ΛpXq ein Gitter mit vollem Rang d, so ist |detX| die
Determinante von ΛpXq und wird mit det ΛpXq bezeichnet.

Die Gitterdeterminante ist unabhängig von der Wahl der Basis X und damit
wohlde�niert. Für ganzzahlige Matrizen X ist |detX| eine positive ganze Zahl.
Sie kann als ein Maÿ für die Gröÿe der Maschen von ΛpXq angesehen werden.
Das Gitter Zd hat die Gitterdeterminante 1 und je gröÿer die Determinante eines
Untergitters von Zd ist, desto gröber ist dieses Untergitter. Im diesem Falle gibt
det ΛpXq gerade die Anzahl der Nebenklassen von ΛpXq in der additiven Gruppe
Zd an.

Die folgende Proposition gilt für allgemeine reguläre quadratische Matrizen
A und Gleichungssysteme der Form Ax � b und wird für den Beweis des Lem-
mas 7.1.9 benötigt.

Proposition 7.1.8. Sei A � ra1 � � � ads eine reguläre pd � dq-Matrix, b ein
weiterer Vektor des Rd und Ai die quadratische Matrix die durch Ersetzen der
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Spalte ai von A durch b entsteht. Ist λ die eindeutige Lösung von Ax � b, so
gilt

detAi � λi detA.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit i � 1.

detA1 � det

�
�| | |
b a2 � � � an
| | |

�


� det

�
� | | |°n

k�1 λkak a2 � � � an
| | |

�


�
ņ

k�1

λk � det

�
� | | |
ak a2 � � � an
| | |

�


� λ1 detA

Mit den nun bereit gestellten Hilfsmitteln kann das folgende Lemma bewie-
sen werden.

Lemma 7.1.9. Eine Menge X ganzzahliger Vektoren ist genau dann unimodu-
lar, wenn sie zu einer Gitterbasis des Zd erweitert werden kann.

Beweis. Sei X zu einer Gitterbasis X 1 des Zd erweiterbar. Nach Korollar 7.1.3
ist X 1 unimodular und nach Proposition 7.1.6 ist X als Teilmenge einer unimo-
dularen Menge selbst unimodular.

Für die andere Implikation sei X � tx1, . . . , xku unimodular. Da X line-
ar unabhängig ist, gibt es d � k ganzzahlige Vektoren, die X zu einer Basis
X 1 � tx1, . . . , xk, zk�1, . . . , zdu des Rd ergänzen. Diese ergänzenden Vektoren
seien so gewählt, dass die Matrix X 1 eine betraglich kleinstmögliche Determi-
nante aufweist. Sei weiterhin x P Zd ein beliebiger ganzzahliger Punkt. Es gibt
dann Koe�zienten λ1, . . . , λd P R, so dass

x �
ķ

i�1

λixi �
ḑ

i�k�1

λizi.

Es soll nun gezeigt werden, dass all diese Koe�zienten ganzzahlig sind und die
gewählte Erweiterung somit eine Gitterbasis des Zd bildet.

Sei j P tk � 1, . . . , du ein beliebiger Index. Dann ist xpjq :� x � tλjuzj ein
ganzzahliger Punkt mit der Darstellung

xpjq �
ķ

i�1

λixi �
¸

iPtk�1,...,duztju

λizi � λ1jzj .

Nun ist λ1j � λj � tλju der Abstand von λj zur nächstkleineren ganzen Zahl.
Insbesondere ist λ1j P r0; 1q. Tauscht man xpjq für zj in die Basis X 1 so gilt für
die entstandene Matrix X2 nach Proposition 7.1.8

detX2 � λ1j � detX 1.
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Ein positives λ1j würde den Absolutbetrag der Determinante senken. Da die Ba-
sis X 1 aber so gewählt wurde, dass |detX 1| minimal ist, muss λ1j � 0, also λj P Z
gelten. Da j P tk � 1, . . . , du beliebig gewählt wurde, gilt pλk�1, . . . , λdq P Zd�k.
Damit sind

z :�
ḑ

i�k�1

λizi P Zd und x� z �
ķ

i�1

λixi P Zd

ganzzahlige Punkte. Auÿerdem wird x�z durch die Menge X dargestellt. Da X
unimodular ist, besteht auch der erste Teil pλ1, . . . , λkq des Koe�zientenvektors
λ aus ganzen Zahlen.

Sei X � tx1, . . . , xku eine unimodulare Menge. Das Lemma 7.1.9 liefert die
Existenz geeigneter Vektoren zk�1, . . . , zd deren Hinzunahme zu X eine Gitter-
basis des Zd ergeben. Der Beweis des Lemma legt auch eine Methode dar, diese
Vektoren zu �nden.

1. Bestimme beliebige ganzzahlige Vektoren zk�1, . . . , zd, so dass die Menge
X 1 � tx1, . . . , xk, zk�1, . . . , zdu eine Basis eines Gitters vom Rang d bildet.

2. Ist det ΛpX 1q ¡ 1, so bestimme einen Vektor x P ZdzΛpX 1q.

(a) Sei x � X 1λ und j P tk � 1, . . . , du ein Index mit λj R Z.
(b) Ersetze zj durch xpjq � x� tλjuzj in X 1 und iteriere mit dem neuen

Gitter ΛpX 1q kleinerer Determinante.

3. Ist det ΛpX 1q � 1, so bildet X 1 eine gesuchte Erweiterung.

Auf diese Weise erhält man eine wahllose Erweiterung zu einer unimodularen
Menge X. Kennt man bereits eine Erweiterung X 1 von X und möchte zu einem
Vektor xk�1 entscheiden, ob es eine zweite ErweiterungX2 vonX mit xk�1 P X

2

gibt, so liefert Lemma 7.1.10 eine Antwort.

Lemma 7.1.10. Sei eine ganzzahlige Menge tx1, . . . , xku unimodular und er-
weitere tzk�1, . . . , zdu diese Menge zu einer Basis des Zd. Sei

xk�1 �
ķ

i�1

λixi �
ḑ

i�k�1

λizi (7.1.2)

ein weiterer ganzzahliger Punkt. Dann gilt:

tx1, . . . , xk�1u unimodular ðñ gcdpλk�1, . . . , λdq � 1

Beweis. Sei zunächst gcdpλk�1, . . . , λdq � t ¡ 1. Dann lässt sich jedes λi mit
i P tk � 1, . . . , du schreiben als λi � t � µi, wobei µi P Z. Mit der Darstellung
(7.1.2) gilt dann:

xk�1 �
ķ

i�1

λixi � t �
ḑ

i�k�1

µizi

ô
1
t

�
xk�1 �

ķ

i�1

λixi

	
�

ḑ

i�k�1

µizi

ô
1
t
xk�1 �

ķ

i�1

λi
t
xi �

ḑ

i�k�1

µizi (7.1.3)
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Damit ist Gleichung (7.1.3) eine nicht-ganzzahlige Linearkombination der Vek-
toren x1, . . . , xk�1 zu einem ganzzahligen Punkt. Die Menge tx1, . . . , xk�1u ist
also nicht unimodular.

Sei nun tx1, . . . , xk�1u nicht unimodular. Es gibt also einen ganzzahligen
Punkt x, dessen Darstellung durch tx1, . . . , xk�1u nicht-ganzzahlige Koe�zien-
ten beinhaltet. Insbesondere ist der Koe�zient µk�1 zum Vektor xk�1 keine
ganze Zahl, da tx1, . . . , xku unimodular ist. Sei µk�1 � a

t mit teilerfremden
a, t P Z. Mit (7.1.2) gilt:

x �
ķ

i�1

µixi �
a

t
xk�1

ô x �
ķ

i�1

µixi �
a

t

� ķ

i�1

λixi �
ḑ

i�k�1

λizi

	

ô x �
ķ

i�1

pµi �
a � λi
t

qxi �
ḑ

i�k�1

a � λi
t

zi (7.1.4)

Die Gleichung (7.1.4) ist eine Darstellung des ganzzahligen Punktes x durch
die unimodulare Menge tx1, . . . , xk, zk�1, . . . , zdu. Die Koe�zienten dieser Dar-
stellung sind demnach ganze Zahlen. Insbesondere ist a�λi

t P Z und t somit ein
Teiler von a � λi. Da t kein Teiler von a ist, ist t ein Teiler eines jeden λi für
i � k � 1, . . . , d. Aus t ¡ 1 folgt gcdpλk�1, . . . , λdq ¡ 1.

Dieser Abschnitt befasste sich mit Gittern im Rd. Eine Menge ganzzahliger
Vektoren, die jeden ganzzahligen Punkt ihres aufgespannten reellen Unterraums
ganzzahlig darstellt, wird als unimodular bezeichnet. Das Lemma 7.1.9 besagt,
dass eine Menge ganzzahliger Punkte genau dann unimodular ist, wenn sie zu
einer Gitterbasis des Zd erweitert werden kann. Ist von einer Menge X ihre
Unimodularität bereits bekannt, so liefert das Lemma 7.1.10 eine Methode zur
Prüfung der Unimodularität einer um ein Element gröÿeren Obermenge von X.
Dafür wird jedoch eine Gitterbasis X 1 des Zd mit X 1 � X benötigt. Der Beweis
des Lemmas 7.1.9 liefert eine Möglichkeit eine solche Erweiterung zu einer uni-
modularen Menge X zu konstruieren. Allerdings ist dies nur ein theoretisches
und kein e�zientes Verfahren.

Im nächsten Abschnitt wird ein Algorithmus zur Prüfung der Unimodulari-
tät einer Menge ohne die Voraussetzung jeglicher Vorkenntnisse hergeleitet und
erörtert.

7.2 Die Hermite-Normalform

In diesem Abschnitt wird dieHermite-Normalform, kurzHNF , vorgestellt. Sie
liefert eine weitere Charakterisierung der unimodularen MatrizenX P Zpd,kq und
einen Test auf Unimodularität durch das Bestimmen derHNF . In Abschnitt 7.3
wird ein e�zientes Verfahren angegeben, um die HNFvon Matrizen mit kleinen
Einträgen zu bestimmen. Dieses Verfahren wurde bereits in [7] benutzt. Dort
wird unter anderem der enge Zusammenhang zwischen der HNFund den soge-
nannten T -diagonalisierbaren Matrizen behandelt. Dieser Rahmen ist teilweise
allgemeiner als die Unimodularität und daher sind einige der hier angeführten
Resultate unmittelbare Folgerungen der Aussagen in [7].
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De�nition 7.2.1. Eine Matrix X P Zpd,kq vom Rang k ist in Hermite-
Normalform, wenn es eine reguläre obere Dreiecksmatrix H � phijq P Zpk,kq

gibt, so dass

• XT � rHT, 0s und

• hii ¡ 0 für alle i � 1, . . . , k und

• 0 ¤ hji   hii für alle i � 1, . . . , k und j   i gilt.

Ist X ein Matrix in HNF , so treten nach der letzten Bedingung der De�-
nition 7.2.1 keine negativen Werte in X auf und das eindeutige Maximum der
Elemente jeder Spalte wird von dem Diagonalelement angenommen.

Ist X nicht in HNF , so kann X mittels elementarer Zeilenoperationen über
Z in eine Matrix in Hermite-Normalform überführt werden. Die Zeilenopera-
tionen der folgenden Form werden als elementar über Z bezeichnet und führen,
angewendet auf eine ganzzahlige Matrix, wiederum auf eine ganzzahlig Matrix.
Sie unterscheiden sich so von den elementaren Zeilenoperationen über R.

• Das Vertauschen zweier Zeilen.

• Das Addieren einer Zeile i auf eine Zeile j � i.

• Das Multiplizieren einer Zeile mit �1.

Die Anwendung einer Zeilenoperation auf eine Matrix X P Zpd,kq entspricht
der Multiplikation von links mit einer Matrix U P Zpd,dq. Ist die Zeilenoperation
elementar, so hat die U -Matrix eine der folgenden Gestalten, je nachdem welches
Typs die Zeilenoperation ist.

�
���������

1
. . .

0 � � � 1
...
. . .

...
1 � � � 0

. . .
1

�
��������

�
���������

1
. . .

1 � � � 1
. . .

...
1
. . .

1

�
��������

�
��������

1
. . .

1
�1

1
. . .

1

�
�������

(7.2.1)

Da die Matrizen (7.2.1) die Determinante 1 oder �1 haben und sukzes-
sive Anwendung von Zeilenoperationen der Multiplikation der U -Matrizen ent-
spricht, entspricht die Anwendung elementarer Zeilenoperationen auf die Matrix
X der Multiplikation von links mit einer unimodularen Matrix U . Umgekehrt
entspricht auch die Links-Multiplikation mit einer unimodularen Matrix ele-
mentaren Zeilenumformungen, da sich jede unimodulare Matrix als Produkt
von Matrizen der Form (7.2.1) schreiben lässt.

Mittels der elementaren Zeilenumformungen lässt sich eine Äquivalenzrelati-
on auf der Menge der ganzzahligen pd� kq-Matrizen vollen Ranges de�nieren.

De�nition 7.2.2. Seien X1, X2 P Zpd,kq zwei Matrizen vollen Ranges, dann
heiÿt X1 links-äquivalent zu X2, wenn es eine unimodulare Matrix U gibt, so
dass X1 � U �X2 gilt.
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Dass die mit 7.2.2 de�nierte Relation tatsächlich eine Äquivalenzrelation
bildet, kann bei [16] nachgelesen werden. Wie oben bereits erwähnt wurde,
kann eine Matrix mittels elementarer Zeilenumformungen in eine Matrix in
HNFüberführt werden. Daher be�ndet sich in jeder Äquivalenzklasse mindes-
tens ein Vertreter in HNF . Tatsächlich gibt es genau einen solchen Vertreter
und man kann deshalb von der Hermite-Normalform einer Matrix X sprechen.
Für einen Beweis der Existenz und Eindeutigkeit kann auf [18] verwiesen werden.
Die Existenz folgt jedoch auch aus dem weiter unten angegebenen Algorithmus
zur Berechnung der Hermite-Normalform einer Matrix.

De�nition 7.2.3. Die Hermite-Normalform (HNF) einer Matrix X P Zpd,kq

mit rankX � k ist die eindeutige Matrix in HNF in der Äquivalenzklasse von
X und wird mit hnfpXq bezeichnet. Auÿerdem sei hnf∆pXq die obere Dreiecks-
matrix von hnfpXq. Die unimodulare Transformationsmatrix, die den Übergang
von X zu hnfpXq darstellt ist nicht eindeutig bestimmt und so wird mit U eine
beliebige Matrix dieser Form bezeichnet. Es gilt also

U �X �

�
hnf∆pXq
0d�k,k

�
� hnfpXq.

Die Unimodularität einer Matrix X lässt sich nun anhand ihrer Hermite-
Normalform hnfpXq ablesen.

Lemma 7.2.4. Für eine Matrix X P Zpd,kq mit vollem Spaltenrank k gilt

X unimodular ðñ hnf∆pXq � Ik,k. (7.2.2)

Beweis.

X unimodular
7.1.9
ðñ detrX,Es � �1
ðñ detU � detrX,Es � �1
ðñ detpU � rX,Esq � �1
ðñ detrU �X,U � Es � �1
7.1.9
ðñ U �X � hnfpXq unimodular

ðñ hnf∆pXq unimodular

ðñ hnf∆pXq � Ik,k

Zunächst wird die vorletzte Umformung noch genauer erläutert. Die Unimodu-
larität von hnfpXq bedeutet nach De�nition 7.1.5, dass alle ganzzahligen Vekto-
ren des reellen Spanns von hnfpXq ganzzahlige Linearkombinationen der Spalten
von hnfpXq sind. Da die letzten d� k Zeilen von hnfpXq ausschlieÿlich Nullzei-
len sind, reduzieren sich die Linearkombinationen zu Z-Linearkombinationen der
auf die ersten k Zeilen gekürzten Vektoren, das heiÿt der Spalten von hnf∆pXq
mit denselben Koe�zienten. Daher ist hnfpXq genau dann unimodular, wenn
auch hnf∆pXq unimodular ist.

Die letzte Umformung besagt, dass die einzige unimodulare quadratische
Matrix in HNFdie Einheitsmatrix ist. Da die Determinante einer Dreiecks-
matrix das Produkt der Diagonalelemente ist, stehen bei einer quadratischen
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unimodularen Matrix in HNFausschlieÿlich Einsen auf der Diagonalen. Da die
Diagonalelemente das jeweilige eindeutige Maximum ihrer Spalte bilden, sind
alle weiteren Einträge der Matrix Null und es ergibt sich somit zwangsweise die
Einheitsmatrix. Alternativ folgt diese letzte Äquivalenzumformung des Beweises
aus der Eindeutigkeit der Hermite-Normalform einer Matrix.

Mit Hilfe des Lemmas 7.2.4 lässt sich
Es soll hier noch ein zweites äquivalentes Resultat angegeben und bewiesen

werden, da der Beweis eine Erweiterung einer unimodularen Menge zu einer
Basis des Zd liefert.

Lemma 7.2.5. Für eine linear unabhängige Menge X � tx1, . . . , xku ganzzah-
liger Vektoren gilt

X � X̄ für eine Gitterbasis X̄ des Zd ðñ hnf∆pXq � Ik,k.

Beweis. Sei zunächst X zu einer Gitterbasis X̄ des Zd erweiterbar. Dann stellt
X̄ auch eine quadratische Matrix der Determinante �1 dar. Insbesondere ist die
Inverse U von X̄ ganzzahlig und ebenfalls unimodular. Es gilt also:

�
����� U

�
�����

�
�������

X X̄zX

�
������
�

�
�������

Ik,k

Id�k,d�k

�
������

(7.2.3)
Werden beide Seiten von (7.2.3) von rechts mit rIk,k, 0sT multipliziert, so ent-
spricht das der Auswahl der ersten k Spalten der jeweils rechten Matrizen. Es
ergibt sich:

�
����� U

�
�����

�
�������

X

�
������
�

�
�������

Ik,k

�
������

(7.2.4)

Demnach gilt hnf∆pXq � Ik,k.
Ist umgekehrt die Gleichung (7.2.4) gegeben, so bildet X die ersten k Spalten

der Inversen von U und durch Erweiterung von X mit den restlichen Spalten
dieser Inversen ergibt sich (7.2.3). Dadurch wurde X zu einer unimodularen
quadratischen Matrix ergänzt und es folgt die Behauptung.

7.3 Ein Algorithmus zur Berechnung der HNF

Mit Lemma 7.2.4 kann ein Test auf Unimodularität einer Matrix X P Zpd,kq mit
vollem Spaltenrang auf das Bestimmen ihrer Hermite-Normalform hnfpXq zu-
rückgeführt werden. Daher wird nun ein Algorithmus dargelegt, der auf Domich
et al. [17] zurückgeht und in [18] gefunden werden kann.
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Das Verfahren konstruiert die Hermite-Normalform durch iteratives Be-
rechnen der Spalten mit einem angepassten Euklidischen Algorithmus. Dabei
werden die Einträge der aktuellen Spalte mittels elementarer Zeilenoperationen
gekürzt und so können in den noch nicht betrachteten Spalten sehr groÿe Zwi-
schenergebnisse auftreten, auch wenn die letztendliche Hermite-Normalform
nur Nullen und Einsen aufweist. Die Zwischenergebnisse können sogar expo-
nentiell groÿ werden und werden deshalb nach jeder Zeilenoperation mit ein
modulo-Berechnung gekürzt. Wie und vor allem wie weit gekürzt werden kann,
wird durch die Eingabematrix X gegeben. Das folgende Lemma stellt die dafür
nötige Grundlage bereit.

Lemma 7.3.1. Sei X P Zpd,kq eine Matrix vollen Ranges und XI eine beliebige
reguläre pk � kq-Untermatrix von X mit µ � |detXI |. Dann gilt

hnfp
�

X
µ � Ik,k

�
q � hnfp

�
X

0k,k

�
q

Beweis. Es gilt µ � Ik,k � µ � pX�1
I � XIq, da XI regulär ist. Weiterhin ist die

Matrix µ �X�1
I ganzzahlig nach Proposition 1.5.3. Jede Zeile von µ � Ik,k lässt

sich demnach als Z-Linearkombination der Zeilen von XI darstellen, das heiÿt
es gibt eine unimodulare Matrix U , so dass

U �

�
X

µ � Ik,k

�
�

�
X

0k,k

�
.

Somit sind beide Matrizen in der gleichen Äquivalenzklasse und haben dieselbe
Hermite-Normalform.

Um nun die Hermite-Normalform von X zu bestimmen, berechnet man
die Hermite-Normalform der Matrix X 1, die aus X durch das Anhängen der
Matrix µ � Ik,k entsteht. Dies birgt den Vorteil die neuen Zeilen für elementare
Operationen zur Verfügung zu haben, um die Zwischenergebnisse im Algorith-
mus betraglich klein zu halten.

Es folgt ein Algorithmus zur Berechnung der HNF der Matrix X in der
ursprünglichen Form. Dieser bekommt zusätzlich die Zahl µ aus Lemma 7.3.1
übergeben und macht essentiellen Gebrauch von den erwähnten Zeilenoperatio-
nen, ohne die zusätzlichen Zeilen der Matrix X 1 zu generieren.
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Algorithmus 6 Berechnung der Hermite-Normalform

Input: Eine Matrix X � pxijq P Zpd,kq mit den Zeilen x1, . . . , xd und eine
natürliche Zahl µ ¡ 0.

Output: Eine Matrix in Hermite-Normalform.

1: for 1 ¤ i ¤ d und 1 ¤ j ¤ k do
2: Setze xij Ð xij mod µ.
3: end for

4: for j � 1 bis k do
5: while Dj ¤ i, i1 ¤ d mit i � i1 und xij ¥ xi1j ¡ 0 do
6: Setze xi Ð xi � txij{xi1juxi1 .
7: for l � j � 1 bis k do
8: Setze xil Ð xil mod µ.
9: end for

10: end while

11: Sei xm die Zeile mit xmj � 0.
12: Vertausche die Zeilen xm und xj .
13: end for

14: for j � 2 bis k do
15: for i � 1 bis j � 1 do
16: Setze xi Ð txij{xiiuxj .
17: end for

18: end for

Zunächst werden in der ersten For-Schleife die Einträge der Matrix modulo
µ gekürzt. Die Kürzung eines Elementes xij entspricht der txij{µu-fachen Sub-
traktion der j-ten Zeile von µ � Ik,k von der Zeile xi und somit einer Folge von
elementaren Zeilenoperationen der erweiterten Matrix X 1. Am Ende der Schleife
in Zeile 3 sind alle Einträge der Matrix ganzzahlig und in dem Bereich zwischen
0 und µ� 1.

Der Lau�ndex j der For-Schleife in Zeile 4 indiziert die aktuelle Spalte, wäh-
rend die Indizes i und i1 der While-Schleife in Zeile 5 zwei Nichtnull-Einträge
dieser Spalte indizieren, die nicht überhalb des Diagonalelementes liegen. Diese
Einträge werden in Zeile 6 des Algorithmus reduziert, indem das txij{xi1ju-fache
der i1-ten Zeile von der i-ten Zeile abgezogen wird. Dies entspricht einem Schritt
des euklidischen Algorithmus. Da jede Zeile, deren Index gröÿer oder gleich j
ist, in den ersten j � 1 Einträgen nur Nullen aufweist, werden die ersten j � 1
Spalten durch diese Operation nicht verändert.

Die Einträge xij�1, . . . , xik rechts des gekürzten Elementes xij werden hin-
gegen unter Umständen beein�usst und müssen deshalb in der For-Schleife in
Zeile 7 modulo µ gekürzt werden. Dies kann wieder als eine Folge von elemen-
taren Zeilenoperationen mit den Zeilen der Matrix Ik,k angesehen werden und
ändert daher die HNF der aktuellen Matrix nicht. Am Ende dieser Schleife in
Zeile 9 sind wieder alle Einträge der Matrix ganzzahlig und im Bereich zwischen
0 und µ� 1.

DieWhile-Schleife dieser Iteration bricht ab, sobald es in der aktuellen Spal-
te unterhalb oder auf der Diagonalen keine zwei echt positiven Einträge mehr
gibt, das heiÿt in Zeile 10 des Algorithmus gibt es nur einen Nichtnull-Eintrag
in txjj , . . . , xdju und dieser wird in Zeile 12 durch einen Tausch zweier Zeilen
auf die Diagonale verschoben. Der Wert des Nichtnull-Eintrages entspricht dem
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gröÿten gemeinsamen Teiler der Spalteneinträge auf und unter der Diagonalen.
Bricht auch die For-Schleife in Zeile 13 ab, so stellen die ersten k Zeilen von

X bereits eine obere Dreiecksmatrix dar, während in den unteren d � k Zeilen
nur Nullen stehen. Allerdings dominieren die Diagonalelemente x11, . . . , xkk un-
ter Umständen die weiteren Einträge ihrer Spalte noch nicht. Daher werden die
Einträge jeder Spalte überhalb der Diagonalen in Zeile 16 mit dem Diagonalele-
ment gekürzt. Hinterher besteht der Eintrag von X an der Stelle pi, jq aus dem
Rest der Division des Eintrages zuvor mit dem Diagonalelement.

Diese modulo-Operation muss jedoch mittels elementarer Zeilenumformun-
gen geschehen und so ändern sich die Einträge der i-ten Zeile. Da die j-te Zeile
jedoch links der Diagonalen nur Nullen aufweist, wird die Diagonaldominanz
der Spalten kleineren Indexes nicht zerstört.

Theorem 7.3.2. Algorithmus 6 berechnet die HNF einer ganzzahligen Matrix
vollen Zeilenrangs in Opk2dplogµ� 1qq arithmetischen Operationen.

Beweis. Hier soll nur die Laufzeit bewiesen und für einen Korrektheitsbeweis
auf die obigen Erläuterungen, sowie [18] verwiesen werden.

Die erste For-Schleife durchläuft k �d Iterationen zu je einer arithmetischen
Operation. Eine Iteration der While-Schleife, das heiÿt eine Ausführung der
Zeile 6 sowie der For-Schleife in Zeile 7 benötigt Opkq Operationen. Die Whi-

le-Schleife entspricht dem euklidischen Algorithmus zur Berechnung des gröÿ-
ten gemeinsamen Teilers gcdpxjj , . . . , xdjq von höchstens d Zahlen, deren Betrag
nach oben durch µ beschränkt ist. Die Schleife besteht daher aus Opd logµq Ite-
rationen zu je Opkq Operationen und bis zur Zeile 10 einer Iteration der For-
Schleife fallen somit Opkd logµq arithmetischen Operationen an, deren beinhal-
tende Zahlen betraglich durch Opµq beschränkt sind.

Die gesamte For-Schleife umfasst k Iterationen und somit
Opkpkd logµ� dqq Operationen. Die letzte For-Schleife umfasst höchs-
tens k2 Ausführungen der Zeile 16. Eine Ausführung dieser Zeile benötigt Opkq
Operationen und die auftretenden Zahlen werden betraglich nicht gröÿer als
µk.

Die Gesamtlaufzeit des Algortihmus 6 liegt somit in

Opk2dplogµ� 1q � k3q � Opk2dplogµ� 1qq.

Innerhalb des Algorithmus wird darauf geachtet, die Einträge der Zwischen-
ergebnisse und somit auch des Endergebnisses zwischen 0 und µ zu halten. Je
kleiner das µ gewählt wurde, desto kleiner sind demnach die Werte der be-
rechneten HNF. Es ist allerdings entscheidend, dass das dem Algorithmus 6
übergebene µ tatsächlich dem Betrag einer groÿen Unterdeterminante von X
entspricht. Andernfalls kann nicht davon ausgegangen werden, dass die Opera-
tionen in Zeile 2 und 8 elementaren Zeilenoperationen entsprechen. Dann liegt
das Endergebnis zwar in HNFvor, stellt aber nicht die HNF der Matrix X dar.

Wird bei der Bestimmung eines korrekten Wertes für µ eine pk � kq-
Untermatrix von X gefunden, deren Determinante den Betrag 1 aufweist, so
weist die HNF von X nur Nullen und Einsen auf und steht somit bereits ein-
deutig fest. In diesem Fall kann der Aufruf des Algorithmus 6 eingespart werden.
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Korollar 7.3.3. Ist X P Zpd,kq eine Matrix mit vollem Spaltenrang k und XI

eine pk� kq-Untermatrix von X mit detXI � �1, so gilt hnfpXq � Ik,k und X
ist somit unimodular.

7.4 Unimodularität und Determinanten

Dieser Abschnitt greift das Korollar 7.3.3 als hinreichende Bedingung der Uni-
modularität auf und leitet eine notwendige Bedingung auf Grundlage der groÿen
Unterdeterminanten der Matrix X her.

Unimodularität der Menge X bedeutet, dass die Lösung λ des Gleichungs-
systems

X � x � y (7.4.1)

für jede ganzzahlige rechte Seite y ganzzahlig ist. Insbesondere ist λ dann
bereits die eindeutige Lösung eines jeden regulären quadratischen Untersystems

XI � x � yI (7.4.2)

von (7.4.1).
Gibt es nun eine Zeilenauswahl I, so dass die quadratische Matrix XI bereits

unimodular ist, das heiÿt detXI � �1, so ist bereits die Lösung des Untersys-
tems (7.4.2) für jede ganzzahlige rechte Seite yI ganzzahlig und somit ist auch
ganz X unimodular.

Diese Bedingung ist jedoch keineswegs notwendig für die Unimodularität der
Matrix X. Ein jedes Untersystem der Form (7.4.2) kann eine spezi�sche ganz-
zahlige rechte Seite yI aufweisen, so dass die zugehörige Lösung nicht ganzzahlig
ist. Ist das Gesamtssystem (7.4.1) jedoch nur ganzzahlig lösbar, so heiÿt das,
dass die rechten Seiten yI nicht passend zu einem groÿen Vektor y zusammen-
gesetzt werden können. Ein Beispiel soll diesen Sachverhalt erläutern.

Beispiel 7.4.1 (Eine unimodulare Matrix X ohne quadratische unimodulare
Untermatrix). Sei X �

 
p3, 2qT

(
eine einelementige Teilmenge des Z2. Im Ab-

schnitt 7.1 wurde bereits erwähnt, dass im Speziallfall k � 1 eine Menge X
genau dann unimodular ist, wenn die Einträge des einzigen Vektors in X teiler-
fremd sind. Demnach ist X zwar unimodular, weist jedoch nur die quadratischen
Untermatrizen Xt1u � p3q und Xt2u � p2q der Determinante 3 beziehungsweise
2 auf.

In der Abbildung 7.1 sieht man, dass der ganzzahlige Spann der Unterma-
trizen Xt1u und Xt2u, die Gitter ΛpXt1uq und ΛpXt2uq, echte Teilgitter von
ΛLpXt1uq beziehungsweise ΛLpXt2uq sind und somit Xt1u und Xt2u nicht un-
imodular sind. Die ganzzahligen rechten Seiten der Untersysteme

Xt1u � x � yt1u und Xt2u � x � yt2u,

zu denen die eindeutige Lösung nicht ganzzahlig ist, entsprechen den Punktmen-
gen ΛLpXtiuqzΛpXtiuq. Diese sind in der Abbildung 7.1 nicht ausgefüllt dar-
gestellt. Diese Punkte lassen sich jedoch zu keinem Punkt des Gitters ΛLpXq
kombinieren, wie es hier für die Punkte p7, 0q und p0, 5q angedeutet wurde.
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L(X)

L(X{1})

L(X{2})

Λ(X) = ΛL(X)

Λ(X{1})

Λ(X{2})

ΛL(X{1})

ΛL(X{2})

Abbildung 7.1: Die Untervektorräume LpXq, LpXt1uq und LpXt1uq und die Git-
ter ΛpXq, ΛpXt1uq, ΛLpXt1uq, ΛpXt2uq und ΛLpXt2uq des Z2 beziehungsweise
Z1.

Im Falle des Beispieles 7.4.1 und generell im Falle einelementiger unimodula-
rer Mengen X kann ein notwendiges und hinreichendes Kriterium für die groÿen
Unterdeterminanten leicht eingesehen werden. Eine solche Menge X ist nämlich
genau dann unimodular, wenn die Einträge des einzigen Vektors (äquivalent
dazu die groÿen Unterdeterminanten der Matrix) teilerfremd sind. Tatsächlich
lässt sich diese Aussage für Mengen mehrerer linear unabhängiger Vektoren
übernehmen.

Theorem 7.4.2. Eine Matrix X P Zpd,kq mit vollem Spaltenrang k ist genau
dann unimodular, wenn

gcd tdetXI | I � rds, |I| � ku � 1.

Um diesen Satz zu beweisen benötigt man eine weitere Normalform aus der
Algebra der ganzzahligen Matrizen, die Smith-Normalform.

De�nition 7.4.3. Eine Matrix X P Zpd,kq vom Rang k ist in Smith-
Normalform, kurz SNF , wenn es eine Diagonalmatrix S � psijq P Zpk,kq gibt,
so dass gilt:

1. XT � rS, 0s,

2. sii ist eine positive ganze Zahl für 1 ¤ i ¤ k und

3. sii teilt si�1,i�1 für 1 ¤ i ¤ k � 1.

Analog zur Hermite-Normalform gibt es auch eine Äquivalenzrelation auf
der Menge der pd�kq-Matrizen, so dass jede Äquivalenzklasse einen eindeutigen
Vertreter in SNFbesitzt.

De�nition 7.4.4. Zwei Matrizen X1, X2 P Zpd,kq heiÿen äquivalent, wenn es
unimodulare Matrizen U P Zpd,dq und V P Zpk,kq gibt, so dass

U �X1 � V � X2.
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Die Multiplikation von rechts mit einer unimodularen Matrix entspricht ei-
ner Anwendung von elementaren Spaltenumformungen über Z. Daher sind zwei
Matrizen äquivalent, wenn sie sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen über Z ineinander überführen lassen. Über einem Körper K, das heiÿt
mithilfe elementarer Zeilen- und Spaltenumformungen über K sind je zwei Ma-
trizen gleicher Dimension und gleichen Ranges äquivalent. Da jedoch beispiels-
weise die p1� 1q-Matrix p3q nicht mittels Operationen über Z in die Matrix p1q
überführt werden kann, gibt es in diesem Kontext weit mehr Äquivalenzklassen.

Der ausgezeichnete Vertreter in SNFder Äquivalenzklasse einer Matrix X
wird mit snfpXq bezeichnet und analog zu hnf∆pXq bezeichnet snf∆pXq die Dia-
gonalmatrix von snfpXq. Die Diagonaleinträge s11, . . . , skk von snf∆pXq heiÿen
die Elementarteiler der Matrix X und sind somit auch die Elementarteiler jeder
weiteren Matrix in der Äquivalenzklasse von X.

De�nition 7.4.5. Sei X eine Matrix und S � psijq � snf∆pXq. Die Zahlen

dipXq �
i¹

j�1

sjj

heiÿen die Determinantenteiler der Matrix X.

Der i-te Determinantenteiler einer Matrix in SNF ist o�enbar der gröÿte
gemeinsame Teiler aller i-reihigen quadratischen Untermatrizen dieser Matrix
und da sich dieser ggT durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen nicht
ändert, gilt das folgende Lemma.

Lemma 7.4.6.

dipXq � gcd tdetXI�J | I � rds, J � rks, |I| � |J | � iu

Mit diesem Hilfsmittel kann nun das Theorem 7.4.2 bewiesen werden.

Beweis. [von Theorem 7.4.2]
Sei zunächst X als unimodular angenommen. Nach Lemma 7.2.4 gilt dann

hnf∆pXq � Ik,k und es gibt eine unimodulare Matrix U P Zpd,dq, so dass

U �X �

�
Ik,k

0d�k,k

�
. (7.4.3)

Die rechte Seite von (7.4.3) stellt eine Matrix dar, die sowohl in HNFals auch
in SNFvorliegt. Setzt man V � Ik,k, so gilt

U �X � V �

�
Ik,k

0d�k,k

�
(7.4.4)

und die rechte Seite von (7.4.4) stellt die SNF der Matrix X dar. Nun gilt
dkpIk,kq � 1 und eine Implikation ist bewiesen.

Für die Umkehrung sei dkpXq � 1 und y ein beliebiger ganzzahliger Vektor
im Spann von X. Sei I � rds eine beliebige Auswahl von k Zeilen, so dass

XI � x � yI (7.4.5)

ein reguläres quadratisches Gleichungssystem bildet. Sei λ die eindeutige Lösung
von (7.4.5). Nach Proposition 1.5.3 ist λ gerade 1{detXI -zahlig. Der Vektor λ



84 KAPITEL 7. UNIMODULARITÄT

ist jedoch auch die eindeutige Lösung jedes quadratischen Untersystems der
Form (7.4.5) und somit ist λ für jede reguläre k-reihige Untermatrix XI auch
1{detXI -zahlig. Insbesondere gilt

λ � gcd tdetXI | I � rds, |I| � ku P Zk

und mit dkpXq � 1 folgt λ P Zk. Die Matrix X stellt demnach jeden ganz-
zahligen Punkt ihres Spanns mit ganzzahligen Koe�zienten dar und ist somit
unimodular.

Das Theorem 7.4.2 ist äquivalent zu der Aussage

X unimodular ðñ snf∆pXq unimodular.

Dies ist das Analogon der Smith-Normalform zu der Aussage (7.2.2) über die
Hermite-Normalform und kann auch analog zum Lemma 7.2.4 bewiesen wer-
den, da die einzige quadratische unimodulare Matrix in SNFwiederum die Ein-
heitsmatrix ist. Im Gegensatz zur Hermite-Normalform erlaubt die Smith-
Normalform nun allerdings eine Interpretation dieses Sachverhaltes im Kontext
der Gitter aus dem Abschnitt 7.1.

Die Restriktion auf eine Auswahl I von k Zeilen der Matrix X entspricht der
Projektion des Gitters ΛpXq auf diese k Koordinaten. Das Bild dieser Projektion
ist wiederum ein Gitter und wird von den Spalten der Matrix XI erzeugt. Wer-
den linear unabhängige Zeilen gewählt, so ist das Gitter ΛpXIq ein volldimen-
sionales Untergitter des Zk mit der Gitterdeterminante detpΛpXIqq � |detXI |.
Je göÿer diese Determinante, desto weiter sind die Maschen des Gitters und
desto mehr ganzzahlige Punkte gehen �verloren� (Vergleiche Abbildung 7.1). Ist
die Gitterdeterminante von ΛpXIq gleich 1, bildet XI also eine Basis des Zk, so
gehen nach der Projektion keine Punkte verloren und demnach stellt X bereits
vor der Projektion eine Gitterbasis des Zd dar. Dies entspricht der Aussage des
Korollars 7.3.3.

Die Determinante einer k-reihigen UntermatrixXI gibt also die Maschenwei-
te des Gitters ΛpXIq und somit auch die �Regelmäÿigkeit� an, in der ganzzahlige
Punkte bei der Projektion verloren gehen. Besitzen diese Determinanten einen
echten gemeinsamen Teiler, so gibt es demnach Gemeinsamkeiten in diesen �Re-
gelmäÿigkeiten� und somit für jede passende Menge I Punkte yI P ZkzΛpXIq,
die zu einem Punkt y P ΛLpXqzΛpXq zusammen gefügt werden können. X ist
dann nicht unimodular.

Ist im Gegenzug der gröÿte gemeinsame Teiler der groÿen Unterdeterminan-
ten gerade 1, so bildet

S :�
£

I�rds,|I|�k

ΛLpXIqlooomooon
�Zk

zΛpXIq

keine regelmäÿige Schnittmenge, beinhaltet demnach kein �verschobenes Git-
ter�. Das Gitter muss �verschoben� sein, da der Nullpunkt stets in ΛpXIq und
somit nicht in S liegt.

Ist X nicht unimodular, so bildet die Menge ΛLpXqzΛpXq der ganzzahligen
Punkte im Spann, die nicht ganzzahlig dargestellt werden, solch eine regel-
mäÿige Schnittmenge und diese Regelmäÿigkeit geht bei der Projektion auf k
Koordinaten nicht verloren.



Kapitel 8

Eine Anpassung des

Algorithmus von Horton

8.1 Die Grundidee

Dieser Abschnitt wird die Idee des Algorithmus von Horton auf Kreisbasen über
Z erweitern. Die Schlüsselerkenntnis beim Algorithmus von Horton, wie er in
Kapitel 4 für Kreisbasen über einem Körper K vorgestellt wurde, ist, dass die
gerichteten Kreise mit der K-linearen Unabhängigkeit ihrer Inzidenzvektoren
ein Matroid bilden. Das Kapitel 6 zeigte, dass auch auf der Grundlage der ganz-
zahligen Kreisbasen ein Unabhängigkeitssystem de�niert werden kann, welches
allerdings kein Matroid ist. Gemäÿ De�nition 6.1.1 besteht die Grundmenge
dieses Unabhängigkeitssystems aus allen elementaren Kreisen in D und ist eine
Menge von Kreisen genau dann unabhängig, wenn sie sich zu einer ganzzahli-
gen Kreisbasis erweitern lässt. Es ist allerdings unter Umständen schwierig, die
Unabhängigkeit einer Menge in diesem System zu überprüfen, da sich nicht oh-
ne Weiteres klären lässt, ob eine Kreismenge eine Teilmenge einer ganzzahligen
Basis ist. Es gilt allerdings das folgende Lemma.

Lemma 8.1.1. Ist eine Menge X von gerichteten Kreisen zu einer ganzzahligen
Kreisbasis erweiterbar, so ist X unimodular.

Beweis. Zum Nachweis der Unimodularität muss zunächst ihre lineare Unab-
hängigkeit gezeigt werden. Diese folgt allerdings sofort aus der linearen Unab-
hängigkeit der Basis, zu der X erweitert werden kann.

Sei nun x ein ganzzahliger Punkt aus dem Spann der Menge X und X �λ � x
dessen eindeutige Darstellung mit den Vektoren in X. Der Koe�zientenvektor
λ P R|X| lässt sich durch Nullen zu einem Vektor λ̄ P Rν erweitern, so dass für
die ganzzahlige Kreisbasis X̄ � X gilt:

x � X � λ � X̄ � λ̄ (8.1.1)

Die rechte Seite von (8.1.1) stellt nun eine, und damit die eindeutige, Linear-
kombination der Basis X̄ zu dem Vektor x dar. Da X̄ eine ganzzahlige Kreisbasis
ist, ist λ̄ P Zν und somit auch λ ein ganzzahliger Vektor.

85
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Nach Lemma 8.1.1 ist die Unimodularität einer Menge Voraussetzung für
ihre Unabhängigkeit in dem von den ganzzahligen Kreisbasen induzierten Un-
abhängigkeitssystem. Da die Unimodularität gut untersucht ist und mit Algo-
rithmus 6 eine Möglichkeit besteht, diese e�zient zu prüfen, wird über sie ein
neues Unabhängigkeitssystem de�niert.

De�nition 8.1.2. Das unimodulare Unabhängigkeitssystem U ist gegeben durch

• die Menge C aller gerichteten Kreise des Graphen D als Grundmenge und

• die unimodularen Teilmengen von C als System der unabhängigen Mengen.

Dass U tatsächlich ein Unabhängigkeitssystem gemäÿ De�nition 4.1.1 bil-
det, folgt aus der Proposition 7.1.6, nach der jede Teilmenge einer unimodu-
laren Menge selbst wieder unimodular ist. Die Basen von U sind die maximal
unabhängigen Mengen, das heiÿt diejenigen Teilmengen gerichteter Kreise, die
durch Hinzunahme jedes Kreises ihre Unimodularität verlieren. Die ganzzahli-
gen Kreisbasen sind genau die ν-elementigen Basen von U und somit zunächst
nur eine Teilmenge aller Basen in U . Der Abschnitt 8.2 wird sich mit der Frage
befassen, ob es Basen in U gibt, die weniger als ν Kreise beinhalten.

Bemerkung 8.1.3. Die leere Menge ist linear unabhängig und somit unimodular.

Es gibt noch weitere Möglichkeiten ein Unabhängigkeitssystem dieses Kon-
textes zu de�nieren. Eine solche ist mit der folgenden De�nition gegeben.

De�nition 8.1.4. De�niere ein Teilmengensystem B1 der Menge C der gerich-
teten Kreise wie folgt. Eine, nicht notwendigerweise linear unabhängige, Kreis-
menge X � C ist ein Element von B1, wenn

• spanZpXq � ZZpDq und

• spanZpXz tCuq � ZZpDq für alle Kreise C P X gilt.

Eine Menge X P B1 besteht demnach aus Kreisen, die jeden weiteren Kreis
des Zykelraumes ganzzahlig darstellen können und diese Eigenschaft verliert, so-
bald man ein beliebiges Element entfernt. Kreismengen mit diesen Eigenschaften
sind inklusionsminimale Erzeugendensysteme des Zykelraumes ZZpDq und als
solche nicht notwendigerweise linear unabhängig. Es sind zwar alle ganzzahligen
Kreisbasen des Graphen in B1 enthalten, es gibt deshalb jedoch auch Mengen
darin, die aus mehr als ν Kreisen bestehen.

Auf der Grundlage dieses Mengensystems kann das durch B1 induzierte Un-
abhängigkeitssystem U 1 betrachtet werden (De�nition 6.1.1). Die Menge der
ganzzahligen Basen ist dann unter Umständen eine echte Teilmenge der Basen
dieses Systems und eine Menge von Kreisen ist unabhängig, wenn sie zu ei-
ner Menge X P B1 erweitert werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit wird das
Unabhängigkeitssystem U 1 jedoch nicht weiter untersucht werden.

Der hier vorgestellte Algorithmus besteht aus dem greedy-Algorithmus, an-
gewendet auf das Unabhängigkeitssystem U der unimodularen Kreismengen,
und wird mit dem folgenden Pseudocode in einer Grundversion umgesetzt.
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Algorithmus 7 Eine Anpassung des Algorithmus von Horton an das MICB-
Problem � Grundversion
Input: Ein gerichteter Graph D � pV,Aq zusammen mit einer nicht-negativen

Gewichtsfunktion w : A ÝÑ R�
0 .

Output: Eine Menge gerichteter Kreise in D.

1: Bestimme die Menge C aller gerichteten Kreise des Graphen D.
2: Sortiere die Kreise in C nach nicht-absteigendem Gewicht (D.h. am Ende

dieses Schrittes kann man wpC1q ¤ . . . ¤ wpC|C|q annehmen).
3: Setze I ÐH.
4: for i � 1 bis |C| do
5: if I Y tCiu unimodular then
6: Setze I Ð I Y tCiu.
7: end if

8: end for

9: return I.

8.2 Erweiterbarkeit

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Frage, ob eine unimodulare Menge gerich-
teter Kreise stets zu einer ganzzahligen Kreisbasis erweitert werden kann. Lautet
die Antwort auf diese Frage �Ja�, so ist gewährleistet, dass der Algorithmus 7
stets eine ganzzahlige Kreisbasis, also eine zulässige Lösung des MICB-Problems
berechnet. Gibt es andernfalls unimodulare Mengen, die nicht zu einer ganzzah-
ligen Kreisbasis erweitert werden können, so könnte im Verlauf des Algorithmus
die Menge I unter Umständen gerade solch eine Menge darstellen, was dazu füh-
ren würde, dass die berechnete Kreismenge zwar eine Basis von U , nicht aber
eine ganzzahlige Kreisbasis des Graphen D darstellt.

Proposition 8.2.1. Sei T ein Spannbaum von D � pV,Aq, X eine Menge von
Zirkulationen und XAzT die Menge der gekürzten Inzidenzvektoren aus X. Dann
gilt:

X unimodular ðñ XAzT unimodular

Beweis. Sei ΦpT q die Basismatrix der Fundamentalbasis zum Baum T . Dann
stellt XAzT gerade die Basiswechselmatrix zwischen ΦpT q und X dar, das heiÿt

ΦpT q �XAzT � X. (8.2.1)

Sind die Zeilen der Matrizen ΦpT q und X so sortiert, dass die ersten ν Zeilen
von ΦpT q die Einheitsmatrix darstellen, lässt sich (8.2.1) noch einmal etwas
detaillierter aufschreiben.�

Iν,ν

ΦpT q
T

�
�
�
XAzT

�
�

�
XAzT

XT

�
(8.2.2)

Die Zeilen der Untermatrix ΦpT q
T lassen sich o�ensichtlich mit elementaren Zei-

lenumformungen durch die Zeilen der Einheitsmatrix darstellen, es gibt also eine
unimodulare Matrix U P Zpν,νq, so dass

U �

�
Iν,ν

ΦpT q
T

�
�

�
Iν,ν

0

�
. (8.2.3)
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Die Multiplikation von links mit der verwendeten Matrix U an die Gleichung
(8.2.2) ergibt mit (8.2.3) nun

U �

�
Iν,ν

ΦpT q
T

�
�
�
XAzT

�
� U �

�
XAzT

XT

�
�
Iν,ν
0

�
�
�
XAzT

�
� U �

�
XAzT

XT

�
�
XAzT

0

�
� U �

�
XAzT

XT

�
. (8.2.4)

Daher sind die beiden Matrizen X und rXAzT , 0sT nach (8.2.4) links-äquivalent,
besitzen somit die gleiche HNF und es gilt

hnf∆pXq � hnf∆p

�
XAzT

0

�
q � hnf∆pXAzT q.

Bemerkung 8.2.2. Die rechte Seite der Gleichung (8.2.3) ist eine Matrix in
HNFund somit gerade die Hermite-Normalform der verwendeten Fundamen-
talbasis ΦpT q. Da auf diese Weise für jede Fundamentalbasis hnf∆pΦpT qq � Iν,ν
gezeigt werden kann, ist jede Fundamentalbasis nach Lemma 7.2.4 eine ganz-
zahlige Kreismatrix.

Korollar 8.2.3. Jede unimodulare Menge X gerichteter Kreise lässt sich zu
einer ganzzahligen Zirkulationsbasis erweitern.

Beweis. Sei T ein Spannbaum des Graphen D. Da X unimodular ist, ist auch
XAzT nach Proposition 8.2.1 unimodular und somit nach Lemma 7.1.9 zu einer
ganzzahligen Basis X̄AzT des Zν erweiterbar.

Jeder der hinzugenommenen Vektoren in X̄AzT zXAzT legt ein ganzzahliges
Element des Zykelraumes ZRpDq fest, kann also zu einem Inzidenzvektor einer
Zirkulation erweitert werden. Daher kann die gesamte Menge X̄AzT auf den
Koordinaten der Baumbögen so erweitert werden, dass die entstandene Menge
X̄ eine Menge von Zirkulationen darstellt. Diese ist wiederum nach Proposi-
tion 8.2.1 unimodular und bildet somit eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von
D.

Im Kontext allgemeiner Zirkulationen und ganzzahliger Zirkulationsbasen
sind die Begri�e �unimodular� und �Teilmenge einer ganzzahligen Basis� also
äquivalent. Dies liegt daran, dass durch das Wegfallen der Einschränkung auf
elementare Kreise die Struktur des Graphen unerheblich für die Erweiterbarkeit
einer unimodularen Menge wird.

Der Graph D de�niert die �Lage� des Zykelraumes über Z, einem Untergitter
des Z|A| vom Rang ν. Die Projektion des ZZpDq auf die Koordinatenmenge
eines beliebigen Cobaumes liefert jedoch stets das Einheitsgitter Zν im Rν ,
aus dem die ursprüngliche �Lage� des ZZpDq nicht mehr rekonstruierbar ist.
Da bei der Projektion jegliche Linearkombinationen und somit auch jegliche
Z-lineare Unabhängigkeit und Unimodularität unverändert bleiben, können alle
für die Erweiterbarkeit relevanten Aussagen und Beobachtungen im Zν gehalten
werden.
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Im Falle elementarer Zirkulationen, das heiÿt gerichteter Kreise, wird noch
die Auswahl der Punkte des Zν , die zu den gerichteten Kreisen gehören, durch
den Graphen festgelegt. Lässt man jedoch alle Zirkulationen zu, so wird diese
Unterscheidung nicht mehr vorgenommen und die Struktur des Graphen legt
allein noch die Dimension des betrachteten Einheitsgitters fest.

Bemerkung 8.2.4. Betrachtet man gewichtete Graphen im MIZB-Problem, so
wird der Graph wieder benötigt, um einer Zirkulation ihr Gewicht zuordnen zu
können.

Von der im obigen Beweis gefundenen Menge zusätzlicher Zirkulationen kann
zunächst nicht bewiesen werden, dass sie auch ausschlieÿlich aus elementaren
Kreisen gebildet werden kann. Es folgen nun einige Kriterien dafür, dass es
zu einer unimodularen Kreismenge X wenigstens einen gerichteten Kreis gibt,
unter dessen Hinzunahme die Menge unimodular bleibt.

Um ein äquivalentes Kriterium für die Erweiterbarkeit einer unimodularen
Menge durch einen elementaren Kreis zu beweisen, wird eine Verallgemeinerung
der Proposition 8.2.1 benötigt.

Proposition 8.2.5. Sei X eine unimodulare Menge von Zirkulationen und
I � A eine beliebige Bogenmenge des Graphen D mit unimodularer Untermatrix
XI . Dann gibt es eine Bogenteilmenge I 1 von I, die keinen Schnitt enthält, so
dass bereits XI1 unimodular ist.

Beweis. Sei S � I eine Schnittmenge in I, das heiÿt eine inklusionsminima-
le Menge von Bögen, deren Entfernung aus D den Zusammenhang zerstören
würde. Sei weiterhin a P S ein beliebiger Bogen in S und T � Sz tau ein Spann-
baum von D, der genau den Bogen a mit S gemeinsam hat. Ein solcher Spann-
baum existiert, da AzpSz tauq zusammenhängend ist. Sei ΦpT q die Basismatrix
der Fundamentalbasis zu T und seien die Zeilen von ΦpT q so nummeriert, dass
AzT � ta1, . . . , aνu sowie S � tak�1, . . . , aν�1u und a � aν�1 gilt. Die Matrix
ΦpT q hat demnach die folgende Gestalt.

ΦpT q �

�
����������������������

1
. . . 0k,ν�k

1
1

0ν�k,k
. . .

1
0 � � � 0 � � � � �

ΦpT q
T ztau

�
����������������������

Die pν�1q-te Zeile von ΦpT q, also die erste Nicht-Einheitszeile der Matrix, gehört
zu dem Bogen a � aν�1. Und da nur die Fundamentalkreise der Nichtbaumbö-
gen in Sz tau den Bogen a benutzen, stehen an den ersten k Stellen dieser Zeile

nur Nullen. Demnach kann die Zeile ΦpT q
tau durch elementare Zeilenumformungen
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mit den Zeilen ΦpT q
Sztau dargestellt werden und es gibt eine unimodulare Matrix

U P Zpν�k,ν�kq, so dass

U �

�
ΦpT q
Sza

ΦpT q
a

�
�

�
ΦpT q
Sza

0

�
. (8.2.5)

Mit (8.2.5) gilt in Analogie zum Beweis der Proposition 8.2.1 nun�
���

ΦpT q
Sza

ΦpT q
a

ΦpT q
IzS

�
��� �XT � XI

�
U 0
0 I

�
�

�
��

ΦpT q
Sza

ΦpT q
a

ΦpT q
IzS

�
�� �XT �

�
U 0
0 I

�
�XI

�
��ΦpT q

Sza

0
ΦpT q
IzS

�
�� �XT �

�
U 0
0 I

�
�XI

�
�XSza

0
XIzS

�
� �

�
U 0
0 I

�
�XI .

Und damit gilt
hnf∆pXIq � hnf∆pXIzaq.

Dieses Vorgehen kann nun iteriert werden, bis eine Teilmenge I 1 von I er-
reicht wird, die keinen Schnitt mehr enthält.

Lemma 8.2.6. Sei X eine unimodulare Menge von Zirkulationen. Dann gibt
es genau dann einen elementaren Kreis, der X unimodular erweitert, wenn es
eine Auswahl I von ν � 1 Zeilen gibt, so dass XI unimodular ist.

Beweis. Sei zunächst X̄ � X Y txu für einen gerichteten Kreis x unimodular
und T ein beliebiger Spannbaum, so dass x ein Fundamentalkreis von T zum
Nichtbaumbogen a ist. Nach Proposition 8.2.1 ist X̄AzT unimodular und hat
folgende Gestalt:

X̄AzT �

�
��������

0

XAzT

...

0
1

�
�������

(8.2.6)

Da X̄AzT unimodular ist und Rang |X| � 1 hat, gilt nach Theorem 7.4.2

gcd
 
det X̄I | I � AzT, |I| � |X| � 1

(
� 1.

Da die letzte Spalte von (8.2.6) der Einheitsvektor des Nichtbaumbogens a ist,
weist jede Untermatrix X̄I mit a R I eine Nullspalte auf und hat demnach
die Determinante 0. Jede Untermatrix X̄I mit a P I enthält hingegen die a-te
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Einheitsspalte und hat demnach betraglich dieselbe Determinante wie XIztau.
Insbesondere gilt

gcd tdetXI | I � pAzT qz tau , |I| � |X|u � 1

und dies ist gleichbedeutend mit der Unimodularität der Matrix XpAzT qztau. Da
|pAzT qz tau| � ν � 1 gilt, wurde eine geforderte Zeilenauswahl gefunden.

Für die Umkehrung sei I eine Auswahl von ν � 1 Zeilen mit unimodularer
Matrix XI . Die Wahl der Zeilen entspricht einer Bogenmenge I � A. Enthält
diese Bogenmenge einen Schnitt, so kann nach Proposition 8.2.5 eine Teilmenge
I 1 von I gefunden werden, die keinen Schnitt enthält und deren Zeilenauswahl
XI1 noch immer unimodular ist.

Enthalte also die Menge I ohne Beschränkung der Allgemeinheit keinen
Schnitt, das heiÿt, dass AzI zusammenhängend ist und daher ein Baum T in
der Bogenmenge AzI gewählt werden kann. Bezüglich dieses Baumes stellt I, da
|I|   ν, eine echte Teilmenge des Cobaumes AzT dar. Sei a P pAzT qzI ein Nicht-
baumbogen auÿerhalb der Menge I und C der Fundamentalkreis des Bogens a
bezüglich des Baumes T . Die Erweiterung der Menge X durch diesen elementa-
ren Kreis C führt auf die folgende gekürzte Kreismatrix der neuen Kreismenge
X̄ � X Y tCu:

X̄AzT �

�
����������

0
XI

...
XpAzT qzI

0
1

�
���������

Da die Matrix XI bereits unimodular ist, also der gröÿte gemeinsame Teiler
der Determinanten ihrer groÿen quadratischen Untermatrizen gleich 1 ist, sind
bereits die Determinanten der groÿen quadratischen Untermatrizen von X̄IYtau

teilerfremd und somit X̄IYtau und insbesondere auch X̄ unimodular.

Die Proposition 8.2.1 besagt, dass jede Cobaum-Zeilenauswahl I einer uni-
modularen Menge X zu einer unimodularen Untermatrix XI führt. Diese Unter-
matrix hat gerade ν Zeilen, während das Lemma 8.2.6 besagt, dass die unimo-
dulare Menge X genau dann durch eine elementare Zirkulation erweiterbar ist,
falls es sogar eine pν � 1q-elementige Zeilenauswahl I 1 gibt, die eine unimodu-
lare Matrix XI1 bestimmt. Als Nächstes wird ein Beispiel für eine unimodulare
Kreismenge eines Graphen angegeben, in der keine pν�1q-elementige Teilmenge
I 1 einer Cobaummenge I auf eine unimodulare Untermatrix führt.

Beispiel 8.2.7. Betrachte den Graphen D aus Abbildung 8.1 und die ganzzah-
lige Zirkulationsbasis B aus dem Beispiel 6.3.4. Die ersten fünf Zirkulationen
von B sind elementar, während die letzte Zirkulation die Menge zwar unimo-
dular erweitert, jedoch eine nicht-elementare Zirkulation ist. Sei X die Menge
der ersten fünf Kreise. Der im Beispiel 6.3.4 gewählte Cobaum entspricht einer
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a1

a2

a3

a4

a5
a6

Z

Abbildung 8.1: Der Graph D und die Zirkulationsbasis B aus Beispiel 6.3.4. Der
gewählte Spannbaum AzI ist dick eingezeichnet.

Auswahl von ν � 6 Zeilen I mit zugehöriger unimodularer Matrix XI .

XI �

�
�������

1 �1 0 �1 0
0 0 1 0 �1
0 �1 0 1 0
0 1 0 1 �1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1

�
������

(8.2.7)

Eine Teilauswahl I 1 von ν � 1 dieser Zeilen führt nun auf eine quadratische
p5�5q-Matrix XI1 . Die Unimodularität dieser Matrix kann durch die Berechnung
ihrer Determinante bestimmt werden. Es gibt genau sechs solcher Teilmengen
und somit sechs Determinanten, die betrachtet werden müssen.

detXt1,2,3,4,5u � 4 detXt1,2,3,4,6u � 3 detXt1,2,3,5,6u � �2

detXt1,2,4,5,6u � 2 detXt1,3,4,5,6u � 3 detXt2,3,4,5,6u � 0

Die sechs auftretenden Determinanten sind teilerfremd, was noch einmal die
Unimodularität der Matrix XI bezeugt. Es taucht jedoch keine �1 auf und so
ist keine dieser Teilmengen unimodular. Dies bedeutet unter anderem, dass kein
Fundamentalkreis des gewählten Baumes die Menge X ganzzahlig erweitern
kann. Es gibt jedoch andere elementare Kreise, die die Menge X unimodular
erweitern.

Es konnte im Umfang dieser Diplomarbeit nicht geklärt werden, ob jede uni-
modulare Menge von Kreisen zu einer ganzzahligen Kreisbasis erweitert werden
kann. Diese Vermutung konnte weder bewiesen noch durch die Angabe eines
Gegenbeispiels widerlegt werden.



8.3. DER ALGORITHMUS 93

8.3 Der Algorithmus

Der Algorithmus, der hier vorgestellt wird, basiert auf der im Abschnitt 8.1 gege-
benen Grundversion und arbeitet mit unimodularen Kreismengen. Daher endet
Algorithmus 7 mit einer Basis des Unabhängigkeitssystems U der unimodularen
Kreismengen. Es konnte mit den Betrachtungen des Abschnittes 8.2 allerdings
weder bewiesen noch widerlegt werden, dass jede Basis von U auch eine ganz-
zahlige Kreisbasis ist. So wird der folgende Algorithmus als eine Heuristik für
das MICB-Problem, die unter Umständen unzulässige Lösungen berechnet, an-
zusehen sein.

Da Algorithmus 7 im Grunde dem greedy-Algorithmus, angewendet auf das
Unabhängigkeitssystem U , entspricht, ist seine Laufzeit polynomial in der Grö-
ÿe der Grundmenge, das heiÿt polynomial in |C|, der Anzahl aller elementaren
Kreise in D. Diese Anzahl ist jedoch in der Regel exponentiell in Bogen- und
Knotenzahl des Graphen und die Laufzeit somit nicht durch ein Polynom in
der Gröÿe des Graphen beschränkt. Im Algorithmus von Horton, wie er im
Kapitel 4 vorgestellt wurde, wird dieses Problem mit der Ersetzung der Grund-
menge C durch eine kleine Teilmenge, der Horton-Familie H von pD,wq, gelöst.
Dadurch wird auch das System der unabhängigen Mengen auf die unimodularen
Teilmengen der Horton-Familie begrenzt und man erhält ein weiteres Unabhän-
gigkeitssystem mit kleinerer Grundmenge.

De�nition 8.3.1. Das unimodulare Horton-Unabhängigkeitssystem, kurz UH-
System, ist gegeben durch

• die Horton-Familie H der Instanz pD,wq als Grundmenge und

• die unimodularen Teilmengen von H als System der unabhängigen Men-
gen.

Durch diese Einschränkung kann die Laufzeit zwar gering gehalten werden,
es könnten nun allerdings wichtige unimodulare Mengen wegfallen. Es ist na-
türlich eine viel stärkere Annahme, dass eine unimodulare Menge stets sogar
durch einen Horton-Kreis unimodular erweitert werden kann und in ihrer vollen
Allgemeinheit kann man diese auch widerlegen.

Beispiel 8.3.2. Betrachte erneut das Beispiel 8.2.7. Es wurde gezeigt, dass
kein Fundamentalkreis des gewählten Spannbaumes die unimodulare Menge X
unimodular erweitert. Wählt man nun die Bogengewichte auf dem Spannbaum
0 und auf allen übrigen Bögen 1, so sind genau diese Fundamentalkreise die
einzigen Horton-Kreise der Instanz pD,wq und die Kreismenge X durch keinen
Horton-Kreis unimodular erweiterbar. Allerdings enthält die Menge X bereits
vier Nicht-Hortonkreise und ist daher selbst keine Menge des UH-Systems.

Die Vermutung, dass jede Basis des UH-Systems, ν-elementig, das heiÿt eine
ganzzahlige Kreisbasis ist, bleibt unbewiesen. Trotzdem erhält man mit dem
Ersetzen des Unabhängigkeitssystems U durch das UH-System nun eine poly-
nomielle Heuristik für das MICB-Problem.
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Algorithmus 8 Eine Variante des Algorithmus von Horton für das MICB-
Problem
Input: Eine Instanz pD,wq des MICB-Problems aus einem gerichteten Graphen

D � pV,Aq und einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w : A ÝÑ R�
0 .

Output: Eine Basis des UH-Systems von pD,wq.

1: Pertubiere die Bogengewichte so, dass alle kürzesten Wege bezüglich w̃ ein-
deutig sind.

2: Bestimme die Horton-Familie H von pD, w̃q.
3: Sortiere die Kreise in H nach nicht-absteigendem Gewicht (D.h. am Ende

dieses Schrittes kann man w̃pC1q ¤ . . . ¤ w̃pC|H|q annehmen).
4: Setze I � H.
5: for i � 0 bis |H| do
6: if I Y tCiu unimodular then
7: Setze I Ð I Y tCiu.
8: end if

9: end for

10: return I.

Der Test auf Unimodularität in Zeile 6 kann mittels Algorithmus 6 durchge-
führt werden. Dadurch fällt für jeden Kreis in H ein Aufruf dieses Algorithmus
mit je Opi2νplogµ� 1qq Operationen an. Die Gesamtlaufzeit liegt demnach in

Op|A| |V | ν3plogµ� 1qq. (8.3.1)

Die Anzahl der HNF-Berechnungen lässt sich jedoch von |H| � |A| |V | auf
ν � 1 � |A| � |V | reduzieren. Nach dem Beweis des Lemmas 7.2.5 stellt die
unimodulare Übergangsmatrix U bei der Darstellung der HNF von I gerade die
Inverse einer möglichen unimodularen Erweiterung von I dar, falls I unimodular
ist. Diese Übergangsmatrix kann während der Bestimmung der HNF berechnet
werden, ohne die Laufzeit entscheidend zu erhöhen.

Sei also Algorithmus 6 nur aufgerufen, wenn in Zeile 7 tatsächlich ein neues
Element der Menge I hinzugefügt wurde und sei bei dieser Berechnung auch die
unimodulare Übergangsmatrix U ausgegeben. U kann nun dazu benutzt werden,
die Unimodularität der Menge I YtCu zu testen. Nach Lemma 7.1.10 erweitert
C die Menge I genau dann unimodular, wenn für eine Darstellung

C �

|I |̧

k�1

λkCk �
ν̧

k�|I|�1

λkUk (8.3.2)

des Kreises C durch die erweiterte Basis I Y U�1 gilt:

gcdpλ|I|�1, . . . , λνq � 1

Der Koe�zientenvektor λ von (8.3.2) ist durch U � C gegeben und kann in
Opν2q bestimmt werden. Der gröÿte gemeinsame Teiler der Zahlen λk�1, . . . , λν
lässt sich in Oplogν�k λmaxq � Opηq berechnen. Die Gesamtlaufzeit dieser Va-
riante ergibt demnach:

Opν4plogµ� 1q � |A| |V | pν2 � ηqq
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8.4 Suboptimalität

Der angepasste Algorithmus von Horton (Algorithmus 8) besteht im Kern aus
dem greedy-Algorithmus angewendet auf das UH-System. Dieses ist zwar ein Un-
abhängigkeitssystem, der Abschnitt 6.1 zeigte allerdings, dass dieses kein Matro-
id bildet. Dies könnte dazu führen, dass nicht alle Basen die gleiche Mächtigkeit
aufweisen oder dazu, dass der greedy-Ansatz suboptimale Ergebnisse liefert.

Die Existenz von Basen mit weniger als ν Kreisen konnte nicht belegt werden,
die Sehnen-Graphen des Kapitels 2 ermöglichen es jedoch, eine Beispielinstanz
pD,wq eines gewichteten Graphen anzugeben, bei der der Algorithmus 8 mit
einer ganzzahligen Kreisbasis endet, deren Gewicht über dem einer MICB liegt.

Da der greedy-Algorithmus, angewendet auf das entsprechende Matroid, ei-
ne minimale gerichtete beziehungsweise minimale ungerichtete Kreisbasis �ndet,
muss in einem solchen Beispiel sowohl jede MUCB als auch jede MDCB nicht-
ganzzahlig sein. Auÿerdem soll der Algorithmus in einer Iteration eine Fehlent-
scheidung tre�en, das heiÿt einen Kreis C aufnehmen, der zwar die billigste
unimodulare Erweiterung darstellt, durch dessen Aufnahme jedoch mindestens
zwei, nur leicht teurere, Kreise C1 und C2 nicht mehr hinzugefügt werden kön-
nen.

Das Fehlschlagen der Aufnahme der Kreise C1 und C2 kann zum Beispiel
darauf beruhen, dass diese zwar linear unabhängig mit den bisherigen Kreisen
sind, die Unimodularität allerdings verletzt wird.

Die Idee ist nun, dass C1 und C2 der Innen- und der Auÿenkreis des Sehnen-
Graphen ist und die Aufnahme eines von beiden auf die eindeutige MUCB und
die Aufnahme des anderen auf die eindeutige MDCB führt.

Des Weiteren soll der nächste Kreis C 1 in der sortierten Reihenfolge zwar auf
eine ganzzahlige Kreisbasis führen, allerdings so teuer sein, dass es günstiger ist
tC1, C2u statt tC,C 1u zu wählen.

Beispiel 8.4.1 (Eine Instanz pD,wq, für die der Algorithmus 8 suboptimal
endet). Für die Umsetzung der oben skizzierten Idee sucht man zunächst den
kleinsten Zirkulanten mit einem passenden minimalen Tupel pi, aq. Dieses sollte
derart sein, dass beispielsweise a eine gerade Zahl ist und demnach die i-te In-
nenbasis gerichtet aber nicht ungerichtet ist, und dass i eine ungerade Zahl � 1
ist und die a-te Auÿenbasis somit ungerichtet aber nicht ganzzahlig ist. Tabel-
le 8.1 listet alle geschlossenen Tupel der ersten Zirkulanten bis zum Auftreten
eines solchen Falles auf.

Das Tupel p3, 2q des 11, 3-Zirkulanten erfüllt die gewünschten Eigenschaften:

• Die 3-te Innenbasis hat die Determinante 2 und ist damit gerichtet aber
nicht ungerichtet.

• Die 2-te Auÿenbasis hat die Determinante 3 und ist damit ungerichtet aber
nicht ganzzahlig.

Nun wird durch den Einsatz von Brücken der verallgemeinerte Petersen-
Graph P11,3 erhalten und ein Sehnen-Satz festgelegt, der es ermöglicht, eine Bo-
gengewichtung festzulegen, unter der sich Innen- und Auÿenbasis wie gewünscht
zueinander verhalten.

Die Abbildung 8.2 zeigt einen minimalen Kreis des Tupels p3, 2q im P11,3 und
die Lage seiner Sehne s. Der zweite Übergang verändert lediglich die Einbettung,
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Z5,2 i 0 1 2 3 4 5
a 5 2 1 1 2 0

Z7,2 i 0 1 2 3 4 5 6 7
a 7 2 3 1 1 3 2 0

Z7,3 i 0 1 2 3 4 5 6 7
a 7 3 1 2 2 1 3 0

Z8,3 i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
a 8 3 2 1 4 1 2 3 0

Z9,2 i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a 9 2 4 3 1 1 3 4 2 0

Z9,4 i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a 9 4 1 3 2 2 3 1 4 0

Z10,3 i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a 10 3 4 1 2 5 2 1 4 3 0

Z11,2 i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a 11 2 4 5 3 1 1 3 5 4 2 0

Z11,3 i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a 11 3 5 2 1 4 4 1 3 5 3 0

Tabelle 8.1: Alle geschlossenen Tupel der ersten neun Zirkulanten. Die minima-
len Tupel sind hervorgehoben.

indem der Innenkreis ein Stück im Uhrzeigersinn gedreht wird, während beim
letzten Übergang der gesamte Sehnen-Satz S dick eingezeichnet ist. Der am
Ende dieser Konstruktion erhaltene Graph wird mit D bezeichnet und weist
eine zyklomatische Zahl von νpDq � 23 auf.

Die in D verwendeten Sehnen verlaufen zwischen dem Innen- und Auÿen-
kreis und bilden somit eine weitere Brückenmenge, wie dies bereits im Bei-
spiel 3.3.2 der Fall ist. Sei nun die Gewichtung w wie folgt de�niert:

wA � 5 wB � 19 wS � 19 wI � 5

Unter dieser Gewichtung gibt es genau 22 Kreise mit einem Gewicht von höchs-
tens 53.

• Die 11 Kreise aus je einer Brücke, einer Auÿenkante, einer Innenkante
und einer Sehne erhalten das Gewicht 48.

• Die 11 Kreise aus je einer Brücke, einer Auÿenkante, zwei Innenkanten
und einer Sehne erhalten das Gewicht 53.

Diese Kreise entsprechen der paarweisen Aufteilung der 11 minimalen Kreise
des Tupels p3, 2q. Die Kreise mit den nächsthöheren Gewichten sind

• der Innenkreis mit Gewicht 55,

• der Auÿenkreis mit Gewicht 55,

• die 11 Kreise mit je vier Auÿenkanten, einer Brücke und einer Sehne mit
Gesamtgewicht 58,
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s

S

Abbildung 8.2: Die Konstruktion des Graphen D aus dem verallgemeinerten
Petersen-Graphen P11,3, die Lage der Sehne s eines minimalen Kreises des Tu-
pels p3, 2q und der komplette Sehnen-Satz S.

• die 11 Kreise mit je drei Auÿenkanten, zwei Brücken und einer Innenkante
mit Gesamtgewicht 58 und

• die 11 Kreise mit je drei Auÿenkanten, zwei Sehnen und einer Innenkante
mit Gesamtgewicht 58.

All diese Kreise gehören der Horton-Familie an und werden daher in einer Rei-
henfolge ihrer nicht-absteigenden Gewichte vom Algorithmus 8 betrachtet. Die 22
Kreise mit einem jeweiligen Gewicht von höchstens 53 bilden eine unimodulare
Menge und werden daher vom greedy-Algorithmus gewählt. Diese unimodulare
Kreismenge sei im Weiteren mit I und der zuletzt darin aufgenommene Kreis
vom Gewicht 53 mit C bezeichnet. Die Wahl des Kreises C wird sich als falsch
herausstellen, das heiÿt, dass IzC nicht aber I zu einer MICB ergänzt werden
kann.

Nach C weisen nun der Innenkreis C1 und der Auÿenkreis C2 das nächst-
höhere Gewicht auf. Da I Y C1 die 3-te Innenbasis des Graphen D bildet, hat
diese die Determinante 2, ist also nicht unimodular. Die Menge I Y C2 bildet
hingegen die 2-te Auÿenbasis von D, hat die Determinante 3 und ist somit auch
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11×11× 1×

w = 48 w = 53 w = 58

Abbildung 8.3: Eine von Algorithmus 8 gefundene ganzzahlige Kreisbasis von
pD,wq mit dem Gesamtgewicht 2280.

11× 10× 1×1×

w = 48 w = 53 w = 55w = 55

Abbildung 8.4: Die eindeutige minimale ganzzahlige Kreisbasis von pD,wq mit
dem Gesamtgewicht 2279.

nicht unimodular. Der nächste Kreis, der für den Algorithmus nun in Frage
kommt, hat ein Gewicht von 58 und sei mit C 1 bezeichnet. Es gilt nun

detpI Y C 1q � 1 detppIzCq Y tC1, C2uq � 1
wpI Y C 1q � 2280 wppIzCq Y tC1, C2uq � 2279

und somit ist die vom greedy-Algorithmus berechnete Basis I Y C 1

(Abbildung 8.3) tatsächlich schwerer als die minimale ganzzahlige Basis
pIzCq Y tC1, C2u dieser Instanz (Abbildung 8.4).

Der Graph D des obigen Beispieles 8.4.1 beinhaltet die zwei betrachteten
ganzzahligen Kreisbasen

B1 � I Y C 1 und B2 � pIzCq Y tC1, C2u .

Die Bogengewichtung wurde so gesetzt, dass B1 und B2 zu den kleinsten ganz-
zahligen Kreisbasen gehören und auÿerdem wpB1q ¡ wpB2q erfüllt ist. Die dazu
benutzten Gewichte können nun etwas verändert werden, dass sich die Gewich-
te von B1 und B2 annähern und schlieÿlich gleich sind, ohne dass eine weitere
ganzzahlige Kreisbasis ein geringeres Gewicht als diese Basen erhält. Dann sind
sowohl B1 als auch B2 minimale ganzzahlige Kreisbasen mit der Besonderheit,
dass sich die Folge der Basiskreis-Gewichte unterscheidet. Dies belegt dann, dass
eine Entsprechung des Korollars 4.2.2 für Kreisbasen über Z nicht gilt. Dort wird
bewiesen, dass die Folge der Gewichte einer jeden minimalen Kreisbasis über ei-
nem Körper K eindeutig ist und die folgende Instanz belegt, dass zwei minimale
ganzzahlige Kreisbasen sich in dieser Gewichtsfolge unterscheiden können.
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Beispiel 8.4.2 (Eine Instanz pD,w1q mit zwei minimalen ganzzahligen Kreis-
basen mit unterschiedlicher Gewichtsfolge). Sei D erneut der Graph aus dem
Beispiel 8.4.1 und w1 eine neue Bogengewichtung mit

w1
A � 4 w1

B � 15 w1
S � 15 w1

I � 4.

Dann stellen die oben erwähnten Kreisbasen

B1 � I Y C 1 und B2 � pIzCq Y tC1, C2u

zwei minimale ganzzahlige Kreisbasen von pD,w1q dar. Für die nicht-absteigend
sortierten Folgen w1 und w2 der Basiskreis-Gewichte von B1 beziehungsweise
B2 gilt dann:

w1 � p38, . . . , 38loooomoooon
11�

, 42, . . . , 42loooomoooon
11�

, 46q

w2 � p38, . . . , 38loooomoooon
11�

, 42, . . . , 42loooomoooon
10�

, 44, 44q
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Kapitel 9

Eine Anpassung des

Algorithmus von De Pina

9.1 Zeugen

Zur Veri�kation der K-linearen Unabhängigkeit eines Kreises C mit einer Menge
X bereits gewählter Kreise wurden im Abschnitt 5.1 des Kapitels 5 die Zeugen
eingeführt. Durch den Übergang auf Kreisbasen über Z ist man jedoch nun
vielmehr an der Unimodularität der Vereinigung X Y tCu einer unimodularen
Menge X mit einem Kreis C interessiert. Im Abschnitt 7.1 des Kapitels 7 wurde
bereits mit Lemma 7.1.10 eine Möglichkeit angegeben die Unimodularität der
MengeXYtCumit diesen Voraussetzungen zu prüfen. Allerdings muss dazu eine
Erweiterung der unimodularen Menge X zu einer quadratischen unimodularen
Matrix, das heiÿt einer Gitterbasis des Zd, bekannt sein.

Nach der Proposition 8.2.1 genügt es, sich zum Test der Unimodularität
auf die gekürzten Inzidenzvektoren eines Cobaumes einzuschränken. Dann gilt
d � ν und eine Gitterbasis des Zν ist eine ganzzahlige Zirkulationsbasis des
Graphen. In diesem Rahmen soll das Lemma 7.1.10 noch einmal wiedergegeben
werden.

Lemma 9.1.1. Sei X � tC1, . . . , Cku eine unimodulare Kreismenge,
tZk�1, . . . , Zνu Zirkulationen, die X zu einer ganzzahligen Zirkulationsbasis er-
gänzen und C ein weiterer Kreis mit der Darstellung

C �
ķ

i�1

λiCi �
ν̧

i�k�1

λiZi.

Dann gilt

X Y tCu unimodular ðñ gcdpλk�1, . . . , λνq � 1. (9.1.1)

Die rechte Seite der Äquivalenz (9.1.1) im Lemma 9.1.1 kann so abgeschwächt
werden, dass die neue Bedingung zwar hinreichend aber nicht länger notwendig
für die Unimodularität der Menge X Y tCu ist.

101
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Korollar 9.1.2. Sei X � tC1, . . . , Cku eine unimodulare Kreismenge,
Z � tZk�1, . . . , Zνu eine Zirkulationsmenge, die X zu einer ganzzahligen Zir-
kulationsbasis ergänzt und C ein weiterer Kreis mit der Darstellung

C �
ķ

i�1

λiCi �
ν̧

i�k�1

λiZi.

Dann gilt

X Y tCu unimodular ðù λi � �1 für ein i P tk � 1, . . . , νu .

Die Aussage dieses Korollar folgt auch unmittelbar aus Proposition 7.1.8,
nach der

detpX Y Zz tZiu Y tCuq � |λi � detpX Y Zq| � |λi| (9.1.2)

gilt. Wird demnach nur ein λ-Koe�zient benötigt, um bereits einen gröÿten
gemeinsamen Teiler von 1 zu erhalten, so erhält man mit Korollar 9.1.2 eine
unimodulare Menge X Y tCu und mit (9.1.2) bereits eine Erweiterung Zz tZiu
dieser Menge zu einer ganzzahligen Zirkulationsbasis. Zur schnellen Bestimmung
des Koe�zienten λi in der Darstellung eines Kreises durch eine ganzzahlige
Basis, wird erneut ein Zeuge de�niert.

De�nition 9.1.3. Sei Z � tZ1, . . . , Zνu eine ganzzahlige Zirkulationsbasis. Der
Zeuge der Zirkulation Zi ist die eindeutige Lösung Si des Gleichungssystems

xTZ � eTi .

Lemma 9.1.4. Sei Z � tZ1, . . . , Zνu eine ganzzahlige Zirkulationsbasis und Si
der Zeuge der Zirkulation Zi. Dann gilt für jede Zirkulation C:

ST
i C � �1 ðñ Zz tZiu Y tCu unimodular

Beweis. Sei C �
°
λkZk die Darstellung der Zirkulation C durch die Basis Z.

Dann gilt
ST
i C � ST

i p
¸
λkZkq �

¸
λk � S

T
i Zk � λi.

Demnach ist genau dann λi � �1, wenn ST
i C � �1 gilt.

9.2 Der Algorithmus

Die Ergebnisse des letzten Abschnittes können nun dazu verwendet werden, den
Algorithmus von De Pina an ganzzahlige Kreisbasen anzupassen. Innerhalb des
Algorithmus wird eine Menge C gehalten, die anfangs leer ist, und der nach und
nach Kreise so hinzugefügt werden, dass die Menge stets unimodular bleibt. Es
wird auÿerdem eine Menge Z von Zikulationen unterhalten, die stets die Menge
C zu einer ganzzahligen Zirkulationsbasis ergänzt. Diese Menge Z wird demnach
im gleichen Maÿe schrumpfen, wie C anwächst.

Der Algorithmus besteht aus ν Iterationen, wobei in jeder Iteration i eine
Zirkulation Zi aus Z gewählt wird, die Menge Z zu verlassen. Dann wird ein
kürzester Kreis Ci berechnet, der C so ergänzt, dass nach dem Entfernen von
Zi aus Z und dem Einfügen von Ci in C, die Vereinigungsmenge C Y Z wieder
eine ganzzahlige Zirkulationsbasis ergibt.
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Kann ein solcher Kreis Ci in jeder Iteration gefunden werden, so stellt nach ν
Iterationen die Menge C eine ganzzahlige Kreisbasis des Graphen dar, während
Z die leere Menge ist.

Algorithmus 9 Eine Anpassung des Algorithmus von De Pina � iterative Va-
riante
Input: Ein Paar pD,wq aus einem gerichteten Graphen D � pV,Aq und einer

Gewichtsfunktion w : A ÝÑ R�
0 .

Output: Eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von D.

1: Setze C � H.
2: Bestimme eine beliebige ganzzahlige Zirkulationsbasis Z von D.
3: for i � 1 bis ν do
4: Bestimme die eindeutige Lösung Si des Gleichungssystems xTZ � ei.
5: Berechne einen kürzesten Kreis Ci mit ST

i Ci � �1.
6: Setze C Ð C Y tCiu.
7: Setze Z Ð Zz tZiu.
8: end for

9: return I.

Im Abschnitt 5.4 des Kapitels über den Algorithmus von De Pina für Kreis-
basen über K wurde bereits erwähnt, dass die Einschränkung der Kandidaten-
menge auf die Kreise zu einem vorab gewählten Zeugen im Falle ganzzahliger
Kreisbasen zu Problemen führen kann. Das heiÿt, dass ein Zeuge unter Um-
ständen so gewählt wird, dass ein kurzer Kreis C zunächst nicht gewählt wird,
da er nicht das passende Skalarprodukt mit diesem Zeugen aufweist. Die Wahl
des Kreises, der stattdessen in die Basis aufgenommen wird, kann die Zeugen
der kommenden Iterationen jedoch so beein�ussen, dass der kurze Kreis C auch
später nicht mehr aufgenommen werden kann.

Im Folgenden wird ein solches Beispiel angegeben. Dieser E�ekt kann nur bei
Instanzen pD,wq auftreten, in denen eine minimale ungerichtete Kreisbasis nicht
ganzzahlig ist, denn sind alle minimalen ungerichteten Kreisbasen ganzzahlig,
so insbesondere auch die von Algorithmus 3 aus dem Kapitel 5 berechnete. Die
Menge I der bereits bestimmten Kreise ist dann stets eine Teilmenge des End-
produktes und somit unimodular. Die Zeugen des ganzzahligen Algorithmus von
De Pina wären dann in jeder Iteration auch mögliche Zeugen des ungerichte-
ten Algorithmus von De Pina. Da im ungerichteten Algorithmus 3 ein Kreis Ci
gewählt wird, der I unimodular erweitert, kommt dieser Kreis auch im ganzzah-
ligen Algorithmus 9 in Frage. Beide Algorithmen wählen somit in jeder Iteration
den gleichen oder gleichwertige Kreise.

Ist also wOPT pMUCBq � wOPT pMICBq, so ist die hier vorgestellte Vari-
ante 9 des Algorithmus von De Pina korrekt. Ein Beispiel, in dem Algorithmus 9
suboptimal endet, besteht daher aus einer Instanz pD,wq, deren minimale ganz-
zahlige Kreisbasen teurer als ihre minimalen ungerichteten Kreisbasen sind.

Beispiel 9.2.1 (Eine Instanz, in der Algorithmus 9 suboptimal endet). Dieses
Beispiel wurde bereits in [15] betrachtet, um die Eigenständigkeit des MICB-
Problems gegenüber des MUCB-Problems zu belegen.

Betrachte den verallgemeinerten Petersen-Graphen P11,4 aus der Abbil-
dung 9.1. Die Tabelle 9.1 gibt eine Liste der geschlossenen Tupel dieses Graphen
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T
wA = 4

wB = 12

wI = 5

eν−1

eν

Abbildung 9.1: Der verallgemeinerte Petersen-Graph P11,4 mit dem Spann-
baum T und den Nichtbaumkanten eν�1 und eν .

und zeigt, dass p3, 1q ein minimales Tupel ist. Demnach hat die 1-te Auÿenbasis
Bp1q des P11,4 die Determinante 3 und ist somit zwar ungerichtet aber nicht
ganzzahlig. Unter der Gewichtsfunktion

wA � 4 wB � 12 wI � 5

besteht Bp1q aus genau den ν � 12 Kreisen in pP11,4, wq mit einem Gewicht von
höchstens 44. Der Auÿenkreis erhält das Gewicht 44, während die elf minimalen
Kreise des Tupels p3, 1q das Gewicht 43 erhalten. Somit bildet Bp1q die eindeutige
MUCB des Graphen.

Jede MICB entsteht aus Bp1q durch den Austausch des Auÿenkreises gegen
einen der geschlossenen Kreise des Tupels p1, 4q vom Gewicht 45.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a 11 4 3 1 5 2 2 5 1 3 4 0

Tabelle 9.1: Die geschlossenen Tupel des P11,4.

Die ganzzahlige Variante des Algorithmus von De Pina, das heiÿt Algorith-
mus 9 beginnt mit der Wahl einer beliebigen ganzzahligen Zikulationsbasis des
Graphen. Dazu kann beispielsweise stets eine Fundamentalbasis gewählt werden,
da diese sogar eine ganzzahlige Kreisbasis darstellt.

Sei in diesem Fall die Fundamentalbasis F zum Spannbaum T aus der Abbil-
dung 9.1 gewählt. Sei die Reihenfolge der Basiskreise in F auÿerdem so gewählt,
dass die Fundamentalkreise F peν�1q und F peνq zu den eingezeichneten Nicht-
baumkanten in der vorletzten beziehungsweise letzten Iteration des Algorithmus
betrachtet werden.

In den ersten zehn Iterationen können jeweils minimale Kreise des Tupels
p3, 1q in die Basis getauscht werden. In der Tat ist einer dieser Kreise bereits
anfangs in F enthalten. In vielen Iterationen gibt es mehrere p3, 1q-Kreise, die
in die Basis aufgenommen werden können. Sei die Wahl jedoch so gefallen, dass
nach zehn vollendeten Durchläufen der For-Schleife die Basis in der Abbil-
dung 9.2 entstanden ist.

Die Menge C enthält bereits zehn der elf minimalen Kreise mit dem Tupel
p3, 1q. Der in der Abbildung eingezeichnete Kreis dieser Sorte sei dabei gerade
derjenige, der nicht in C auftaucht. Die erweiternde Menge Z besteht nun noch
aus den Fundamentalkreisen der Kanten eν�1 und eν . Diese Basis C Y Z hat
zu Beginn der elften Iteration die folgende Basismatrix.
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10×

C F (eν−1) F (eν)

Abbildung 9.2: Die Mengen C und Z � tF peν�1q, F peνqu nach zehn Iterationen
des Algorithmus 9.
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Die Menge C kann noch zu jeder minimalen ganzzahligen Kreisbasis durch
den letzten p3, 1q-Kreis und einen beliebigen p1, 4q-Kreis ergänzt werden. Der
letzte p3, 1q-Kreis C 1 hat den Inzidenzvektor

C 1 � p1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0qT

während der Zeuge dieser Iteration

Sν�1 � p0, 1,�1, 0, 1,�1, 0, 1, 0,�1,�1, 0qT

ist. Damit gilt ST
ν�1C

1 � 0 � �1 und C 1 kann nicht für F peν�1q in die Basis
getauscht werden. Der Auÿenkreis hat den Inzidenzvektor

CA � p0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1qT

und es gilt ST
ν�1CA � �1. Damit ist CA eindeutig (bis auf Vorzeichen) der

kürzeste Kreis der Kandidatenmenge zu diesem Zeugen und wird für F peν�1q
in die Basis aufgenommen.

Da C Y tCAu jedoch in keiner minimalen ganzzahligen Basis enthalten ist,
endet Algorithmus 9, nach der Aufnahme eines p1, 4q-Kreises in der letzten Ite-
ration, mit einer ganzzahligen Basis des Gesamtgewichtes 519. Jede MICB hat
jedoch das Gewicht 518.

Der Algorithmus 9 liefert demnach bei ungünstiger Wahl der Startbasis ein
suboptimales Ergebnis. Wird in Zeile 2 bereits eine MICB gewählt, so wird diese
im Algorithmus nicht mehr verschlechtert und so gibt es auch Startbasen, für
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die die ganzzahlige Variante des Algorithmus von De Pina Optimallösungen des
MICB-Problems berechnet.

Im Beispiel 9.2.1 stellt die am Ende berechnete Basis zwar keine MICB, aber
eine günstige Startbasis dar, das heiÿt, dass eine erneute Prüfung des falsch
eingefügten Auÿenkreises nach dem Einfügen des p1, 4q-Kreises in der letzten
Iteration, ergibt, dass der letzte p3, 1q-Kreis C 1 nun für CA in die Basis getauscht
werden kann. Die iterative Variante, wie sie als Algorithmus 9 angegeben ist,
lässt sich also zu einer lokalen Suche erweitern.

Algorithmus 10 Eine Anpassung des Algorithmus von De Pina � Variante als
lokale Suche
Input: Ein Paar pD,wq aus einem gerichteten Graphen D � pV,Aq und einer

Gewichtsfunktion w : A ÝÑ R�
0 .

Output: Eine ganzzahlige Zirkulationsbasis von D.

1: Bestimme eine beliebige ganzzahlige Zirkulationsbasis Z von D.
2: for i � 1 bis ν do
3: Bestimme die eindeutige Lösung Si des Gleichungssystems xTZ � ei.
4: Berechne einen kürzesten Kreis Ci mit ST

i Ci � �1.
5: Setze Z Ð Z Y tCiu z tZiu.
6: end for

7: if wpZq ist innerhalb der For-Schleife gesunken then
8: Gehe zu Zeile 2.
9: end if

10: return I.

Algorithmus 10 bewegt sich von einer ganzzahligen Zirkulationsbasis zur
nächsten jeweils durch den Austausch eines Basiselementes. Die Zeile 4 gewähr-
leistet dabei, dass das Gewicht der Basis dabei nicht steigt. Ist eine Basis gefun-
den, deren Gewicht nicht durch den einfachen Tausch eines Kreises verbessert
werden kann, so wird ist die If-Bedingung in Zeile 7 nicht erfüllt und die aktuelle
Basis wird ausgegeben.

De�nition 9.2.2. Eine ganzzahlige Zirkulationsbasis Z einer Instanz pD,wq
heiÿt lokal optimal, wenn es nicht möglich ist, durch den Austausch eines Ba-
siselementes eine ganzzahlige Zirkulationsbasis geringeren Gewichtes zu erhal-
ten.

Das Beispiel 8.4.1 des Abschnittes 8.4 zeigt, dass es lokal optimale Basen
gibt, die nicht global optimal, das heiÿt keine minimale ganzzahlige Kreisbasis,
sind. Die Abbildung 8.3 dieses Beispieles zeigt eine vom ganzzahligen Horton-
Algorithmus berechnete Basis B. Abbildung 8.4 zeigt hingegen die eindeutige
MICB BOPT dieser Instanz. Anhand der Abbildungen ist leicht zu sehen, dass
nur der Kreis C der Basis B mit Gewicht 58 verbessert werden könnte, da die
22 weiteren Kreise bereits die kürzesten des Graphen sind. Eine Verbesserung
der Basis ist zwar durch Tausch des Kreises C gegen den Innenkreis CI oder
den Auÿenkreis CA möglich, doch führen beide Vorgänge auf nicht-ganzzahlige
Kreisbasen. Die Basis B ist daher lokal-optimal und um sie mittels einzelner
Tauschvorgänge in die MICB zu überführen ist es nötig einen Kreis mit Gewicht
53 gegen einen Kreis mit Gewicht 55 zu tauschen, also ein Verschlechterung in
Kauf zu nehmen.
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Es ist bisher ungeklärt, wieviele Durchgänge der For-Schleife in Zeile 2 nötig
sind, um eine beliebige ganzzahlige Zirkulationsbasis in eine lokal-optimale Basis
zu überführen. Bisher konnte noch kein Beispiel konstruiert werden, in dem die
Basis Z nach zwei Durchgängen noch nicht lokal optimal ist.

Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus 10 hängt zusätzlich von der Realisierung
der Suche nach einem kürzesten Kreis C mit ST

i C � �1 in Zeile 4 ab. In
den nächsten beiden Abschnitten wird jeweils ein Ansatz für dieses Problem
diskutiert.

9.3 Der Schichtgraph

Der Algorithmus von De Pina zur Bestimmung einer minimalen ungerichteten
Kreisbasis, wie er im Kapitel 5 vorgestellt wird, benutzt den Schichtgraphen
GS eines Zeugen S P GF p2q|E| zur Bestimmung eines kürzesten Kreises C mit
STC � 0. Ein Skalarprodukt über GF p2q aus zwei Vektoren des GF p2q|E| und
kann nur den Wert 0 oder 1 annehmen. Werden Vektoren des Z|A| auf diesen
Vektorraum projiziert, so ist das Skalarprodukt der Projektionen über GF p2q
genau dann 1, wenn das Skalarprodukt der beiden ursprünglichen Vektoren über
R ungerade ist. Daher kann der Schichtgraph aus dem Abschnitt 5.3 nicht in
dieser Form auf den Fall der ganzzahligen Kreisbasen übernommen werden und
dies ist auch verständlich, da sich ansonsten die Algorithmen 3 und 9 nicht mehr
unterscheiden würden.

Dennoch kann erneut ein Schichtgraph eines Zeugen S P Z|A| de�niert wer-
den. Ein Zeuge der i-ten Spalte einer quadratischen unimodularen Matrix X ist
nach De�nition 9.1.3 die i-te Zeile der Inversen zu X und demnach ein ganzzah-
liger Vektor. Das Skalarprodukt eines gerichteten Kreises C mit einem Zeugen
S lässt sich wie folgt berechnen:

STC �
¸
aPA

Spaq � Cpaq �
¸
aPC�

Spaq �
¸
aPC�

Spaq (9.3.1)

Wird der gerichtete Kreis C entlang seiner Orientierung durchlaufen und
werden dabei die S-Werte auf den Vorwärtsbögen aufaddiert, während die S-
Werte der Rückwärtsbögen abgezogen werden, so stellt das Ergebnis nach (9.3.1)
gerade den Wert des Skalarproduktes STC dar.

Zunächst sei noch erwähnt, dass es genügt, sich in Zeile 4 des Algorithmus 10
auf die Kreise C mit STC � 1 zu beschränken, denn hat ein Kreis C 1 ein Skalar-
produkt von �1 mit dem Zeugen, so bewirkt eine Umkehrung der Orientierung
des Kreises eine Multiplikation von C 1 und somit auf von STC 1 mit �1. Der
umorientierte Kreis C erhält jedoch das gleiche Gewicht wie C 1 und erweitert
eine Menge genau dann unimodular, wenn C 1 dies auch bewirkt.

Das Addieren und Subtrahieren der S-Werte beim Durchlaufen eines Kreises,
angefangen bei einem beliebigen Knoten v, ergibt in jedem Schritt ein Zwischen-
ergebnis für das Skalarprodukt, wobei nur die Werte bisher benutzten Bögen
berücksichtigt werden. Dieses Zwischenergebnis ist eine ganze Zahl und kann
als Level angesehen werden auf dem sich der aktuelle Knoten be�ndet. Startet
die Traversierung eines Kreises C bei Knoten v auf Level 0 so ist C genau dann
ein Kandidat, wenn der zweite Besuch des Knotens v auf Level 1 statt�ndet. Da
die Knoten zwischendurch durchaus sehr hohe oder sehr tiefe (negative) Level
erreichen können, ist der Schichtgraph DS als unendlicher Graph de�niert.
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De�nition 9.3.1. Sei D � pV,Aq ein gerichteter Graph, w : A ÝÑ R�
0 eine

Bewertung der Bögen und S P Z|A| eine weitere Belegung der Bögen von D mit
ganzen Zahlen. Der Schichtgraph DS von D zum Vektor S ist ein unendlicher
Graph mit

• V pDSq �
�
lPZ Vl, wobei Vl eine private Kopie der Knotenmenge V ist,

und

• ApDSq �
�
lPZ Al, wobei Al eine private Kopie der Bogenmenge A ist, mit

pu, vq P A ÝÑ pul, vl�Spu,vqq P Al und wpul, vl�Spu,vqq � wpu, vq.

Die Abbildung 9.3 zeigt einen beispielhaften Schichtgraphen DS zu einem
gerichteten Graphen D und Zeugen S.

0

00

1

−2

2

Abbildung 9.3: Ein gerichteter Graph D mit ganzzahligen Bogenbewertungen S
und ein Ausschnitt des zugehörigen Schichtgraphen DS .

Nach den vorherigen Betrachtungen entspricht jeder Kandidatenkreis, das
heiÿt jeder Kreis C mit STC � 1, für jeden Knoten v P V pCq einem elementaren
Weg von v0 nach v1 in DS .

Lemma 9.3.2. Aus jedem elementaren Weg W von v0 nach v1 in DS kann
eine Zirkulation Z in D gewonnen werden, für die gilt:

STZ � 1 und wpZq ¤ wpW q

Beweis. Die Konstruktion der Zirkulation Z aus dem Weg W erfolgt analog
zum Fall der ungerichteten Schichtgraphen in Abschnitt 5.3.
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Beim Verfolgen des Weges W von v0 nach v1 werden einige Bögen entlang
ihrer Orientierung und einige Bögen entgegen ihrer Orientierung durchlaufen.
Diese Bögen sollen entsprechend zunächst mit einer 1 (Vorwärtsbogen) bezie-
hungsweise �1 (Rückwärtsbogen) bewertet werden. Alle weiteren Bögen in DS

erhalten den Wert 0.
Werden alle Knoten und Bögen des Schichtgraphen, die bei der Konstruk-

tion aus demselben Knoten beziehungsweise Bogen hervorgegangen sind, mit-
einander indenti�ziert, so erhält man den ursprünglichen Graphen D. Bei der
Identi�zierung einer Bogenmenge Mpaq zu einem Bogen a soll Zpaq die Summe
der Bogenwerte in Mpaq, wie sie aus dem Weg W hervorgehen, sein. Für die so
erhaltene Bewertung Z gilt¸

pv,xqPA

Zpv, xq �
¸

py,vqPA

Zpy, vq für alle v P V.

Somit bildet Z eine Zirkulation des Graphen D und die behaupteten Eigen-
schaften (9.3.2) folgen aus der De�nition dieser Bogenwerte und der Bögen des
Schichtgraphen.

Mit Hilfe der Aussage des Lemmas 9.3.2 kann nun die Berechnung einer kurz-
en Zirkulation Z mit STZ � 1 auf die Berechnung eines kürzesten pv0, v1q-Weges
im Schichtgraphen zurückgeführt werden. Der Schichtgraph ist unendlich groÿ
und kann daher weder Teil der Eingabe sein, noch innerhalb des Algorithmus
explizit erstellt werden. Die Knoten und Bögen des Schichtgraphen sind jedoch
durch den Graphen D und den Zeugen S bereits eindeutig bestimmt und können
so bei Bedarf berechnet werden. Daher kann ein kürzester pv0, v1q-Weg in DS

durch eine Modi�kation des Dijkstra-Algorithmus gefunden werden, indem ein
Bogen des Schichtgraphen erst dann erzeugt wird, wenn ein inzidenter Knoten
gescannt werden soll.

Algorithmus 11 Eine mögliche Subroutine des Algorithmus 10
Input: Ein Paar pD,wq aus einem gerichteten Graphen D � pV,Aq und einer

Gewichtsfunktion w : A ÝÑ R�
0 , sowie ein Zeuge S P Z|A|.

Output: Eine Zirkulation Z mit STZ � 1.

1: Bestimme für jeden Knoten v P V einen kürzesten pv0, v1q-Weg in DS .
2: Berechne die Zirkulation Z aus einem kürzesten dieser Wege.
3: return Z.

Das folgende Beispiel liefert einen Beleg dafür, dass der Algorithmus 11
unter Umständen keine kürzeste Zirkulation mit den gegebenen Anforderungen
berechnet.

Beispiel 9.3.3 (Eine Instanz pD,w, Sq, für die Algorithmus 11 suboptimal
endet). Betrachte den Umschlag-Graphen D aus dem Beispiel 6.1.3 mit dem
Spannbaum T und der Gewichtung w aus der Abbildung 9.4. Sei B die Zirkula-
tionsbasis zur Basismatrix ΓpBq und S die erste Zeile der Inversen ΓpBq�1.

ΓpBq �

�
���

1 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 �1
1 0 1 �1

�
�� ΓpBq�1 �

�
���
�1 3 1 �2
1 �2 0 1
1 �2 �1 2
0 1 0 �1

�
��
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1

11

4

4

Abbildung 9.4: Der Umschlag-
Graph D mit der Bogengewich-
tung w und dem dick einge-
zeichneten Spannbaum T .

1

−1

2 −3

Abbildung 9.5: Die Bogenbe-
wertung S � die Bögen von T
erhalten die Bewertung 0.

Die Abbildung 9.5 zeigt die S-Werte der Bögen von D. Die kürzeste Zirku-
lation Z mit STZ � 1 ist in Abbildung 9.6 links dargestellt und hat das Gewicht
wpZq � 6. Da Z allerdings unzusammenhängend ist, benutzt jeder zugehörige
elementare Weg in DS noch mindestens einen weiteren Bogen und diesen min-
destens doppelt. Damit erhält jeder Weg in DS, dessen Projektion auf D die
Zirkulation Z ergibt, ein Gewicht von mindestens 8. Jeder kürzeste pv0, v1q-Weg
im Schichtgraphen hat allerdings das Gewicht 7 und gehört zu einem der Kreise
C auf der rechten Seite der Abbildung 9.6.

w(Z) = 6 w(W ) = 8

w(C) = 7

Abbildung 9.6: Die kürzeste passende Zirkulation Z, die Projektion des kür-
zesten zugehörigen Weges W und die zweit-kürzesten passenden Zirkulationen
C.

Die im Beispiel 9.3.3 betrachtete Zirkulationsbasis B beinhaltet eine nicht-
elementare Zirkulation, da es bisher nicht gelungen ist ein ähnliches Beispiel mit
einem Zeugen einer ganzzahligen Kreisbasis zu konstruieren.
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9.4 Das ganzzahlige Programm

Dieser Abschnitt realisiert die Bestimmung einer kürzesten Zirkulation Z mit
STZ � 1 zu einem gegebenen Zeugen S mit einem ganzzahligen Programm und
diskutiert dessen Berechnungsaspekte.

Eine Zirkulation ist eine ganzzahlige Belegung der Bögen des Graphen, so
dass gilt: ¸

pv,xqPA

Zpv, xq �
¸

py,vqPA

Zpy, vq für alle v P V. (9.4.1)

Ist M die Knoten-Bogen-Inzidenzmatrix des Graphen D � pV,Aq, das heiÿt
M � pmvaq P Zp|V |,|A|q mit

mva �

$'&
'%

1 falls a � pv, xq für einx P V

�1 falls a � px, vq für einx P V

0 sonst

,

so ist (9.4.1) äquivalent zu

M � Z � 0 P Z|V |. (9.4.2)

Die gesuchte Zirkulation soll neben (9.4.2) die lineare Bedingung STZ � 1
erfüllen. Damit ist eine Zirkulation Z genau dann ein Kandidat in Zeile 4 des
Algorithmus 10, wenn eine Z zulässige Lösung des folgenden Satzes linearer
Restriktionen mit Ganzzahligkeitsforderungen darstellt.

M � Z � 0

STZ � 1 (9.4.3)

Z P Z|A|

Das Gewicht einer Zirkulation berechnet sich als

wpZq �
¸
aPA

wa |Zpaq| . (9.4.4)

Da die Zielfunktion in (9.4.4) nicht linear in Z ist, werden die Bedingungen
(9.4.3) durch das Einfügen der Zielfunktion minwpZq nicht zu einem ganzzahli-
gen Programm ergänzt. Deshalb wird die ganzzahlige Variable Zpaq eines Bogen
durch zwei nicht-negative ganzzahlige Variablen Z�paq und Z�paq ersetzt, die
den positiven Anteil beziehungsweise den negativen Anteil von Zpaq bestimmen,
das heiÿt

Zpaq � Z�paq � Z�paq.

Mit dieser De�nition stellt sich der Betrag von Zpaq als Summe Z�paq�Z�paq
dar, falls einer der beiden Werte null ist. Die Zielfunktion (9.4.4) wird dann
durch

wpZq �
¸
aPA

wapZ
�paq � Z�paqq (9.4.5)

ersetzt und da (9.4.5) nun eine Minimierung mit nicht-negativen Koe�zienten
bildet, gibt es auch eine Optimallösung, in der nur der positive oder nur der
negative Anteil jeder Variable Zpaq ungleich null ist.
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Durch die Substitution Z � Z��Z� in den Bedingungen (9.4.3) ergibt sich
nun ein ganzzahliges Programm.

min wTpZ� � Z�q

s.t. M � pZ� � Z�q � 0

STpZ� � Z�q � 1 (9.4.6)

Z�, Z� ¥ 0

Z�, Z� P Z|A|

Jede Optimallösung pZ�
OPT , Z

�
OPT q von (9.4.6) kann durch die Rücksubsti-

tution ZOPT � Z�
OPT � Z�

OPT in eine kürzeste Zirkulation des Graphen mit
den geforderten Eigenschaften überführt werden und so stellt dieses ganzzahlige
Programm eine weitere mögliche Subroutine für die Zeile 4 des Algorithmus 10
dar. Da selbst das Lösen ganzzahliger Programme mit wenigen Nebenbedingun-
gen im Allgemeinen jedoch NP-vollständig ist, muss das aufgestellte IP genauer
untersucht werden.

Die LP-Relaxierung des ganzzahligen Programms (9.4.6), sowie die
Langrange-Relaxierung der Bedingung STZ � 1, ergeben für das Ausgangs-
problem unbrauchbare Lösungen.

Um unter Umständen Flussalgorithmen auf dieses Problem anwenden zu
können, kann (9.4.6) auf eine weitere Weise interpretiert werden. Werden die
Variablen in Z� und Z� zu einem Vektor Z � pZ�, Z�q zusammengefasst, so
ergibt sich

min pw,wqTZ

s.t. rM,�M s � Z � 0

pS,�SqTZ � 1 (9.4.7)

Z ¥ 0

Z P Z2|A|.

Die Matrix rM,�M s ist die Knoten-Bogen-Inzidenzmatrix des nicht-
einfachen Graphen D1 der aus D durch Einfügen aller entgegengesetzten Bö-
gen entsteht, das heiÿt durch zusätzliches Einfügen des Bogens pv, uq für alle
existierenden Bögen pu, vq. Eine nicht-negative ganzzahlige Bogenbewertung Z
mit rM,�M s � Z � 0 entspricht dann einer Zirkulation in D1, wobei nun eine
Zirkulation ein quellen- und senkenfreier ganzzahliger Fluss des Graphen ist.

Erhält jeder neu eingefügte Bogen pv, uq das Gewicht des Bogens pu, vq aus
dem er entstanden ist, so stellt der Zielfunktionswert pw,wqTZ in (9.4.7) das
Gewicht des Flusses Z in pD1, w1q dar. Erhält des Weiteren jeder neu eingefügte
Bogen pv, uq gerade �Suv, den inversen Wert der ursprünglichen S-Bewertung,
so stellt pS,�SqTZ das Skalarprodukt dieses neuen Zeugen mit dem Fluss Z
dar. Demnach entspricht (9.4.7) dem folgenden Optimierungsproblem.

• Gegeben sei ein gerichteter Graph D � pV,Aq, in dem zu jedem Bogen
pu, vq P A auch sein antiparalleles Pendant pv, uq existiert.

• Sei w : A ÝÑ R�
0 eine nichtnegative Bogenbewertung mit wuv � wvu.
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• Sei S P Z|A| ein Zeuge mit Suv � �Svu.

• Gesucht ist nun ein ganzzahliger quellen- und senkenfreier Fluss f in D
mit

°
Sa � fpaq � 1, der

°
wa � fpaq minimiert.

Dieses Optimierungsproblem ist nun in einer Form, in der eventuell kombi-
natorische (Fluss-)Algorithmen angewendet werden können. Im Rahmen dieser
Arbeit ist dies jedoch nicht gelungen und so bleibt der Komplexitätsstatus von
(9.4.6) weiter o�en.

9.5 Unterschiede zur Anpassung des Algorith-

mus von Horton

Mit der im Kapitel 8 vorgestellten Anpassung des Algorithmus von Horton
und der im Kapitel 9 vorgestellten Anpassung des Algorithmus von De Pina
stehen nun zwei Heuristiken für das MICB- beziehungsweise MIZB-Problem zur
Verfügung. Dieser Abschnitt geht auf die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
beider Algorithmen ein.

Grundlage des Algorithmus 8 � der Anpassung des Algorithmus von Hor-
ton � ist der greedy-Algorithmus auf dem Unabhängigkeitssystem UpC,BCq der
Teilmengen der ganzzahligen Kreisbasen. Die Grundmenge dieses Systems, die
Menge aller elementaren Kreise des Graphen, kann unter Umständen exponen-
tiell groÿ sein. Auÿerdem ist die Unabhängigkeit einer Menge, das heiÿt die Er-
weiterbarkeit, zu einer ganzzahligen Kreisbasis schwer zu überprüfen. Deshalb
wurde diese Grundidee im Kapitel 8 an mehreren Stellen relaxiert.

• Der Unabhängigkeitsbegri� wurde durch die Unimodularität ersetzt.

• Die Horton-Familie H wurde anstelle der Grundmenge C eingesetzt.

Die Unimodularität einer Kreismenge X ist eine notwendige Bedingung für
die Existenz einer ganzzahligen Kreisbasis als Obermenge von X. Im Falle der
ganzzahligen Zirkulationsbasen ist diese Bedingung auch hinreichend, jedoch
konnte die Hinlängiglichkeit für nicht-elementare Zirkulationen weder bewiesen
noch widerlegt werden. Des Weiteren ist ungeklärt, ob mit der Einschränkung
der Grundmenge auf die Horton-Familie minimale ganzzahlige Kreisbasen ver-
loren gehen. Es gibt auch hierfür weder Beleg noch Gegenbeispiel.

Mit diesen Anpassungen entspricht der Algorithmus 8 dem greedy-
Algorithmus, angewendet auf das UH-System (De�nition 8.3.1) und erreicht
somit eine polynomiale Laufzeit. Allerdings konnte die Zulässigkeit der berech-
neten Lösungen im MICB-Problem unter den oben genannten Einschränkungen
bisher nicht bewiesen werden.

Der Algorithmus 10 � die Anpassung des Algorithmus von De Pina � ist
eine lokale Suche auf der Menge der ganzzahligen Zirkulationsbasen und somit
eine Heuristik für das MIZB-Problem. Der Übergang von einer Basis zur nächs-
ten entspricht dabei dem Austausch einer Zirkulation, so dass sich das Gewicht
der Basis nicht erhöht. Mit dem im Abschnitt 9.3 vorgestellten Schichtgraphen
können solche Zirkulationen gefunden werden, obwohl auf diese Weise zu einem
Basiselement nicht stets die kürzeste, für den Austausch passende, Zirkulation
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gefunden wird. Auÿerdem konnte bisher nicht bewiesen werden, dass die Lauf-
zeit dieses Verfahrens durch ein Polynom in der Gröÿe des Graphen beschränkt
ist. Die Optimallösungen des ganzzahligen Programms des Abschnittes 9.4 ent-
sprechen zwar genau den bestmöglichen Austauschkandidaten, jedoch konnte
auch hier die Laufzeit noch nicht polynomial beschränkt werden.

Wenn es möglich ist einen zulässigen Schritt in der lokalen Suche zu erkennen,
bleibt noch die Anzahl der benötigten Schritte bis zum Erreichen eines lokalen
Minimas zu bestimmen. Diese ist in allen bisher betrachteten Beispielen durch
2 � ν nach oben beschränkt, jedoch konnte auch hier kein allgemeiner Beweis
gefunden werden.

Zusammenfassend werden die beiden Algorithmen in der folgenden Tabel-
le 9.2 gegenüber gestellt.

Algorithmus 8 Algorithmus 10

Anpassung des Algorithmus von Horton Algorithmus von
De Pina

Grundkonzept greedy-Algorithmus lokale Suche

behandeltes
Problem

MICB-Problem MIZB-Problem

Zulässigkeit vermutet bewiesen

Laufzeit Opν4plogµ�1q�mnpν2�ηqq �

Optimalität Gegenbeispiel 8.4.1 Gegenbeispiel 8.4.1

Tabelle 9.2: Eine Gegenüberstellung der Anpassung des Algorithmus von Horton
und der Anpassung des Algorithmus von De Pina.



Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurde das MICB-Problem � das Bestimmen einer mi-
nimalen ganzzahligen Kreisbasis � bearbeitet. In diesem Themengebiet gab es
zu Beginn der Arbeit viele o�enen Fragen, von denen nun einige geklärt werden
konnten. Andererseits sind dabei weitere Fragen aufgeworfen worden, die im
Umfang dieser Diplomarbeit nicht beantwortet werden konnten.

Die bedeutendsten noch zu beantwortenden Fragen sind im Folgenden auf-
gelistet:

1. Der Komplexitätsstatus des MICB-Problems ist bisher ungeklärt.

2. Es ist ungeklärt, ob sich MICB- und MIZB-Problem voneinander unter-
scheiden.

3. Es ist ungeklärt, ob die Horton-Familie stets jede oder zumindest eine
MICB birgt.

Diese Fragen wurden bereits in der Einleitung gestellt und es wurde auf die
Abschnitte der Arbeit verwiesen, in denen diese Erwähnung �nden.

Bei der Analyse der aufgestellten Heuristiken aus Kapitel 8 und 9 sind weitere
Fragen o�en geblieben:

1. Ist jede unimodulare Kreismenge zu einer ganzzahligen Kreisbasis er-
weiterbar?

2. Ist das Bestimmen eines zulässigen Schrittes der lokalen Suche polynomial
durchführbar?

3. Ist die Anzahl der Schritte in der lokalen Suche durch ein Polynom be-
schränkt?

4. Können Approximationsgüten für die Algorithmen 8 und 10 bewiesen wer-
den?

115
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