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Aufgabe 1 (1 + 2 = 3 Punkte)

Betrachten Sie folgende Sprachen:
Ly = {0™1?"2™ | n,m > 0}
Ly = {0"1m22m | n,m >0}

(a) Zeigen Sie, dass L; und Ly kontextfrei sind.

(b) Ist L1 N Ly kontextfrei? Beweisen Sie Ihre Antwort!

Losung:

(a) S—=82|T S—=0S|T
T —0T11 | e T —1T22 | ¢

(b) Nein. Es gilt L = Ly N Ly = {0"1?"2%" | n. > 0}. Sei n die vermeintliche Konstante aus dem
Pumpinglemma. Wegen |vwz| < n enthilt vz keine 0 oder keine 2. Dann enthélt uv?wz?y
entweder zu wenig Nullen oder zu wenig Zweien, um in L zu liegen. Die Sprache L kann also
nicht kontextfrei sein.

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Gegeben ist folgende kontextfreie Grammatik G = ({a,b,¢,d},{A, B,C,D,E}, A, R). Die Regel-
menge R enthilt folgende Regeln:

A AB| EC |a

B—CA

C—CC|DC|ec

D—d

E— CA| DA



Uberpriifen Sie mittels des aus der Vorlesung bekannten CYK-Algorithmus, ob das Wort w =
adcaca in L(G) enthalten ist. Falls ja, geben Sie auflerdem einen Syntaxbaum fiir die Ableitung
von w an.

a d ¢ a c a
Losung:

A

B, E
A AE B, E

B.E A A

C B, E B, E

A D C A C A
a d c a ¢ a




A

N

DC/ \A
A
AN

a

B\CA
/

Aufgabe 3 (14342 = 6 Punkte)

Sei eine Grammatik G durch V = {S, A, B}, ¥ = {0,1} und folgende Regelmenge R gegeben:

S—0B|14
A—0]|05|14A
B—1|15|0BB

(a) Geben Sie eine zu G dquivalente kontextfreie Grammatik G’ in Chomsky-Normalform an.

(b) Beweisen Sie!, dass G die Sprache aller Worter in {0, 1} erzeugt, bei denen die Anzahl der
Nullen gleich der Anzahl an Einsen ist.

(c) Geben Sie eine Grammatik G” an fiir die L(G") die Sprache aller Worter in {0, 1, 2}* fiir die
die Anzahl der Nullen gleich die Anzahl der Einsen plus die Anzahl der Zweien ist.

Losung:

(a) Wir fithren zwei neue Variablen X und Y ein. Wir ersetzen die Regel A — 1AA durch A — 1X
und die Regel B — 0BB durch B — 0Y. Auflerdem fiihren wir die folgenden neuen Regeln
ein:

X — AA
Y - BB

Desweiteren werden zwei Variablen Yy und Y7 eingefiihrt, welche jedes Auftreten von O bezie-
hungsweise 1 in R ersetzen. Zusammen mit den neuen Regeln Yy — 0 und Y; — 1 erhalten wir
eine zu G dquivalente Grammatik G’ mit Variablen V' = {S, A, B, X, Y, Yy, Y1} und folgenden

Vergleiche Vorlesung 13, Folie 28.



Regeln

S—YyB|YiA
A=Yy | YoS | X
B =Y |Y1S|YoY
X > AA

Y - BB

Yo — 0

Y, — 1.

(b) Wir beweisen, dass fiir jedes Wort w € {0,1, 4, B, S}* mit S = w gilt wo + wa = wy + wp,
wobel wg, w1, w4 und wpg die Anzahl der Nullen, Einsen, A’s beziehungsweise B’s in w angibt.
Wir machen das per Induktion iiber wgy + wy, Wenn wg + w; = 1, dann gilt w = S (weil jede
Regel eine Null oder Eins einfiihrt und keine Regel diese wieder 16scht) und wo+wy = 0 = w1+
wp. Sei also wg+w; > 1. Dann gibt es ein Wort v € {0,1, A, B, S}* mit S % v — w. Da jede
Regel eine Null oder Eins einfiihrt und keine Regel diese wieder 16scht, gilt vg + vy < wo 4 wy.
Die Induktionsannahme fiir v ergilt also vg + v4 = v1 + vp.

Wir Unterscheiden nun welche Regel (£,r) beim Ubergang v — w angewendet wurde. Fiir
jede Regel (¢,7) aus R gilt o =¢; =0und {4 + 11 +rp ={p + ro + ra. Damit gilt also
wo +wa = v +v4 — (eo—i-fA) +(T0+TA) =V +vB — (51—0—53)4-(7‘14-7“3) = w1 +wpg.
Damit ist die Behauptung gezeigt und insbesondere gilt fiir jedes Wort w € L(G) dass wy =
w1 .
Andererseits, sei w € {0,1}" ein beliebiges Wort mit wg = w;.
(c¢) Analog zu der Grammatik G definieren wir G” = (V/, ¥/, R") mit V' = {S, A, B}, ¥’ = {0, 1,2}

und folgenden Regeln:

S —¢e|0B|1A] 24,

A— 0S| 1AA | 24AA,

B — 15| 2S | 0BB}

Analog zu Aufgabenteil (b) gilt, dass wenn S = w fiir ein Wort w € (V/ U ¥/)*, so ist
wa + wy = wp + w1 + we. Entsprechend, wenn w € {0, 1,2}*, dann wg = wy + ws.

AuBlerdem lésst sich jedes Wort iiber {0,1,2} mit so vielen Nullen wie Einsen und Zweien
zusammen aus der Grammatik G’ ableiten. Man beachte, dass wir die Regel S — € brauchen,
um das leere Wort zu erzeugen. Wegen dieser Regel werden Regeln der Form A — 0 und
B — 1 beziehungsweise B — 2 nicht benotigt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Zeigen Sie?, dass es zu jeder Chomsky-1-Grammatik eine dquivalente Chomsky-1-Grammatik gibt,
bei der alle Regeln die Form

A—C
A—CD
AB — CD
A—a
S —e

ZVergleiche Vorlesung 13, Folie 23.



haben, wobei jeweils A, B € V,C,D € V\ {S} und a € .

Losung:

Sei G = (3,V, S, R) eine beliebige Chomsky-1-Grammatik. Wir konstruieren aus G eine weitere
Chomsky-1-Grammatik G’ = (X, V', S, R") mit L(G') = L(G), so dass R’ ¢ (V'UV'?) x (V'uV"?u
Y Ue). Das heifit, in G’ haben alle Regeln die gewiinschte Form. Unser Vorgehen ist analog zur
Konstruktion der Chomsky-Normalform zu einer Chomsky-2-Grammatik wie sie in der Vorlesung
vorgestellt wurde.

Schritt 1: Unser Ziel ist es, dass alle Regeln auf der rechten Seite nur Variablen oder nur ein
Symbol aus ¥ enthalten. Fiige dazu fiir jedes Zeichen a € X eine neue Variable Y, ein.
Ersetze dann in allen rechten Seiten von R jedes Auftreten eines Zeichen a € ¥ durch die
entsprechende Variable Y,. Fiige aulerdem fiir jedes a € X eine neue Regel Y, — a hinzu.

Die so erzeugte Grammatik G; erfilllt L(G1) = L(G), da die einzige Regel mit Y, auf der
linken Seite die Regel Y, — a ist, und somit Y, und a als “gleichwertig” gesehen werden
konnen. Auflerdem ist G; eine Chomsky-1-Grammatik.

Schritt 2: Unser Ziel ist es, dass alle Regeln auf der linken Seite nicht mehr als zwei Variablen
enthalten. Fiige dazu fiir jede Regel (¢,7) mit [¢| > 3 neue Variablen C1,...,Cjy_s ein. Sei
0.B.d.A. (¢,r) die Regel A;... Ay — By...B; mit t > k > 3. Ersetze dann die Regel (¢,r)
durch die Regeln

A1A2 — AgCl
CZ'ArH_Q — Ai+2Ci+1 fiir i = 1, - ,k -3
Ck_QAk — By... Bt.

Die so erzeugte Grammatik Gy erfiillt wiederum L(G2) = L(G), da jede neu eingefiihrte
Variable in nur einer Regel auf der linken Seite enthalten ist und deshalb die neuen Regeln zu
der entsprechenden alten Regel “zuriickverfolgt” werden kénnen. Auerdem ist G2 wiederum
eine Chomsky-1-Grammatik.

Schritt 3: Unser letztes Ziel ist es, dass alle Regeln auf der rechten Seite nicht mehr als zwei
Variablen enthalten. Fiige dazu fiir jede Regel (¢,7) mit |r| > 3 neue Variablen Dy, ..., Do
ein. Sei O.B.d.A. (¢,r) die Regel ¢ — By ... By, mit k > 3. Ersetze dann die Regel (¢,7) durch
die Regeln

{— BlDl
Di_>Bi+lDi+l fﬁrizl,...,k—B
Dy_9 — By_1By.

Nach den gleichen Uberlegungen wie vorher erhalten wir, dass die so erzeugte Grammatik
G’ wiederum L(G') = L(G) erfiillt. AuBerdem ist G’ eine Chomsky-1-Grammatik in der jede
Regel einer der gewiinschten Formen hat.

Aufgabe 5 (3 + 3 = 6 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Sprache
L = {(G1,G2) | G1, G2 kontextfreie Grammatiken mit L(G1) N L(G2) = (0}

unentscheidbar ist, indem Sie das PKP auf L reduzieren.



(b)

Zeigen Sie, dass die Sprache
L = {{G1,G2) | Gy, Go rechtslineare Grammatiken mit L(G1) N L(G2) = (0}

entscheidbar ist, indem Sie einen Algorithmus beschreiben, der L entscheidet.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die reguldren Sprachen unter Schnitt abgeschlossen sind.

Losung:

(a)

Eine PKP-Instanz ist eine Menge K = {(x1,91),...,(Tn,yn)}. Seien G1,G2 kontextfreie
Grammatiken mit folgenden Regeln

S—>x1Sy{z|a:2k5’ey§|...|a:,7“5~’yf;j2 S—>y1$x{%|y25x§'\...\yn5x§

S—>x1#y{%|x2#y§]...]azn#yf S—>y1#${%|y2#x§|...|yn#x§

Dann hat K eine Losung genau dann, wenn L(Gjp) N L(G2) nicht leer ist. Aus der
Unentscheidbarkeit des PKP folgt damit, dass auch L unentscheidbar ist.

Aus der Vorlesung ist ein Verfahren bekannt, mit dem sich G1, G5 in deterministische endliche
Automaten Ay, Ay mit L(A;) = L(G1), L(A2) = L(Gse) transformieren lassen3. Die Automa-
ten konnen geschnitten werden und man erhilt einen DEA A mit L(A) = L(G1) N L(G2).
Nach Entfernen von unerreichbaren Zusténden aus A gilt L(A) = () genau dann, wenn A
keinen akzeptierenden Zustand hat.

Aufgabe 6 (2 + 4 = 6 Punkte)

Zeigen Sie, dass die kontextsensitiven Sprachen den Sprachen der Klasse NTAPE(n) entsprechen?,
indem Sie in zwei Schritten vorgehen.

(a)

(b)

Sei L eine kontextsensitive Sprache. Dann existiert eine nichtdeterministische Turingmaschine
M, die L mit linearem Platzbedarf akzeptiert.

Sei M eine nichtdeterministische Turingmaschine die die Sprache L(M) mit linearem Platzbe-
darf akzeptiert. Dann existiert eine kontextsensitive Grammatik G, so dass gilt L(G) = L(M).

Losung:

Sei L eine kontextsensitive Sprache, und G eine Typ-1-Grammatik, die L erzeugt. Zeige, dass L
von einer nichtdeterministischen Turingmaschine 7" mit linearem Platzbedarf entschieden werden
kann. Die Grammatik G hat konstante Grofle und ldsst sich damit in O(1) Platz auf das Band
von T schreiben. Sei nun w eine Eingabe fiir T. Es gilt zu entscheiden, ob w € L ist. Im Falle
w = ¢ gilt w € L genau dann, wenn G die Ableitungsregel S — & enthilt. Andernfalls wird wie
folgt vorgegangen. Enthélt w ein Teilwort v, so dass G eine Regel u — v enthilt, ist u — v eine
mdogliche Ableitung. Die NTM T sucht in jedem Schritt erst alle moglichen Ableitungen und wéhlt
danach eine nichtdeterministisch aus. Dann wird v durch u ersetzt. Steht irgendwann nur noch S
auf Band hélt T und akzeptiert. Da T nur Ableitungen vornimmt, die durch G kodiert werden gilt

3Vergleiche Vorlesung 13, Folie 13ff.
“Vergleiche Vorlesung 13, Folie 18.



w € L falls T akzeptiert. Umgekehrt akzeptiert 1" falls w € L gilt, z.B. indem die Ableitungen,
die von S zu w fithren in umgekehrter Reihenfolge vorgenommen werden. Man beachte, dass die
Eingabe beim umgekehrten Anwenden der Ableitungen immer kiirzer wird. Zusammen mit der in
O(1) kodierten Grammatik wird so also hochstens linear viel Platz benotigt.

Seinun L € NTAPE(n) und 7' = (Q, X, T, 5,0, F') eine NTM, die L akzeptiert. Wir konstruieren eine
Grammatik G, die gerade die Sprache L erzeugt. Das Terminalalphabet von G sei gerade Y. Die Idee
ist es, die Kopfbewegungen und Zustandsiibergéinge von T als Ableitungen in G zu kodieren. Als
erstes brauchen wir ein Band, das aus mindestens einem Bandsymbol besteht. Jedes Bandsymbol
ist ein Tripel der Form (Q U {L}) x ¥ x I". Dabei steht der erste Wert fiir den Zustand, bzw. L
falls der Lesekopf nicht auf diesem Zeichen steht. Der zweite Wert steht fiir das Eingabesymbol auf
dem Eingabeband und der dritte Wert fiir das Bandsymbol auf dem Arbeitsband.

VoeX: S — (s,0,U) | (s,0,U)B
VoeX¥: B — BB|(L,o,U)

Man beachte, dass der Kopf von T zunéchst im Zustand s auf dem linkesten Symbol der Eingabe
steht. Auflerdem lésst sich durch die obigen Regeln jedes Wort auf dem Eingabeband erzeugen. Die
Idee ist es nun, dass eine solche Eingabe genau dann ableitbar sein soll, wenn M diese akzeptiert.
Betrachte deshalb fiir alle ¢ € Q \ F,0,0' € %,7,7 € T den Ubergang 6(¢,7) = (¢,%,d) mit
d € {L, N, R} und fiige folgende Regeln hinzu:

(L.0",9) (g.0.7) — (¢.0",7) (L,0,9) falls d = L
(Q7 g, 7) — (qu g, ’AY) fal].S d =N
(Qa g, r}/) (J—u OJ) r)/) — (J—u g, ’3/) ((j’ U/a ’Y/) falls d = R

Sobald ein akzeptierender Zustand f € F erreicht ist, muss das urspriingliche Wort entpackt werden.

(fio7) = @
(Lyo,y) o' — oo
o (L,0,7) = o' o

Ist € € L fiigen wir auerdem noch die Regel S — ¢ hinzu.

Aufgabe 7 (2+ 2+ 1+ (2) =5+ (2) Punkte)

Sei L = {a" | n ist Primzahl}.

Zeigen Sie, dass der Typ von L hochstens Eins ist.

(a
(b

)
) Zeigen Sie, dass L von Typ Eins ist.

(¢) Welchen maximalen Typ hat die Sprache L*? Beweisen Sie Thre Behauptung!
(d) Welchen Typ haben die Sprachen L? und L%?

Bonusfrage fiir Interessierte, ohne Beweis. Bei dieser Aufgabe dirfen Sie gerne bekanntes
(Un-) Wissen recherchieren und zitieren.

Losung:



(a)

Wir gehen &hnlich dazu vor, wie wir gezeigt haben, dass L nicht regulédr ist. Der einzige
Unterschied ist, dass beim Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen die Zerlegung und das
L2Aufpumpen“ ein bisschen anders funktioniert.

Sei n eine Konstante wie vom Pumpinglemma gefordert und z = wvwxy € L ein Wort mit
p = |z| > n, so dass k = |vz| > 1, |[vew| < n. Dann gilt fiir i = p + 1 dass uwv'wa’y Linge
p+pk = p(k+1) hat, und also uv'wx'y & L gilt. Damit ist L nicht kontextfrei bzw. héchstens
kontextsensitiv.

Mit einer Turingmaschine lésst sich auf naive Weise mit linearem Platzbedarf testen, ob eine
gegebene Zahl n eine Primzahl ist, indem fiir alle Werte m bis \ﬂn) gepriift wird, dass m kein
Teiler von n ist. Aus Aufgabe 6 (b) folgt dann direkt, dass es eine kontextsensitive Grammatik
gibt, die L erzeugt. Damit hat L mindestens Typ Eins, und zusammen mit Teilaufgabe (a)
ergibt sich, dass L genau Typ Eins hat.

Es gilt L* = ¥*\ {a}, denn jede Zahl aufler Eins ldsst sich als Summe von Primzahlen dar-
stellen. Jede gerade Zahl ldsst sich durch Aufsummieren von Zwei erzeugen, fiir jede ungerade
Zahl grofler gleich Drei kann man etwa einmal die Drei und dann ausreichend Zweien verwen-
den. Aulerdem enthélt L* das leere Wort, womit nur das Wort a in L* enthalten ist. Damit ist
L* eine koéndliche Sprache, fiir die wir auf Ubungsblatt 2, Aufgabe 3 (b) Regularitit gezeigt
hatten.

Laut der Goldbachvermutung lasst sich jede natiirliche Zahl als Summe von héchstens drei
Primzahlen darstellen. Damit hiitte L3 Typ 3. Die Goldbachvermutung ist allerdings eines
der bekanntesten ungeldsten Probleme der Mathematik. Der maximale Typ von L? ist also
unbekannt!

Ein schwiicheres Ergebnis stammt von Terence Tao®, und zwar, dass jede ungerade Zahl groBer
als Eins die Summe von hochstens fiinf Primzahlen ist. Jede Zahl lésst sich dann also Summe
von hochstens sechs Primzahlen darstellen. Das heifit, dass L5 Typ 3 hat.

5Siehe Artikel Every Odd Number Greater Than 1 is the Sum of at Most Five Primes.
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