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Grundprinizip AT

Institut fur Technologie

m Basiert nicht auf erhdhenden Wegen sondern auf zwei Operationen: PUSH und
RELABEL.

m Fluss in Zwischenschritten nicht unbedingt gultig (Flusserhaltung nicht
garantiert).

® Im Beispiel nur PusH-Operation veranschaulicht: Drickt den Fluss zum
nachsten Knoten und erzeugt dort gegebenfalls Uberschuss, der zurick gefuhrt

werden muss.
m RELABEL-Operation garantiert, dass Fluss in die richtige Richtung gedrtickt wird.
m im Beispiel darf der Fluss nicht von a tGber ¢ nach s zurick gedrickt werden.
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Grundprinizip ST
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Grundprinizip AT

Institut fur Technologie
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® Im Beispiel nur PusH-Operation veranschaulicht: Drickt den Fluss zum
nachsten Knoten und erzeugt dort gegebenfalls Uberschuss, der zurick gefuhrt
werden muss.
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Anpassung A\KIT

Gegeben: Netzwerk (D, s, t, ¢)
Erweitere cvonc: E — Rj aufc: V x V — Rj, indem

o(v. w) = bisheriger Wert (v, w) € E
7 o (v, w) & E

Konstruiere aus D = (V, E) neuen Graphen D’ = (V, E'):
E'=EU{(v,w) e VX V|(w,v)€ Eund(v,w) ¢ E}
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Erweiterte Flussdefinition AT
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Definition: Gegeben ein Netzwerk (D,s,t,c) mit angepasster Gewichtsfunktion, dann ist ein\
Fluss eine Abbildung f: V x V — R mit

1. Kapazitatsbedingung: far alle (v, w) € V x V qilt f(v, w) < c(v, w)
2. Antisymmetrie: fur alle (v, w) € V x V qilt f(v, w) = —f(w, v)

3. Flusserhaltung: fur alle v € V\{s, t} gilt >  f(u,v)=0
ueV

Wert eines Flusses: w(f) = > f(s,v) = > f(v,t)
K vevV vevV

Fluss/Kapazitat

Institut fir Theoretische Informatik
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Prafluss AT

Institut fur Technologi

Definition: Ein Préfluss ist eine Abbildung 7: V X V — R, welche die Kapazitétbedingung?
und die Antisymmetriebedingung erflllt sowie

firalle ve V\{s} > f(u,v)>0
ueV

In Knoten b flie3t mehr hinein als hinaus.

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Flusstiberschuss und Restkapazitat AT
-

Definition: Sei f ein Prafluss.

Flussiiberschuss: e(v) := > f(u,v) mitv € V\{t}
ueV

Restkapazitét: Abbildung rf: E’ — R sodass V(u, v) € E’ qilt rr(u, v) := c(u, v) — f(u, v)
N—

Beispiel:
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Flusstiberschuss und Restkapazitat QAT

Definition: Eine Kante (u, v) € E’ heiBt Residualkante bezlglich eines Préaflusses f, falls h
re(u, v) > 0.

Der Residualgraph zu f ist gegeben durch D(V, Ef) mit Ef := {(u,v) € E' | r¢(u, v) > 0}
N—
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Flusstiberschuss und Restkapazitat QAT
iy

Definition: Eine Kante (u, v) € E heif3t
®m nicht saturiert, falls 0 < f(u, v) < ¢(u, v), und

®m nichtleer, falls 0 < f(u, v) < c(u, v)

N—

Beispiel:

-—-

(u, v) ist nicht saturiert.
(w, v) ist saturiert.
(u, v) ist nicht leer.
(

v, y) ist leer.
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Beispiel AT

1 3/0 Karlsruher Institut fur Technologie

» Urspriingliche Kanten

————————— # Hinzugefligte Kanten Fluss/Kapazitat g,
Residualkanten Uberschuss
==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Beispiel AT
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Im Folgendem:

Fir bessere Ubersicht werden haufig nur urspriingliche
Kanten gezeichnet.

» Urspriingliche Kanten
--------- » Hinzugefiigte Kanten Fluss/Kapazitat,,,

Residualkanten Uberschuss
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Zulassige Markierung ST
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Definition: Eine Abbildung dist: V — Ny U {oo} hei3t zuldssige Markierung bzg|. eines )
Praflusses f, falls:

m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m firalle v € V\{t} undalle (v, w) € E; qilt dist(v) < dist(w) + 1

Ein Knoten v € V\{t} heiBt aktiv im Laufe des Algorithmus, wenn e(v) > 0 und
\dist(v) < oo.

Erinnerung: e(v) ist der Flussiiberschuss von v.

m Zu Beginn wird dist(s) := | V| und dist(v) := 0 fur alle v € V\{s} gesetzt.
m dist(v) wird geandert, aber stets zulassig gehalten.

m Es qilt stets:

m dist(s) = | V|

m Falls d/st ) < |V|flrv € V, soist dist(v) eine untere Schranke fiir den Abstand
von v zu tlm ReS|duaIgraph Dy.

m Falls dist(v)
untere Schranke fir Abstand von v zu s in Dy.

— | V| ist
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PuUsH-Operation QAT

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, rs(v, w) > 0 und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Gber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), rs(v, w)}
f(v,w) < f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A
re(v, w) < re(v, w) — A, re(w, v) < re(w, v) + A

e(v) < e(v) — A, e(w) < e(w) + A

Beispiel:

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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RELABEL-Operation AT

Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und far alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)

Effekt: dist(v) wird erhoht.

distiv) = 4 27 falls {w | re(v,w) >0} =0,
min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.

Beispiel:
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Algorithmus von Goldberg und Tarjan AT

Fur alle (v, w) € V x V mit (v, w) € E setze: Eingabe: Netzwerk (D, s, t,c) mit D =
(V,E)undc: E — R}

m c(v,w) <0 .
( ) Ausgabe: Maximaler Fluss f.

Far alle (v, w) € V x V setze:

m f(v,w) <0

m (v, w) < c(v,w)
Setze dist(s) < |V/|
Fir alle v € V\{s} setze:

m f(s,v) < c(s,v), re(s,v) < O

m f(v,8) « —c(s,v), re(v, s) < c(v,s) — f(v, s)
m dist(v) < 0
0

e(v) < c(s, V)

Solange es aktiven Knoten gibt:
m Wahle beliebigen aktiven Knoten v.

m Fuhre fur v eine zulassige Operation PUSH oder RELABEL aus.

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ausgefuhrte Operation:
Initialisierung

Anstehende Operation:
RELABEL(a)

B Uberschuss e(v)

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

m A < min{e(v), rf(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u vw) = Hv,w)+ A fw, ) = fHwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) < re(v,w) — A re(w, v) <= rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhdht.
m oev) < elv) — A,e(w) «<— e(w) + A dist(v) = oo, falls {w | re(v,w) > 0} =0,
~ | min{dist(w) + 1 | re(v, w) > 0} sonst.
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ausgefthrte Operationen:
Initialisierung
RELABEL(a)

Anstehende Operationen:
PUsH(a, b) mit A = 8
PUSH(a, ¢) mit A =10

B Uberschuss e(v) PusH(a, d) mit A = 13

Operation PUSH(D, f, v, w)

Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.

Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.
A <— min{e(v), re(v, w)}

Operation RELABEL(D, f, v, dist)
Vorbedingung: v ist aktiv und fir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
re(v, w) <= re(v, w) — A, rg(w, v) <— rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhdht.

e(v) <+ e(v) — A, e(w) < e(w) + A dist(v) = {OO falls {w | re(v,w) > 0} =0,

f(v,w) <— f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A

min{dist(w) + 1 | rg(v,w) > 0} sonst.
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 “g

Prof. Dr. Dorothea Wagner



Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ausgefthrte Operationen:
Initialisierung

RELABEL(a)

PUSH(a, b) mit A = 8
PUSH(a, ¢) mit A =10
PusH(a, d) mit A =13
RELABEL(a)

Anstehende Operation:
PUSH(a, s)y mit A =7

B Uberschuss e(v)

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A <— min{e(v), re(v, w)}

. Operation RELABEL(D, f, v, dist)

v, w) <= v, w) + A, f(w, v) <= fw,v) = A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
re(v, w) <= re(v, w) — A, rg(w, v) <— rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhdht.
e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A fall , 0} =0,
(v) (v) (w) (w) dist(v)z{oo, alls {w | re(v,w) > 0} =

min{dist(w) + 1 | rg(v,w) > 0} sonst.

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ausgefthrte Operationen:
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RELABEL(a)

PUSH(a, b) mit A = 8
PUSH(a, ¢) mit A =10
PusH(a, d) mit A =13
RELABEL(a)

PUSH(a, s) mit A =7

B Uberschuss e(v)

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

m A < min{e(v), rf(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u vw) = Hv,w)+ A fw, ) = fHwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) < re(v,w) — A re(w, v) <= rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhdht.
m oev) < elv) — A,e(w) «<— e(w) + A dist(v) = oo, falls {w | re(v,w) > 0} =0,
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Karlsruher e

Institut fur Technologi

Korrektheitsbeweis des Algorithmus von Goldberg und Tarjan
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Beweisstruktur AT

1. Schritt: Wenn Algorithmus terminiert und die Markierungen endlich
bleiben, dann ist das Ergebnis ein Maximalfluss.

a) Solange aktiver Knoten vorhanden, kann Operation PUSH oder Operation RELABEL
angewendet werden.

b) Es gilt stets: f ist Prafluss und dist ist bezuglich f zulassige Markierung.

c) tistim Residualgraph D des Praflusses f von s aus nicht erreichbar.

2. Schritt: Algorithmus terminiert und Markierungen bleiben endlich:
a) Finde obere Schranke flr dist.

b) Finde obere Schranke flr Anzahl Aufrufe von RELABEL.

c) Finde obere Schranke fur Anzahl Aufrufe von PUSH.

Bezeichne f die Abbildung, die schrittweise konstruiert wird.

NN Institut fir Theoretische Informatik
'G; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zulassigkeit der Operationen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

™~

Lemma 4.20: Sei f ein Prafluss auf D, die Funktion dist eine beziglich f zulassige
Markierung auf V und v € V ein aktiver Knoten. Dann ist entweder eine PUSH-Operation
lvon v oder eine RELABEL-Operation von v zulassig.

Beweis:

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flussiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u W) = Hv,w)+ A Hw, ) = fwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) = rp(v,w) — A, re(w, v) <= rg(w, v) + A Effekt: dist(v) wird erhoht.
B ev) < ev) — A,e(w) < e(w)+ A dist(v) - oo , falls {w | re(v,w) > 0} = 0,
| min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.

>
=.‘E. Institut fur Theoretische Informatik
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Zulassigkeit der Operationen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.20: Sei f ein Prafluss auf D, die Funktion dist eine beziglich f zulassige

Markierung auf V und v € V ein aktiver Knoten. Dann ist entweder eine PUSH-Operation
lvon v oder eine RELABEL-Operation von v zulassig.

Beweis: Erinnerung: Knoten v ist aktiv wenn e(v) > 0 und dist(v) < oc.
dist(v) nach Annahme zulassig, d.h. insbesondere:

dist(v) < dist(w) + 1 far alle w mit r¢(v, w) > O.

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flussiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u W) = Hv,w)+ A Hw, ) = fwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) < re(v,w) — A, rg(w, v) <= rg(w,v) + A Effekt: dist(v) wird erhoht.
B ev) < ev) — A,e(w) < e(w)+ A dist(v) - oo , falls {w | re(v,w) > 0} = 0,
| min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.
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Zulassigkeit der Operationen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

™~

Lemma 4.20: Sei f ein Prafluss auf D, die Funktion dist eine beziglich f zulassige
Markierung auf V und v € V ein aktiver Knoten. Dann ist entweder eine PUSH-Operation
lvon v oder eine RELABEL-Operation von v zulassig.

Beweis: Erinnerung: Knoten v ist aktiv wenn e(v) > 0 und dist(v) < oc.
dist(v) nach Annahme zulassig, d.h. insbesondere:

dist(v) < dist(w) + 1 fir alle w mit r¢(v, w) > O.
Falls PusH(v,w) flr kein w mit r¢(v, w) > 0 zulassig ist, dann gilt:

dist(v) < dist(w) far alle w mit r¢(v, w) > 0.

—p» RELABEL(V) ist zulassig.

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flussiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v,w)}
. Operation RELABEL(D, f, v, dist)
u W) = Hv,w)+ A Hw, ) = fwv) — A Vorbedingung: v ist aktiv und fiir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
w (v, w) < re(v,w) — A, rg(w, v) <= rg(w,v) + A Effekt: dist(v) wird erhoht.
B ev) < ev) — A,e(w) < e(w)+ A dist(v) - oo , falls {w | re(v,w) > 0} = 0,
| min{dist(w) + 1 | rs(v,w) > 0} sonst.

=““. Institut fir Theoretische Informatik
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Prafluss und zuldssige Markierung AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stets
ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Prafluss und zuldssige Markierung AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stets
ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

Beweis durch Induktion tber Anzahl k zulassiger Operationen.

IA: Behauptung ist aufgrund der Initialisierung richtig.
— Annahme: Behauptung gilt nach k-ter Operation.

Fir alle (v, w) € V x V mit (v, w) € E setze:

m c(v,w) <0
Far alle (v, w) € V x V setze:

m f(v,w)<0
m (v, w) < c(v,w)
Setze dist(s) < |V/|
Fir alle v € V\{s} setze:
m f(s,v) < c(s,Vv), re(s,v) < 0

f(v,s) < —c(s, V), rf(v,s) < c(v,s) — f(v, )

a
dist heil3t zulassig wenn _
® dist(s) = | V| und dist(t) = 0 und el =0
m Vv e V\{t}undV(v,w) € Es: dist(v) < dist(w) + 1 m e(v) < c(s, V)
==. Institut fir Theoretische Informatik
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Prafluss und zuldssige Markierung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stets
ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

Beweis durch Induktion tber Anzahl k zulassiger Operationen.

IA: Behauptung ist aufgrund der Initialisierung richtig.
— Annahme: Behauptung gilt nach k-ter Operation.

IS: (k+1)-te Operation ist PUSH(v,w): dist bleibt unverandert, f andert sich

Operation PUSH(D, f, v, w)

Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.

Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.
A < min{e(v), re(v, w)}

dist heil3t zuldssig wenn fv,w) <= f(v,w) + A, f(w,v) <= f(w,v) — A
m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und

a Vve VW{thundV(v,w) € E: dist(v) < dist(w) + 1

re(v, w) <— re(v, w) — A, re(w, v) < reg(w, v) + A

e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

Institut fir Theoretische Informatik

AN
»
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Prafluss und zuldssige Markierung AT

Institut fur Technologie

Lemma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stets
ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

Beweis durch Induktion tber Anzahl k zulassiger Operationen.

IA: Behauptung ist aufgrund der Initialisierung richtig.
— Annahme: Behauptung gilt nach k-ter Operation.

IS: (k+1)-te Operation ist PUSH(v,w): dist bleibt unverandert, f andert sich
1. Prafluss bleibt offensichtlich erhalten.

2. Betrachte Zustand nach Ausfihrung von PUSH(v, w):

1. Fall, r¢(v, w) = 0: dist bleibt trivialerweise zulassig.

2. Fall, rr(w, v) > 0: dist bleibt zulassig, denn
fir Ausfihrung von PUSH muss gelten: dist(w) = dist(v) — 1 < dist(v) + 1

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

m A < min{ev), re(v,w)}
dist heil3t zuldssig wenn n fv,w) < f(v,w) + A, f(w, V) <= f(w,v) — A
{ m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und w (v, w) <= rp(v,w) — A rp(w, v) <= rp(w, v) + A
m Vv e V\{t}undV(v,w) € Es: dist(v) < dist(w) + 1| m ev) « ev) — A, ew) < ew) + A

Al

EENE Institut fir Theoretische Informatik
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Prafluss und zuldssige Markierung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

t.emma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stetﬂ

ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

Beweis durch Induktion tber Anzahl k zulassiger Operationen.

IA: Behauptung ist aufgrund der Initialisierung richtig.
— Annahme: Behauptung gilt nach k-ter Operation.

IS: (k+1)-te Operation ist RELABEL(V): dist wird verandert, f bleibt unverandert

Operation RELABEL(D, f, v, dist)
Vorbedingung: v ist aktiv und flr alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
Effekt: dist(v) wird erhoht.

rist heiBt zuldssig wenn dist(v) = {OO’ falls {w | re(v,w) > 0} = 0,

a dist(s) = |V| und dist(t) = 0 und min{dist(w) + 1 | rg(v,w) > 0} sonst.
m Vv V\{t} und V(v, w) € Ef: dist(v) < dist(w) + 1|

NN Institut fir Theoretische Informatik
y |
P

= Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Prafluss und zuldssige Markierung AT

Institut fur Technologie

Lemma 4.21: Wahrend des Ablaufs des Algorithmus von Goldberg und Tarjan ist f stets
ein Prafluss und dist stets eine bezlglich f zulassige Markierung.

Beweis durch Induktion tber Anzahl k zulassiger Operationen.

IA: Behauptung ist aufgrund der Initialisierung richtig.
— Annahme: Behauptung gilt nach k-ter Operation.

IS: (k+1)-te Operation ist RELABEL(V): dist wird verandert, f bleibt unverandert
Vor RELABEL(V) gilt:
dist(v) < dist(w) fur alle w mit r¢(v, w) > 0.
RELABEL(V) setzt:
dist(v) = min{dist(w) + 1 | r¢(v, w) > 0}
Folglich: dist wieder zulassig.
Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und flr alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)
Effekt: dist(v) wird erhoht.

rist heiBt zuldssig wenn dist(v) = {OO’ falls {w | re(v,w) > 0} = 0,

a dist(s) = |V| und dist(t) = 0 und min{dist(w) + 1 | rg(v,w) > 0} sonst.
m Vv V\{t} und V(v, w) € Ef: dist(v) < dist(w) + 1|

NN Institut fir Theoretische Informatik
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Erreichbarkeit der Senke im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.22: Sei f ein Prafluss und dist beziglich f zulassig. Dann ist t im Residual-
graph D von s aus nicht erreichbar (es gibt also keinen gerichteten s-t-Weg in D).

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Erreichbarkeit der Senke im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.22: Sei f ein Prafluss und dist beziglich f zulassig. Dann ist t im Residual-
graph D von s aus nicht erreichbar (es gibt also keinen gerichteten s-t-Weg in D).

Beweis: Annahme es gibt einen solchen Wegs=vy — v — --- = vp =tin Dy

Es gilt also:
re(vi, Vigq) > 0firo </ < /£ — 1 )
Da dist zulassig ist gilt deshalb: —  dist(s) < dist(t) + ¢
dist(v;) < dist(viy1)+1faro < i< /¥ —1 )
dist heil3t zulassig wenn
m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m Vv e V\{t}undV(v,w) € Ef: dist(v) < dist(w) + 1
=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Erreichbarkeit der Senke im Residualgraph \\(|'|'

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.22: Sei f ein Prafluss und dist beziglich f zulassig. Dann ist t im Residual-
graph D von s aus nicht erreichbar (es gibt also keinen gerichteten s-t-Weg in D).

Beweis: Annahme es gibt einen solchen Wegs=vy — v — --- = vp =tin Dy

Es qilt also:
re(vi, Vigr) > 0faro <j < £ — 1 )

Da dist zulassig ist gilt deshalb: — dist(s) < dist(t) + ¢
dist(v;) < dist(viy)+1faro <i < /¢ —1 )

Aus dist(s) < dist(t) + £, dist(t) = 0und £ < |V| — 1 folgt: dist(s) < |V|
dist(s) = | V|

m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und

dist heif3t zulaSS/g wenn
m Vve V\{t} und V(v, w) € Ef: dist(v) < dist(w) + 1

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Partielle Korrektheit des Algorithmus AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

™~

Satz 4.23: Falls der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert und am Ende
alle Markierungen endlich sind, dann ist der konstruierte Prafluss ein Maximalfluss im

\Netzwerk (D; s, t; C).

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Partielle Korrektheit des Algorithmus QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

™~

Satz 4.23: Falls der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert und am Ende
alle Markierungen endlich sind, dann ist der konstruierte Prafluss ein Maximalfluss im

\Netzwerk (D; s, t; C).

Beweis: Sei f Ergebnis des Algorithmus
1. Nach Lemma 4.21 ist f Prafluss.
2. Nach Lemma 4.20 bricht Algorithmus ab, wenn kein aktiver Knoten exisiert.
3. Nach Voraussetzung und Lemma 4.20 gilt
e(v)=0flrallev e V\ {s,t}

—p> fist ein Fluss.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Partielle Korrektheit des Algorithmus QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

™~

Satz 4.23: Falls der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert und am Ende
alle Markierungen endlich sind, dann ist der konstruierte Prafluss ein Maximalfluss im

\Netzwerk (D; s, t; C).

Beweis: Sei f Ergebnis des Algorithmus
1. Nach Lemma 4.21 ist f Prafluss.

2. Nach Lemma 4.20 bricht Algorithmus ab, wenn kein aktiver Knoten exisiert.
3. Nach Voraussetzung und Lemma 4.20 gilt
e(v)=0flrallev e V\ {s,t}

—p> fist ein Fluss.

Nach Lemma 4.22 gibt es keinen Weg von s nach t.
—» Es gibt keinen bezlglich f erhohenden Weg von s nach tin D.

f ist Maximalfluss im Netzwerk (D; s; t; ¢)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Beweisstruktur AT

1. Schritt: Wenn Algorithmus terminiert und die Markierungen endlich
bleiben, dann ist das Ergebnis ein Maximalfluss.

a) Solange aktiver Knoten vorhanden, kann Operation PUSH oder Operation RELABEL
angewendet werden.

b) Es gilt stets: f ist Prafluss und dist ist bezuglich f zulassige Markierung.

c) tistim Residualgraph D des Praflusses f von s aus nicht erreichbar.

2. Schritt: Algorithmus terminiert und Markierungen bleiben endlich:
a) Finde obere Schranke flr dist.

b) Finde obere Schranke flr Anzahl Aufrufe von RELABEL.

c) Finde obere Schranke fur Anzahl Aufrufe von PUSH.

Bezeichne f die Abbildung, die schrittweise konstruiert wird.

NN Institut fir Theoretische Informatik
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Erreichbarkeit der Quelle im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Lemma 4.24: Sei f ein Prafluss auf D. Wenn flr v gilt, dass e(v) > 0, so ist s in Df von
v aus erreichbar.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Erreichbarkeit der Quelle im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.24: Sei f ein Prafluss auf D. Wenn flr v gilt, dass e(v) > 0, so ist s in Df von
v aus erreichbar.

Beweis: Sei S, die Menge der Knoten, die in Df von v aus erreichbar sind.

Annahme: sist nicht in S, enthalten. @ S,

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Erreichbarkeit der Quelle im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.24: Sei f ein Prafluss auf D. Wenn flr v gilt, dass e(v) > 0, so ist s in Df von
v aus erreichbar.

Beweis: Sei S, die Menge der Knoten, die in Df von v aus erreichbar sind.

Annahme: sist nicht in S, enthalten. @ S
74
Da f Préafluss istund s € Sy, gilt
> ew) >0 e(v) > 0

weSy ) <:>
> e(w) >0

weS,
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Erreichbarkeit der Quelle im Residualgraph AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.24: Sei f ein Prafluss auf D. Wenn flr v gilt, dass e(v) > 0, so ist s in Df von
v aus erreichbar.

Beweis: Sei Sy die Menge der Knoten, die in Dr von v aus erreichbar sind.
Annahme: sist nicht in S, enthalten.
Da f Préafluss istund s € Sy, gilt

Zs e(w) = 0 re(u, w) > 0
wesSy

Ze(w)>0

weS,

Damit gibt es eine Kante (u,w) mitu € Sy, w € S, und f(u, w) > 0.

Die Gegenkante (w, u) besitzt also Restkapazitat r¢(w, u) > 0.

Widerspruch zu: v ist nicht in Dy von v aus erreichbar.

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Obere Schranke fiir Distanz AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt
Vv € V dist(v) < 2|V| —1.
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Obere Schranke fiir Distanz

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt

Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Beweis:

Initialisierung: Behauptung gilt offensichtlich.

Beliebiger Zeitpunkt wenn dist(v) von v geandert wird:

Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und fir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)

Effekt: dist(v) wird erhoht.

, oo,
dist heiBt zu/éz'ssig wenn dist(v) = { -
m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m Vve V\{t} und Y(v, w) € Ef: dist(v) < dist(w +1|

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

falls {w | re(v,w) > 0} = 0,

min{dist(w) + 1 | rg(v,w) > 0} sonst.
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Obere Schranke fiir Distanz QAT

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt

Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Beweis:
Initialisierung: Behauptung gilt offensichtlich.

Beliebiger Zeitpunkt wenn dist(v) von v geandert wird:

Knoten v ist aktiv, d.h. e(v) > 0.
Nach Lemma 4.24: s ist von v in D¢ erreichbar:

Vv=VW—>VI —: - —>Vp=S8
mit dist(v;) < dist(viyq)+1fir1 <; < /¢ —1

Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und fir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)

Effekt: dist(v) wird erhoht.

dist(v) = oo | falls {w | re(v,w) > 0} =0,
min{dist(w) + 1 | rg(v,w) > 0} sonst.

m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und

dist heif3t zu/éz'ssig wenn
m Vve V\{t} und V(v, w) € Ef: dist(v) < dist(w +1|

u Institut fir Theoretische Informatik
g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Obere Schranke fiir Distanz

2
-
—

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt

Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Beweis:
Initialisierung: Behauptung gilt offensichtlich.

Beliebiger Zeitpunkt wenn dist(v) von v geandert wird:

Knoten v ist aktiv, d.h. e(v) > 0.
Nach Lemma 4.24: s ist von v in D¢ erreichbar:

V=V —> V| —> - —>Vp=8§
mit dist(v;) < dist(viyq)+1fir1 <; < /¢ —1
Wegen £ < |V| — 1 folgt:

dist(v) < dist(s) + £ < 2|V| — 1

Operation RELABEL(D, f, v, dist)

Vorbedingung: v ist aktiv und fir alle w mit r¢(v, w) > 0 gilt dist(v) < dist(w)

Effekt: dist(v) wird erhoht.

L"

, oo,
ist heiBt zuldssig wenn e = {min{d,-st(w
m dist(s) = |V|und dist(t) = 0 und
m Vv e V\{t}undV(v,w) € Es: dist(v) < dist(w) + 1

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

falls {w | re(v,w) > 0} = 0,

)+ 1| re(v,w) > 0} sonst.
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Obere Schranke f(ir Distanz QAT

Lemma 4.25: Wahrend des gesamten Algorithmus gilt
Vv € V dist(v) < 2|V| —1.

Beweis:
Initialisierung: Behauptung gilt offensichtlich.

Beliebiger Zeitpunkt wenn dist(v) von v geandert wird:

Knoten v ist aktiv, d.h. e(v) > 0.
Nach Lemma 4.24: s ist von v in D¢ erreichbar:

V=V —> V| —> - —>Vp=8§
mit dist(v;) < dist(viyq)+1fir1 <; < /¢ —1
Wegen £ < |V| — 1 folgt:

dist(v) < dist(s) + £ < 2|V| — 1

Es folgt:

Lemma 4.26: Im Laufe der Ausflihrung werden pro Knoten hochstens 2| V| —1 RELABEL-
Operationen ausgefuhrt. Die Gesamtzahl der RELABEL-Operationen ist also hochstens
2| V2.

Institut fir Theoretische Informatik
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Beweisstruktur AT

1. Schritt: Wenn Algorithmus terminiert und die Markierungen endlich
bleiben, dann ist das Ergebnis ein Maximalfluss.

a) Solange aktiver Knoten vorhanden, kann Operation PUSH oder Operation RELABEL
angewendet werden.

b) Es gilt stets: f ist Prafluss und dist ist bezuglich f zulassige Markierung.

c) tistim Residualgraph D des Praflusses f von s aus nicht erreichbar.

2. Schritt: Algorithmus terminiert und Markierungen bleiben endlich:
a) Finde obere Schranke flr dist.

b) Finde obere Schranke flr Anzahl Aufrufe von RELABEL.

c) Finde obere Schranke fur Anzahl Aufrufe von PUSH.

Bezeichne f die Abbildung, die schrittweise konstruiert wird.
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Abschatzung PUsH-Operationen

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Definition 4.27: Eine Operation PUSH(v, w) hei3t saturierend, wenn danach r¢(v, w) = 0 gilt.
Ansonsten heil3t PUSH(v, w) nicht saturierend.

re(v,w) =4

2/6 . 6/6

e -\ W) - ’ -S-H-( ‘-/’-Mi)—_i - ri(v,w) =0 (saturierend)
—2/0 A, —6/0

\\&&/p
WO
A 4/6
SR (v, w) =2 (nicht saturierend)
—4/0
Zeige:

—

Lemma 4.28: Wéahrend des Algorithmus werden héchstens 2| V|| E| saturierende PUSH
ausgefuhrt.

a

—

Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden hochstens 4| V/|?|E| nicht saturierende
PuUSH ausgeflnhrt.
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Abschéatzung PusH-Operationen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Definition 4.27: Eine Operation PUSH(v, w) heil3t saturierend, wenn danach r¢(v, w) = 0 gilt.
Ansonsten heil3t PUSH(v, w) nicht saturierend.

re(v,w) =4
2/6 PUSH(v,w)=4 I -
o w) > S re(v, w) =0 (saturierend)
—2/0 - —6/0

Damit ergibt sich:

™

Satz 4.30: Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert

nach O(|V|?|E|) Ausfiinrungen zuldssiger PUSH- oder RELABEL-
Operationen.

TRANS YVNJIT WANVTT

- ¥ W RATITINTTNA NANIJI I\Ivvll LILILILI

TIN VT INUVWVT TN l—l L4 |Il—| WOALUUT TWVT T TNAANY 1 A=A B |

ausgefuhrt.

S—

—

Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 4| V|?|E| nicht saturierende
PUSH ausgeflhrt.

i.‘!E Institut fir Theoretische Informatik
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Saturierende PUsH-Operationen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma 4.28: Wéahrend des Algorithmus werden héchstens 2| V|| E| saturierende PUSH
ausgefuhrt.
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Saturierende PUsH-Operationen QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.28: Wéahrend des Algorithmus werden héchstens 2| V|| E| saturierende PUSH

ausgefuhrt.

Beweis: Betrachte saturierendes PUSH(v, w):

Es qilt: rs(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Operation PUsH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v, w)}

f(v, w) < f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A
re(v, w) <— re(v,w) — A rg(w, v) <= rg(w, v) + A
e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Saturierende PUsH-Operationen QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.28: Wéahrend des Algorithmus werden héchstens 2| V|| E| saturierende PUSH
ausgefuhrt.

Beweis: Betrachte saturierendes PUSH(v, w):

. . . PUSH1(v, w)
Es qilt: rs(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1 o
—» Erneutes PusH(v, w) nur moglich, wenn in der Zwischenzeit Push(w, v). ROSHIW)
Fir PUSH(w, v) musste aber dist(w) = dist(v) + 1 gelten. PUSH2(v, w)

—» Nach Ausfuhrung vom zweiten PUSH(v, w):

dist(v) und dist(w) wurden um mindestens zwei erhoht.

Operation PUsH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v, w)}
f(v, w) < f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A
re(v, w) <— re(v,w) — A rg(w, v) <= rg(w, v) + A

e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Saturierende PUsH-Operationen QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.28: Wéahrend des Algorithmus werden héchstens 2| V|| E| saturierende PUSH
ausgefuhrt.

Beweis: Betrachte saturierendes PUSH(v, w):

. . . PUSH1(v, w)
Es qilt: rs(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1 o
—» Erneutes PusH(v, w) nur moglich, wenn in der Zwischenzeit Push(w, v). ROSHIW)
Fir PUSH(w, v) musste aber dist(w) = dist(v) + 1 gelten. PUSH2(v, w)

—» Nach Ausfuhrung vom zweiten PUSH(v, w):

dist(v) und dist(w) wurden um mindestens zwei erhoht.

Nach Lemma 4.25:
dist(v) < 2|V| — 1 und dist(w) < 2|V| — 1.

Fir Kante (v, w) maX|maI 2|V| — 1 viele satunerende PuUsH-Operationen.

Operation PUsH(D, f, v, w)
|nsgesamt: Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flusstberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v, w)}
f(v, w) < f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A

Maximal 2|V||E| viele saturierende
PuUsH-Operationen.

re(v, w) <— re(v,w) — A rg(w, v) <= rg(w, v) + A

e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

u Institut fir Theoretische Informatik
g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Nicht saturierende PuUsH-Operationen AT
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Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 4| V/|?|E| nicht saturierende
PuUSH ausgeflnhrt.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Nicht saturierende PuUsH-Operationen QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 4| V/|?|E| nicht saturierende

PuUSH ausgeflnhrt.

Beweis: Betrachte Veranderungvon - _

Initialisierung: D = 0 (Es gilt immer D > 0)
Auswirkungen der Operationen auf D

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

2

dist(v)

ve V\{s,t},
v aktiv

Operation PUSH(D, f, v, w)

Vor

bedingung: v ist aktiv, rg(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.

Effekt: Flussiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v, w)}

f(v,w) <— f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A
re(v, w) <= re(v,w) — A rg(w, v) < re(w, v) + A
e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

==. Institut fir Theoretische Informatik

4 4h
W Prof. Dr. Dorothea Wagner



Nicht saturierende PuUsH-Operationen QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 4| V/|?|E| nicht saturierende
PuUSH ausgeflnhrt.

Beweis: Betrachte Veranderung von D = Z dist(v)

ve V\{s,t},
v aktiv

Initialisierung: D = 0 (Es gilt immer D > 0)
Auswirkungen der Operationen auf D

Nicht saturiendes PUsH setzt D um mind. 1 herab, denn:
v ist danach nicht aktiv und dist(w) = (v) — 1

Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flussiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v, w) }
f(v,w) < f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A
re(v, w) <= re(v,w) — A rg(w, v) < re(w, v) + A

e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Nicht saturierende PuUsH-Operationen QAT

Institut fur Technologie

Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 4| V/|?|E| nicht saturierende
PuUSH ausgeflnhrt.

Beweis: Betrachte Veranderungvon  p _ Z dist(v)

ve V\{s,t},
v aktiv

Initialisierung: D = 0 (Es gilt immer D > 0)
Auswirkungen der Operationen auf D

Nicht saturiendes PUsH setzt D um mind. 1 herab, denn:
v ist danach nicht aktiv und dist(w) = (v) — 1

Saturiendes PusH erhoht D um max. 2|V| — 1 (Lemma 4.25).

— saturiende PUsH-Operationen erhéhen D um max. (2| V| — 1) - 2| V|| E| (Lemma 4.28)
—A

RELABEL-Operationen erhéhen D um max. (2|V| — 1) - |V| (Lemma 4.26).

B

=B Operation PUSH(D, f, v, w)
Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
Effekt: Flussiberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v, w)}

f(v,w) <— f(v,w) + A, f(w,v) < f(w,v) — A
re(v, w) <= re(v,w) — A rg(w, v) < re(w, v) + A
e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

=.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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Nicht saturierende PuUsH-Operationen QAT

Institut fur Technologie

Lemma 4.29: Wahrend des Algorithmus werden héchstens 4| V/|?|E| nicht saturierende
PuUSH ausgeflnhrt.

Beweis: Betrachte Veranderungvon  p _ Z dist(v)

ve V\{s,t},
v aktiv

Initialisierung: D = 0 (Es gilt immer D > 0)
Auswirkungen der Operationen auf D

Nicht saturiendes PUsH setzt D um mind. 1 herab, denn:
v ist danach nicht aktiv und dist(w) = (v) — 1

Saturiendes PusH erhoht D um max. 2|V| — 1 (Lemma 4.25).

— saturiende PUsH-Operationen erhéhen D um max. (2| V| — 1) - 2| V|| E| (Lemma 4.28)
—A

RELABEL-Operationen erhéhen D um max. (2|V| — 1) - |V| (Lemma 4.26).

B

Anzahl nicht saturierender PUSH: =B operation PusH(D, 1, v, w)

Vorbedingung: v ist aktiv, r¢(v, w) > 0und dist(v) = dist(w) + 1.
maximal B+ A S 4‘ V‘Z | E| Effekt: Flussuberschuss wird von v nach w Uber Kante (v, w) geschoben.

A < min{e(v), re(v,w)}

m fv,w) < f(v,w)+ A, f(w,v) < f(w,v) — A

m (v, w) < (v, w) — A rg(w, v) < re(w,v) + A
]

e(v) < e(v) — A,e(w) < e(w) + A

=.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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Terminierung des Algorithmus AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

™~

Satz 4.30: Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan terminiert
nach O(|V|?|E|) Ausflihrungen zuldssiger PUSH- oder RELABEL-
Operationen.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Implementation QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Laufzeit hangt stark von Wahl der aktiven Knoten ab:

® FIFO-Implementierung: Wahle aktive Knoten entsprechend first-in-first-
out-Prinzip: O(|V]°) Laufzeit.

Mit dynamischen Baumen: O(|V||E|log |“;|| )

m Highest-Label: FUr PusH wahle aktiven Knoten mit hochstem dist-Wert:
O(|VP|E|?)

m Excess-Scaling: Fir PusH(v,w) wird die Kante (v, w) so gewahlt, dass v
aktiv, e(v) geeignet groi3 und e(w) geeignet klein ist: O(|E| + | V|?log C),

mit C = max c(u, v)
(u,v)eE
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