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Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion )
c: E — N. Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht,

d.h.
c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.

uv € E
ueSund veV\S

Problem ist N P-schwer.

V\S
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Problem MAXCuUT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion )
c: E — N. Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht,
d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.
uv € E
| ueSund veV\S
Problem ist N"P-schwer.
- f ganzzahliges reellwertiges

ransformation i Relaxierun -
G=(V,E) » duadratisches 9 » duadratisches ,
Programm (IQP) Programm (QP<)

ber N (iber R?

. Transformation mithilfe eines randomisierten Algorithmus
Losung =
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Ganzzahliges Quadratisches Programm

IT
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c({i,j}) falls {i,j} € E
Zuiundj € V :={1,...,n} definiere ¢ := { ({7 13) U.j} €
0 sonst
1QP(/):
1 n [j—1
max — - Cij-(1—X-Xx
> 121: >y (1)

unter den Nebenbedingungen

xi,xi € {—1,1} und 1<i,j<n.

Gewichtungsmatrix:
3 1 2 3 4 5
NG 1 3 1
V\S 2 | 3 5 2
3 5 6
4 6 2
I8 5|12 o
e, Lésung:
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Relaxierung von IQP(l)

Karlsruher Institut fur Technologie

Sei x' = (x{, x5) € R2 normierter Vektor.

\
QP?()):
1 S
maxé -ZZCU-U — x' - X)
=1 i=1
unter den Nebenbedingungen
\ x', xI € R? sind normierte Vektoren
Fir das Produkt von x’ und ¥/ gilt:
XX =X x o+ xbh X
Beachte: Jede Lésung (x1, . . ., X») von IQP(/) induziert eine Lésung (x', ..., x") von

QP?(/) mittels x' = (x;, 0).

= QP?(]) ist Relaxierung von IQP(l)
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Random MaxCut
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Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N

Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x', . . ., x") fir QP2(G,c)
2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {icV:x-r>0}
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- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢
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Random MaxCut
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Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N

Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x', . . ., x") fir QP2(G,c)
2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {icV:x-r>0}
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Skizze:

- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

1. Schritt: Berechne Lésung fiir QP?:

X4
Aé ~
X X1
P
X5
X3
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Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x', . . ., x") fir QP2(G,c)
2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {icV:x-r>0}

- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

2. Schritt: Rate Vektor r

Skizze: A /.
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Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x', . . ., x7) fir QP2(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {icV:x-r>0}

- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

3. Schritt: Berechne S
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Random MaxCut \‘(lT
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Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x1, .. ., x) fiir QP2(G,c)
2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.8« {ieV:xi-r>0}

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Cgrmc(/) der Wert der Losung, die RANDOM
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

N\

n j—1

E E Cij - arccos( (I - xJ)

A =
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Random MaxCut AT

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x', . . ., x7) fir QP2(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1
3.8+ {ie V:;"-rZO}

Satz 8.19: Fir eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine Losung mit dem)
Wert Crmc()), fUr die gilt

E[Crmc (/)]

> 0,8785 .
OPT(l)
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Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Losung (x', . . ., x) fiir QP2(G,c)
2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.8« {ieV:xi-r>0}

m RANDOM MAXCUT ist polynomiell, falls Schritt 1 polynomiell ist.
m Bisher nicht bekannt, ob QP? polynomiell gelést werden kann.

m Idee: Modifiziere QP? so, dass RANDOM MAXCUT polynomiell geldst wird.
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Effiziente Lo6sung von QP?(/) QAT
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= n .
1 o QP o=
maxg'zzc"j'“_xl'xj) TS = - cij - (1 — my)
.=1 ‘=1 [l = . ._ ._
N : I- ist aquivalent zu | /-1' i=1
unter den Nebenbedingungen mit m; = x' - xJ und m;; = 1 und unter

x', x¥) € R? sind normierte Vektoren. den Nebenbedingungen

xi, x! € R" sind normierte Vektoren.
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Effiziente Lo6sung von QP?(/) QAT

— n
: n j - QP 1 n j—1
maXE-ZZC/j-(‘I—XI-XJ) maxE- c,-j-(1—m,-j)
=1 =1 e =1 =
= ist aquivalent zu A
unter den Nebenbedingungen mit m;; = x' - ¥/ und m;; = 1 und unter

x', x¥) € R? sind normierte Vektoren. den Nebenbedingungen

xi, x! € R" sind normierte Vektoren.

Definition 8.20: Eine n x n-Matrix M hei3t positiv semidefinit, falls fir jeden Vektor x € R”

gilt:
XT-M-XZO

Die Matrix M := (m;;) ist positiv semidefinit.

Denn: Symmetrische Matrix M ist genau dann positiv semidefinit, wenn es m x n-Matrix P

(m < n) gibt, sodass
M=P".P

(P ist in polynomieller Zeit berechenbar, falls M positiv semidefinit.)

(FUr jede positiv semidefinite n x n-Matrix M mit m;; = 1 qilt, dass n normierte Vektoren

x1, ..., x" € R" mit mj; = x' - x/ in polynomieller Zeit berechnet werden kénnen.)
=.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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Effiziente Lo6sung von QP?(/) AT

ap"

max— ZZC,/ (1 —x" - x)

unter den Nebenbedlngungen

N |

Z Z cij + (1 — mj)
J=1

ist Aquivalent zu =1

mit m; = x' - x/ und m;; = 1 und unter
x', x¥) € R? sind normierte Vektoren. den Nebenbedingungen

xi, x! € R" sind normierte Vektoren.

Definition 8.20: Eine n x n-Matrix M hei3t positiv semidefinit, falls fir jeden Vektor x € R”

gilt:
T-M-XZO

Die Matrix M := (m;;) ist positiv semidefinit.

Damit entspricht QP"(/) dem Problem SEMI-DEFINIT-CUT(]).

Satz: Es gibt Algorithmus A fiir jedes €, sodass .4 polynomiell in EingabegroRe)
und log( 1) ist und
Ae(l) = OPTsp(l) —

\wobei OPTsp(l) optimaler Losungswert von SEMI-DEFINIT-CUT(I).

(Ohne Beweis) |_> Man kann zeigen: Fir e = 10> wird Approximationsgiite
von RANDOM MAXCUT erreicht.

=.‘=. Institut fir Theoretische Informatik

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 ='=; Prof. Dr. Dorothea Wagner



