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Motivation — Transportnetzwerk AT
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ﬁ Produzent Y Konsument

O Zwischenstation / Transportweg

= Flussnetzwerk mit mehreren
Quellen und mehreren Senken
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Motivation — Transportnetzwerk AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

ﬁ Produzent Y Konsument

O Zwischenstation / Transportweg

= Flussnetzwerk mit mehreren
Quellen und mehreren Senken

Neu: Kosten flr die Nutzung eines Transportwegs

=> Flussnetzwerk mit mehreren Quellen/Senken und Kosten auf den Kanten
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Formale Definition AT

Definition: Flussnetzwerk mit Kosten
Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten
cost: E — IR sowie mit
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Formale Definition AT

~

Definition: Flussnetzwerk mit Kosten
Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten
cost: E — IR sowie mit

— Z

Senken haben positiven Bedarf, Quellen negativen.
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Formale Definition AT

~

Definition: Flussnetzwerk mit Kosten
Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten

cost: E — IR sowie mit

=
Senken haben positiven Bedarf, Quellen negativen. /

Es wird genauso viel produziert wie konsumiert.
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Formale Definition AT
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Definition: Flussnetzwerk mit Kosten
Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten
cost: E — IR sowie mit

=
Senken haben positiven Bedarf, Quellen negativen. /

Es wird genauso viel produziert wie konsumiert.

~N

Definition: Fluss & Flusskosten
Ein Fluss f in D ist eine Abbildung f: E — Rj mit:

m faralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)
m faralleu e V:
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Formale Definition AT
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Definition: Flussnetzwerk mit Kosten
Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten
cost: E — IR sowie mit

=
Senken haben positiven Bedarf, Quellen negativen. /

Es wird genauso viel produziert wie konsumiert.

~N

Definition: Fluss & Flusskosten
Ein Fluss f in D ist eine Abbildung f: E — Rj mit:

m faralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)
m faralleu e V:

Es kann sein, dass eine solche Abbildung garnicht existiert!
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Formale Definition \KlT
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Definition: Flussnetzwerk mit Kosten

Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten
cost: E — IR sowie mit

\ ///
Senken haben positiven Bedarf, Quellen negativen. /

Es wird genauso viel produziert wie konsumiert.

~N

Definition: Fluss & Flusskosten
Ein Fluss f in D ist eine Abbildung f: E — Rj mit:

m faralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)
m faralleu e V:

Die Kosten eines Flusses f berechnen sich durch cost(f) = > f(e) - cost(e).
eckE
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Formale Definition AT

Definition: Flussnetzwerk mit Kosten

Gerichteter Graph D = (V, E) mit Kantenkapazitaten ¢: E — R, Kantenkosten
cost: E — IR sowie mit

\ ///
Senken haben positiven Bedarf, Quellen negativen. /

Es wird genauso viel produziert wie konsumiert.

~N

Definition: Fluss & Flusskosten
Ein Fluss f in D ist eine Abbildung f: E — Rj mit:

m faralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)
m faralleu e V:

Die Kosten eines Flusses f berechnen sich durch cost(f) = > f(e) - cost(e).
eckE

.

~N

Problem: MINCOSTFLOW
Finde einen kostenminimalen Fluss f in D. (d. h. cost(f) < cost(f’) fur alle Flisse )

.
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MINCOSTFLOW — Ein Losungsansatz AT

Ein Algorithmus in zwei Schritten:

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW

gultiger Fluss fin D

erstelle ,Superquelle® s & ,Supersenke® t

Instanz (D’ ¢/, s, t) von MAXFLOW

/benutze Algorithmus fir maximale Flisse

|6sche ,Superquelle“ & ,,Supersenlk maximaler Fluss " in D’
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MINCOSTFLOW — Ein Losungsansatz AT

Ein Algorithmus in zwei Schritten:

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW

gultiger Fluss fin D

erstelle ,Superquelle® s & ,Supersenke® t

Instanz (D’ ¢/, s, t) von MAXFLOW

/benutze Algorithmus fir maximale Flisse

|6sche ,Superquelle“ & ,,Supersenlk maximaler Fluss " in D’

(2) Verbessere f schrittweise.

cost(e) (Kosten) | f(€) (Fluss) | c(e)

(Kapazitat)
>

Oy e
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MINCOSTFLOW — Ein Losungsansatz AT

Ein Algorithmus in zwei Schritten:

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW

gultiger Fluss fin D

erstelle ,Superquelle® s & ,Supersenke® t

Instanz (D’ ¢/, s, t) von MAXFLOW

/benutze Algorithmus fir maximale Flisse

|6sche ,Superquelle“ & ,,Supersenlk maximaler Fluss " in D’

(2) Verbessere f schrittweise.

cost(e) (Kosten) | f(€) (Fluss) | c(e)

(Kapazitat)
>
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MINCOSTFLOW — Ein Losungsansatz AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ein Algorithmus in zwei Schritten:

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW wli”s“perq“e”e s & ,Supersenke” t

Instanz (D’ ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D /benutze Algorithmus fiir maximale Fliisse

|6sche ,Superquelle“ & ,,Supersenlk maximaler Fluss " in D’
(2) Verbessere f schrittweise.

verschiebe Fluss
entlang ,erhohen-
H | dem Kreis”

>

cost(e) (Kosten) | f(€) (Fluss) | c(e) (Kapazitit)
>
OV e
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW \erie”e ,Superquelle® & ,Supersenke

Instanz (D’, ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D /benutze Algorithmus fiir maximale Flisse

l6sche ,Superquelle” & ,,Supersenk:k maximaler Fluss " in D’
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss 7 im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).
erstelle ,Superquelle® & ,Supersenke®

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ——a

Instanz (D’, ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D /benutze Algorithmus fiir maximale Flisse

l6sche ,Superquelle” & ,,Supersenk:k maximaler Fluss " in D’

m Erstelle Supersenke t. Erstelle Kante (v, ) mit ¢(v, f) = b(v) falls b(v) > 0.
m Erstelle Superquelle s. Erstelle Kante (s, v) mit ¢(s, v) = —b(v) falls b(v) < 0.
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT
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(1) Finde einen gultigen Fluss 7 im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).
erstelle ,Superquelle® & ,Supersenke®

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ——a

Instanz (D’, ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D /benutze Algorithmus fiir maximale Flisse

l6sche ,Superquelle” & ,,Supersenk:k maximaler Fluss " in D’

m Erstelle Supersenke t. Erstelle Kante (v, ) mit ¢(v, f) = b(v) falls b(v) > 0.
m Erstelle Superquelle s. Erstelle Kante (s, v) mit ¢(s, v) = —b(v) falls b(v) < 0.
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

1 k “
Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW \efielle ,Superquelle” & ,Supersenke

Instanz (D’, ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D / benutze Algorithmus fir maximale Flisse

l6sche ,Superquelle” & ,,Supersenk:k maximaler Fluss " in D’

m Berechne einen maximalen Fluss zwischen s und tin D’.
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

i k
Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW \efielle ,Superquelle” & ,Supersenke

Instanz (D’, ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D / benutze Algorithmus fir maximale Flisse

l6sche ,Superquelle” & ,,Supersenk:k maximaler Fluss " in D’

m Berechne einen maximalen Fluss zwischen s und tin D’.
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Berechnung eines giiltigen Flusses IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

Instanz (D, ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW \erie”e ,Superquelle® & ,Supersenke

Instanz (D’, ¢/, s, t) von MAXFLOW

gultiger Fluss fin D /benutze Algorithmus fiir maximale Flisse

l6sche ,Superquelle“ & ,,Supersenk:k maximaler Fluss ' in D’

m Ldsche sund t (und inzidente Kanten). Setze f(e) = f'(e) fiir jede Kante e € E.
m Beh.: Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) (fir alle v € V), dann ist f glltig. Sonst gibt es

keinen gultigen Fluss in D.
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Berechnung eines giltigen Flusses \\(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Definition: Konstruktion von D’

Fir eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), ¢, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

m V' =VuU({st}

m E;={(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

m E ={(v,t)| b(v) > 0}, mit Kapazitaten ¢’(v, t) = b(v)
m E'=EUE;U E;, mit Kapazititen ¢'(e) = c(e) fire € E

(D, c, cost, b)

==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Definition: Konstruktion von D’

Fir eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), ¢, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

Vi =VU{s,t}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

E: = {(v,t) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten ¢’(v, t) = b(v)

E' = E U E; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fir e € E

~N

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei f ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = c(s, v) fir alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein glltiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.
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Berechnung eines gultigen Flusses

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

~

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f/(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) flr alle Kanten e € E ein glltiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

Vi =VU({s,t}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

E; = {(v,1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c¢/(v, t) = b(v)

E' = E U Es; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fire € E

,
s 888
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:
m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

Vi =VU({s,t}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

E; = {(v,1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c¢/(v, t) = b(v)

E' = E U Es; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fire € E

,
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:

m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

Vi =VU({s,t}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

E; = {(v,1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c¢/(v, t) = b(v)

E' = E U Es; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fire € E

,
s s 8ss
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

~

Beweis:

m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Sei u € V beliebig.
Fall 1: b(u) = 0
Folgt aus Flusserhaltung in D'.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

a V' =VU{st}

m E;={(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

m E ={(v,t)| b(v) > 0}, mit Kapazitaten c/(v, t) = b(v)

|m E’'= EUE; U E;, mit Kapazitéten c¢/(e) = c(e) fire € E
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.

~

in D.

Beweis:

m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Sei u € V beliebig.
Fall 1: b(u) = 0
Folgt aus Flusserhaltung in D'.
Fall 2: b(u) < 0 (u ist Quelle)
> f(vyu) — > f(u,v)=0

vi(v,u)€E’ vi(u,v)EE’

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

a V' =VU{st}

m E;={(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

m E ={(v,t)| b(v) > 0}, mit Kapazitaten c/(v, t) = b(v)

|m E’'= EUE; U E;, mit Kapazitéten c¢/(e) = c(e) fire € E

(eingehender — ausgehender Fluss in D’)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:
m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Sel uc 4 be“eblg' Definition: Konstruktion von D’
. _ Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
Fa" 1- b(u) - O (;f,(la:l?)?c’r],ss, t)zvon MAXFLOW wie folgt\(/jefiniert.
H / V' =VU{s,t}
FOlgt aus Flusserhaltung In D . : Es={(s, v)s| b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)
. E; = {(v,t) | b(v) > 0}, mitK itat '(v, t) = b(v)
Fall 2: b(u) < 0 (u ist Quelle) : E' =§:"£J ESUI:',, mit Karg;zitgi)::lc?(g;:c{e) f[]reé E
/ / — .
> f(v,u) = > f(u,v)=0 (eingehender — ausgehender Fluss in D)
vi(v,u)€E’ vi(u,v)EE’
s > f(v,u) +f(s,u)— > f(u,v)=0
vi(v,u)eE vi(u,v)EE

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Berechnung eines giiltigen Flusses \(IT

t fiir Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:
m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Sel u E V be“eblg Definition: Konstruktion von D’

. S Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
Fa" 1 - b(U) - 0 (V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

- / V' = VU (s}
FOlgt aus Flusserhaltung In D . : Es={(s, v)s| b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)
. E, = {(v.1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c'(v, t) = b(v)
Fall 2: b(U) <0 (u ist Quelle) : E’=§:"CJ ES|UZ’:,,?nitE(arg;zit?l?::lc?(g;]:c{e) fUreéE
/ /

Z v, u)|— Z f(u,v)=0 (eingehender — ausgehender Fluss in D’)
vi(v,u)eE’ vi(u,v)EE’
s > f(v,u) + f(s,u)|— > f(u,v)

vi(v,u)€E vi(u,v)eEE

u hat in D die gleichen eingehenden Kanten wie in D', abgesehen von (s, u)

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Berechnung eines giiltigen Flusses \(IT

t fiir Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent
Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:

m foralle (u,v) e E:0 < f(u,v) <c

m furalleu e V:

Sei u € V beliebig.
Fall1: b(u) = 0

Folgt aus Flusserhaltung in D'.

Fall 2: b(u) < O

(u ist Quelle)

Z f,(V, U) o Z fl(“i V)

=0

vi(v,u)€E’ vi(u,v)EE’
o S f(v,u) + (s u)
vi(v,u)eE

— > f(u, v)

vi(u,v)eE

(u, v) (Kapazitatsbedingung)

Definition: Konstruktion von D’

(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

Vi =VU({s,t}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)
E; = {(v,1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c¢/(v, t) = b(v)
E' = E U Es; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fire € E

,
s s 8ss

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =

(eingehender — ausgehender Fluss in D’)

0

u hat in D die gleichen ausgehenden Kanten wie in D’

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Berechnung eines giiltigen Flusses \(IT

t fiir Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:
m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Sel u E V be“eblg Definition: Konstruktion von D’

. S Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
Fa" 1 - b(U) - 0 (V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

: / V' = VU {s,t
FOlgt aus Flusserhaltung In D . : Es={(s, \f)i g(v)<0},mit Kapazitaten ¢/(s, v) = —b(v)
: E; = {(v. 1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten ¢(v, t) = b(v)
Fall 2: b(U) <0 (u ist Quelle) : E’JE‘CJ EJUI:',,Tnit{(arg;zitgi)::lc?(g?:c{e)f[]reéE
/ /

Z fiv,u) — Z f(u,v)=0 (eingehender — ausgehender Fluss in D’)
vi(v,u)€E’ vi(u,v)EE’
s > f(v,u) +f(s,u)— > flu,v)=0 < > f(v,u) — > f(u,v)=b(u)

vi(v,u)eE vi(u,v)eE vi(v,u)eE vi(u,v)eE

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Berechnung eines giiltigen Flusses \(IT

t fiir Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f'(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) fur alle Kanten e € E ein gultiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:
m foralle (u,v) € E:0 < f(u,v) < c(u,v) (Kapazitatsbedingung)

m furalleu e V:

Sei u € V beliebig.

Definition: Konstruktion von D’

Fa" 1 . b(U) — 0 F;r (Ia:_in)e Instar;z (D |\=/| (Vl,:E), c, cos]:c, Ib) \(/jor; MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
" ' E"), ¢, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.
. / m V =VU{st}
FOlgt aus Flusserhaltung In D . m E;={(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)
. w E ={(v,t)| b(v) > 0}, mit Kapazititen ¢/(v, t) = b(v)
Fall 2: b(U) <0 (u ist Quelle) G E’=EUESUI:',, mit Karg;zit?é?::lc?(g?:c{e) f[]reé E
/ / _
> f ,(V= u — ) f /(Us v)=0 (eingehender — ausgehender Fluss in D')
vi(v,u)eE vi(u,v)eE
s > f(v,u) +f(s,u)— > flu,v)=0 < > f(v,u) — > f(u,v)=b(u)
vi(v,u)eE vi(u,v)eE vi(v,u)eE vi(u,v)eE
Fall 3: b(u) > 0
analog
=“. Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 eﬁg Prof. Dr. Dorothea Wagner



Berechnung eines gultigen Flusses

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

~

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f/(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) flr alle Kanten e € E ein glltiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:

Zeige: Gegeben ein giltiger Fluss f in D, dann gibt es einen Fluss f' in D’ mit
f'(s,v)=c(s,v)flrallev € V.

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

Vi =VU({s,t}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

E; = {(v,1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c¢/(v, t) = b(v)

E' = E U Es; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fire € E

,
s s 8ss

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Berechnung eines gliltigen Flusses AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f/(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) flr alle Kanten e € E ein glltiger Fluss in D.
Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

\_
Beweis:

Zeige: Gegeben ein giltiger Fluss f in D, dann gibt es einen Fluss f' in D’ mit
f'(s,v)=c(s,v)flrallev € V.

m f'(e)=f(e)firec E

Definition: Konstruktion von D’

/ _ - Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
Cl f (S! V) - b(V) fur a”e Que”en 4 (V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

/ _ - a V' =VU{st}
a f (V, t) - b( V) fur a”e Senken 4 m E;={(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

m E ={(v,t)| b(v) > 0}, mit Kapazitaten c/(v, t) = b(v)
|m E’'= EUE; U E;, mit Kapazitéten c¢/(e) = c(e) fire € E

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Berechnung eines gultigen Flusses

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f/(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) flr alle Kanten e € E ein glltiger Fluss in D.
Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

~

\_
Beweis:

Zeige: Gegeben ein giltiger Fluss f in D, dann gibt es einen Fluss f' in D’ mit

f'(s,v)=c(s,v)flrallev € V.

m f'(e)="f(e)flirec E
m f'(s,v)=—b(v) fir alle Quellen v
m f'(v,t) = b(v) fur alle Senken v

Die Abbildung f’ ist ein Fluss in D'.
m Kapazitatsbedingung
m Flusserhaltungsbedingung

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

Definition: Konstruktion von D’

Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =
(V',E"), c, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.

a V' =VU{st}

m E;={(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)

m E ={(v,t)| b(v) > 0}, mit Kapazitaten c/(v, t) = b(v)

|m E’'= EUE; U E;, mit Kapazitéten c¢/(e) = c(e) fire € E

nachrechnen!!

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner




Berechnung eines gultigen Flusses

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

~

Satz: D und D’ sind aquivalent

Sei ' ein maximaler Fluss in D’. Wenn f/(s, v) = ¢(s, v) fur alle v € V gilt, dann
ist die Abbildung f mit f(e) = f'(e) flr alle Kanten e € E ein glltiger Fluss in D.
\Andernfalls gibt es keinen gultigen Fluss in D.

Beweis:

Zeige: Gegeben ein giltiger Fluss f in D, dann gibt es einen Fluss f' in D’ mit
f'(s,v)=c(s,v)flrallev € V.

/ u
O f (e) = f(e) fur e E E Definition: Konstruktion von D’
0 f/(S V) — _b( V) fur a”e Que”en v Fur eine Instanz (D = (V, E), ¢, cost, b) von MINCOSTFLOW ist die Instanz (D’ =

(V',E’), ¢, s, t) von MAXFLOW wie folgt definiert.
m f'(v,t) = b(v) fur alle Senken v V= VU{s,1}

Es = {(s,v) | b(v) < 0}, mit Kapazitaten c’(s, v) = —b(v)
E; = {(v,1) | b(v) > 0}, mit Kapazitaten c¢/(v, t) = b(v)
E' = E U Es; U E;, mit Kapazitaten ¢/(e) = c(e) fire € E

,
s 888

Die Abbildung f’ ist ein Fluss in D'.
O KapaZitétSbedingung nachrechnen!!
m Flusserhaltungsbedingung

AuBerdem gilt: f'(s, v) = c(s, v) furalle v € V.
[]

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Schrittweise Verbesserung eines gultigen Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(1) Finde einen gultigen Fluss f im Flussnetzwerk D (falls es einen gibt).

\ fertig

das kommt jetzt

“~
(2) Verbessere f schrittweise.

verschiebe Fluss
entlang ,erhohen-
N | dem Kreis”

>

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Residualnetzwerk & Zirkulation QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: Residualnetzwerk
Sei (D = (V, E), c,cost, b) eine Instanz von MINCOSTFLOW und sei f ein Fluss
in D. Das Residualnetzwerk (D = (V, E¢), rs, costs, by) ist wie folgt definiert.

Starte mit Dy = D und setze die Kapazitaten auf r¢(e) = c(e) — f(e).

Fir e = (u, v) € E fliige Gegenkante é = (v, u) mit Kapazitat r¢(e’) = f(e) ein.
FUr e € E setze costs(e) = cost(e) und costs(é) = — cost(e)

Flr v € V setze bs(v) =0

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

3/6/9 3|-|3 3|-|3
cost(e) | f(e) | c(e)

—3|-|6
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Residualnetzwerk & Zirkulation QAT

Definition: Residualnetzwerk

Sei (D = (V, E), c,cost, b) eine Instanz von MINCOSTFLOW und sei f ein Fluss
in D. Das Residualnetzwerk (D = (V, E¢), rs, costs, by) ist wie folgt definiert.

m Starte mit Dy = D und setze die Kapazitaten auf ri(e) = c(e) — f(e).

m Fire=(u,v) € E flige Gegenkante é = (v, u) mit Kapazitat r;(e') = f(e) ein.
m FUr e € E setze costs(e) = cost(e) und costs(€) = — cost(e)

m Firv e Vsetze bs(v) =0

.

3/6/9 3|-|3 3|-|3
cost(e) | f(e) | c(e)

—3|-|6

Definition: Zirkulation

Ein Fluss im Residualnetzwerk Dy wird auch Zirkulation genannt.
(Far jeden Knoten v qilt: eingehender Fluss = ausgehender Fluss, da bs(v) = 0)

.

““ Institut fir Theoretische Informatik
A
P

H
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Residualnetzwerk & Zirkulation QAT

Definition: Residualnetzwerk

Sei (D = (V, E), c,cost, b) eine Instanz von MINCOSTFLOW und sei f ein Fluss
in D. Das Residualnetzwerk (D = (V, E¢), rs, costs, by) ist wie folgt definiert.

m Starte mit Dy = D und setze die Kapazitaten auf ri(e) = c(e) — f(e).

m Fire=(u,v) € E flige Gegenkante é = (v, u) mit Kapazitat r;(e') = f(e) ein.
m FUr e € E setze costs(e) = cost(e) und costs(€) = — cost(e)

m Firv e Vsetze bs(v) =0

316]9 3]-|3 3|-|3

.

cost(e) | f(e) | c(e)
—3|-6

Definition: Zirkulation

Ein Fluss im Residualnetzwerk Dy wird auch Zirkulation genannt.

L (Far jeden Knoten v qilt: eingehender Fluss = ausgehender Fluss, da bs(v) = 0)

~N

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in D;. Dann ist f* mit f*(e) = f(e) +
circ(e) — circ(e) fur alle e € E ein Fluss in D.

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
1Y
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Erhdhende Zirkulation QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9

2|2|3 2|3|3 2]0|2

D mit Fluss f
cost(f) = 68

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Erhdhende Zirkulation QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9 3]9/9 1l6l8 0[9[9

2|2|3 2|3]3 2|0]2 \_/ 2|2|3 2|3]3 2|0|2

D mit Fluss f Dy erstellen:
cost(f) = 68 1. D Kopieren

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Erhdhende Zirkulation QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9 3]-|0 1]-|2 0[-|0

2/2|3 2/3|3 2/0|2
D mit Fluss f Dy erstellen:
cost(f) = 68 1. D Kopieren

2. Kapazitaten anpassen

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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AKIT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Erhohende Zirkulation

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +

circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:
3/9]9 1|6/8 0[9]9 1|2
‘ T
2|23 2|3|3 2]0]2 \_/ 2|1 2|2
D mit Fluss f Dy erstellen:
cost(f) = 68 1. D Kopieren
2. Kapazitaten anpassen

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Erhdhende Zirkulation QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9

2|2|3 2|3|3 2]0|2 \_/

D mit Fluss f Dy erstellen: Residualnetzwerk Dy

cost(f) = 68 1. D Kopieren
2. Kapazitaten anpassen

3. Gegenkanten einfligen

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Erhdhende Zirkulation QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9

2[2|3 2[3|3 2(02
D mit Fluss f Dy erstellen: Residualnetzwerk Dy
cost(f) = 68 1. D Kopieren

2. Kapazitaten anpassen
3. Gegenkanten einfligen

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Erhdhende Zirkulation QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9

2[2|3 2[3|3 2(02
D mit Fluss f Residualnetzwerk Dy
cost(f) = 68 mit Zirkulation circ

cost(circ) = —7

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Erhdhende Zirkulation QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

»,Beweis” durch Beispiel:

3]9/9 1|68 0[9[9

2|2|3 2|3|3

D mit Fluss f
cost(f) = 68

Residualnetzwerk Dy

mit Zirkulation circ
cost(circ) = —7

2|2|3 2]2|3 2[1|2
D mit Fluss f + circ. Beachte: cost(f + circ) = cost(f) + cost(circ)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
- =l
[ 4 [ 4
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Erhdhende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

Beweisidee:

..= Institut fir Theoretische Informatik
A
P
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Erhdhende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

Beweisidee:

Betrachte alle Kanten e € E und definiere circ wie folgt:

m Falls f*(e) — f(e) > 0, setzte circ(e) = f*(e) — f(e) und circ(é) = 0

m Falls *(e) — f(e) < 0, setzte circ(e) = 0 und circ(é) = —(f*(e) — f(e))

..= Institut fir Theoretische Informatik
A
P

H
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Erhdhende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

Beweisidee:
Betrachte alle Kanten e € E und definiere circ wie folgt:

m Falls f*(e) — f(e) > 0, setzte circ(e) = f*(e) — f(e) und circ(é) = 0
m Falls *(e) — f(e) < 0, setzte circ(e) = 0 und circ(é) = —(f*(e) — f(e))
Rechne nach, dass circ Zirkulation ist (Kapazitats- & Flusserhaltungsbedingung).

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Erhohende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

man einen gultigen Fluss f bestimmt und dann in Dy eine Zirkulation

Q Man kann einen Fluss mit minimalen Kosten in D berechnen indem
mit minimalen Kosten sucht.
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Erhohende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

~

Definition: erhohender Kreis
Ein erhohender Kreis bezuglich eines Flusses f in D ist ein gerichteter Kreis C in

D mit einer Zirkulation circg, sodass circc(e) > 0 falls e € C, circg(e) = 0 sonst.
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Erhohende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in Ds. Dann ist f* mit *(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~N

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

~N

Definition: erhohender Kreis
Ein erhohender Kreis bezlglich eines Flusses f in D ist ein gerichteter Kreis C in
D mit einer Zirkulation circg, sodass circc(e) > 0 falls e € C, circg(e) = 0 sonst.

~N

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

.

Beweis: spater
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Erhohende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in D. Dann ist f* mit f*(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~N

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

~N

Definition: erhohender Kreis
Ein erhohender Kreis bezlglich eines Flusses f in D ist ein gerichteter Kreis C in
D mit einer Zirkulation circg, sodass circc(e) > 0 falls e € C, circg(e) = 0 sonst.

~N

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

.

~N

Folgerung: Optimalitatssatz vom erhohenden Kreis
Ein Fluss f in D hat genau dann minimale Kosten, wenn D; keinen erhohenden
Kreis mit negativen Kosten enthalt.
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Erhohende Zirkulation & erhdhende Kreise QAT

Lemma: erhohende Zirkulation
Sei f ein Fluss in D und circ eine Zirkulation in D. Dann ist f* mit f*(e) = f(e) +
circ(e) — circ(é) fur alle e € E ein Fluss in D, mit cost(f*) = cost(f) + cost(circ).

~N

Satz: erhohende Zirkulation
Seien f und f* Flisse in D. Dann gibt es eine Zirkulation circ in Dy mit f* = f +circ.

.

~N

Definition: erhohender Kreis
Ein erhohender Kreis bezuglich eines Flusses f in D ist ein gerichteter Kreis C in

& Q Cycle Canceling Algorithmus: L.
Z:

(1) Bestimme gultigen Fluss f.
(2) Solange Df negative Kreise enthalt, ernohe f um negativen Kreis. |5
Folgerung: Optimalitatssatz vom erhohenden Kreis
Ein Fluss f in D hat genau dann minimale Kosten, wenn D; keinen erhohenden
Kreis mit negativen Kosten enthalt.

)

~N
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

A

Alle Kanten, die wir mit erhohenden Kreisen ,abdecken‘ mussen.

fett und schwarz
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.
Zeige: Wenn E(circ) # (), dann gibt es erh. Kreis C mit Zirkulation circc sodass:

m circ = circ, +circ’ (fiir eine andere Zirkulation circ’ in Dy)
m |E(circ’)| < |E(circ)| — 1
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.
Zeige: Wenn E(circ) # (), dann gibt es erh. Kreis C mit Zirkulation circc sodass:

m circ = circ, +circ’ (fir eine andere Zirkulation circ’ in D)
m |E(circ’)| < |E(circ)| — 1

Schritten kein Fluss mehr Ubrig. Die Summe der zur Zerlegung ge-

Q Setzt man diese Zerlegung mit circ’ fort, so ist nach spatestens m
nutzten erhohenden Kreise (circ¢) ist dann gerade circ.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:

Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.
Zeige: Wenn E(circ) # (), dann gibt es erh. Kreis C mit Zirkulation circc sodass:
m circ = circ, +circ’ (for eine andere Zirkulation circ’ in Dy)
m |E(circ’)| < |E(circ)| — 1

Existenz dieses erhohenden Kreises:

1. Finde gerichteten Kreis C der nur aus Kanten in E(circ) besteht.

2. Sei enin die Kante in C fir die circ(enmin) minimal ist. Setzte circc(e) = circ(emin)
fur alle Kanten e in C.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:

Gegeben eine Zirkulation circ in Dy. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.
Zeige: Wenn E(circ) # (), dann gibt es erh. Kreis C mit Zirkulation circc sodass:
m circ = circ, +circ’ (fir eine andere Zirkulation circ’ in D)
m |E(circ’)| < |E(circ)| — 1

Existenz dieses erhohenden Kreises:

1. Finde gerichteten Kreis C der nur aus Kanten in E(circ) besteht.

2. Sei enin die Kante in C fir die circ(enmin) minimal ist. Setzte circc(e) = circ(emin)
fur alle Kanten e in C.

Tut offensichtlich das gewlnschte. .. |12
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.
Zeige: Wenn E(circ) # (), dann gibt es erh. Kreis C mit Zirkulation circc sodass:

m circ = circ, +circ’ (fir eine andere Zirkulation circ’ in D)
m |E(circ")| < |E(circ)| — 1 —

.‘ ( .)‘ < |E( ] ) . ...falls C existiert.
Existenz dieses erhohenden Kreises: y'd

1. Finde gerichteten Kreis C der nur aus Kanten in E(circ) besteht.

2. Sei enin die Kante in C fir die circ(enmin) minimal ist. Setzte circc(e) = circ(emin)
fur alle Kanten e in C.

Tut offensichtlich das gewlnschte. .. |12
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:

Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.
Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.

e
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:

Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.
Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.

sty
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT
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Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT
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Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT
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Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT
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Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.
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Zerlegung in erhdhende Kreise — Beweis AT
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Satz: Zerlegung in erhohende Kreise
Jede Zirkulation in Dy ist die Summe von maximal m (= |E¢|) erhbhenden Kreisen.

Beweis:
Gegeben eine Zirkulation circ in D;. Sei E(circ) = {e | e € E;, circ(e) > 0}.

Noch zu zeigen: D; enthalt einen Kreis C der nur Kanten aus E(circ) benutzt.

Beobachtung: Wenn v € V eine eingehende Kante in E(circ) hat, dann auch eine
ausgehende.

Strategie:

m Starte bei einem Knoten mit inzidenten Kanten in E(circ).

m lLaufe auf ausgehenden Kanten weiter, bis schon besuchter Knoten erreicht
wird. = Kreis C gefunden.

[]
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Cycle Canceling Algorithmus AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

CYCLECANCELING(D, c, cost, b)

f <— gultiger Fluss in D
D¢ <— Residualnetzwerk von D bezuglich f

while D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten do
(C, circc) < erhdhender Kreis mit negativen Kosten

f < f+circe
D <— Residualnetzwerk von D bezuglich f

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Cycle Canceling Algorithmus AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

CYCLECANCELING(D, c, cost, b)

f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
D¢ <— Residualnetzwerk von D bezuglich f

while D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten do
(C, circc) < erhdhender Kreis mit negativen Kosten

f < f+circe
D <— Residualnetzwerk von D bezuglich f

Berechnung eines maximalen Flusses
z.B. Goldberg & Tarjan
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Cycle Canceling Algorithmus AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

CYCLECANCELING(D, c, cost, b)

f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
Dy < Residualnetzwerk von D bezlglich f o(m)

while D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten do
(C, circc) < erhdhender Kreis mit negativen Kosten

f < f+circe

D <— Residualnetzwerk von D bezuglich f

Berechnung eines maximalen Flusses
z.B. Goldberg & Tarjan
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Cycle Canceling Algorithmus AT

CYCLECANCELING(D, c, cost, b)

f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
Dy < Residualnetzwerk von D bezlglich f o(m)
while |D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten|do

(C, circc) + erhdhender Kreis mit negativen Kosten O(nm)

f < f+circe

D <— Residualnetzwerk von D bezuglich f

Benutze klUrzeste Wege Algorithmus
z.B. Bellman & Ford

Berechnung eines maximalen Flusses
z.B. Goldberg & Tarjan
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Cycle Canceling Algorithmus AT

CYCLECANCELING(D, c, cost, b)

f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
D; + Residualnetzwerk von D bezglich f O(m)
while |D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten|do

(C, circc) <+ erhdhender Kreis mit negativen Kosten O(nm)

f < f+circe o(m)

D¢ < Residualnetzwerk von D bezuglich f

Benutze klUrzeste Wege Algorithmus
z.B. Bellman & Ford

Berechnung eines maximalen Flusses
z.B. Goldberg & Tarjan
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Cycle Canceling Algorithmus AT

CYCLECANCELING(D, c, cost, b)

f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
D; + Residualnetzwerk von D bezglich f O(m)
while |D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten|do
(C, circc) <+ erhdhender Kreis mit negativen Kosten O(nm)
f<+ f+cCi
<— I+ CII’.CC = O(m)
D¢ < Residualnetzwerk von D bezuglich f
O(nm * mCmaX Costmax)
A
Benutze kurzeste Wege Algorithmus O(mcmax COStmax) Schleifendurchlaufe
z.B. Bellman & Ford Grund: In jedem Schritt sinken die Kos-
ten um > 1 und es gilt:
Berechnung eines maximalen Flusses | cost(f)| < MCmax COStmax
z.B. Goldberg & Tarjan Kapazitaten und Bedarfe miissen ganz-
zahlig sein!

Cmax / COStmax: maximale Kapazitat / betragsmafig maximale Kosten
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Cycle Canceling Algorithmus AT

CYCLECANCELING(D, c, cost, b) O(NM - MCrmay COStmay)
f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
D; + Residualnetzwerk von D bezglich f O(m)
while |D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten|do
(C, circc) <+ erhdhender Kreis mit negativen Kosten O(nm)
f<— f+ cir.cc o o(m)
D¢ < Residualnetzwerk von D bezuglich f
O(nm - MCpax COStmax)
A
Benutze klUrzeste Wege Algorithmus O(mcmax COStmax) Schleifendurchlaufe
z.B. Bellman & Ford Grund: In jedem Schritt sinken die Kos-
ten um > 1 und es gilt:
Berechnung eines maximalen Flusses | cost(f)| < MCmax COStmax
z.B. Goldberg & Tarjan Kapazitaten und Bedarfe miissen ganz-
zahlig sein!

Cmax / COStmax: maximale Kapazitat / betragsmafig maximale Kosten
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Cycle Canceling Algorithmus AT

CYCLECANCELING(D, c, cost, b) O(NM - MCrmay COStmay)

f < glltiger Fluss in D O(nmlog(n®/m))
D; + Residualnetzwerk von D bezglich f O(m)
while |D; enthalt erhohenden Kreis mit negativen Kosten|do

(C, circc) <+ erhdhender Kreis mit negativen Kosten O(nm)

f< f+circ

T - o(m)
D¢ < Residualnetzwerk von D bezuglich f

O(nm ° mCmaX Costmax)

~N

Satz: Cycle Canceling Algorithmus

Sei (D, c, cost, b) ein Flussnetzwerk mit ganzzahligen Kapazitaten und Bedar-
fen. Der Algorithmus CYCLECANCELING berechnet Fluss mit minimalen Kosten
in O(NM? Crmax COStmax) Zeit.

Bemerkung: Es gibt diverse Algorithmen zur Losung von MINCOSTFLOwW, sowohl
pseudopolynomielle wie CYCLECANCELING als auch streng-polynomielle.
Beispiel: Der Algorithmus von Orlin hat eine Laufzeit von O(mlog n(m + nlog n))
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AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Matchings
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Motivation — Zuordnung von Piloten zu Fligen QAT

CAE -

Pilot Flug

“ /Pilot darf Flugzeug fliegen
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Motivation — Zuordnung von Piloten zu Fligen QAT

N -

Pilot Flug
& /Pilot darf Flugzeug fliegen
“ Zuordnung der Piloten
-
-
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Motivation — Zuordnung von Piloten zu Fligen QAT

N -

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
Zuordnung der Piloten
-
-
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Motivation — Zuordnung von Piloten zu Fligen AT

- N ==

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
Zuordnung der Piloten
-
-

Ziel: Finde eine Zuordnung, sodass:

m Jeder Pilot maximal ein Flugzeug fliegt, jedes Flugzeug von maxi-
mal einem Pilot geflogen wird.

m Moglichst viele Flugzeuge besetzt (bzw. Piloten beschaftigt) sind.
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Motivation — Zuordnung von Piloten zu Fligen AT

- N ==

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
Zuordnung der Piloten
-
-
maximales
. . Matching
Ziel: Finde eine Zuordnung, sodass: 4/
m Jeder Pilot maximal ein Flugzeug fliegt, jedes Flugzeug von maxi-

mal einem Pilot geflogen wird.
m Moglichst viele Flugzeuge besetzt (bzw. Piloten beschaftigt) sind.
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Formale Definition AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: Matching
Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching in G ist eine Teilmenge M C E, sodass
jeder Knoten zu maximal einer Kante in M inzident ist.

.

~

Problem: MAXIMALES MATCHING
Finde ein moglichst gro3es Matching Min G.  (d. h. [M| > |M'| fiir alle Matchings M’)

\_

Bemerkung: Man konnte auch jeder Kante ein Gewicht zuweisen und dann die
Summe der Gewichte gewahlter Kanten maximieren.
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Formale Definition AT

Definition: Matching
Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching in G ist eine Teilmenge M C E, sodass
jeder Knoten zu maximal einer Kante in M inzident ist.

~

Problem: MAXIMALES MATCHING
Finde ein moglichst gro3es Matching Min G.  (d. h. [M| > |M'| fiir alle Matchings M’)
.

Bemerkung: Man konnte auch jeder Kante ein Gewicht zuweisen und dann die
Summe der Gewichte gewahlter Kanten maximieren.

Einschrankung: Wir nehmen im Folgenden an, dass G bipartit ist.

Erinnerung: bipartite Graphen
Ein Graph G = (R U B, E) ist bipartit, wenn jede Kante in E
einen Knoten aus A mit einem Knoten aus B verbindet.
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'== Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Formale Definition AT

Definition: Matching
Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching in G ist eine Teilmenge M C E, sodass
jeder Knoten zu maximal einer Kante in M inzident ist.

.

~

Problem: MAXIMALES MATCHING
Finde ein moglichst gro3es Matching Min G.  (d. h. [M| > |M'| fiir alle Matchings M’)
.

Bemerkung: Man konnte auch jeder Kante ein Gewicht zuweisen und dann die
Summe der Gewichte gewahlter Kanten maximieren.

Einschrankung: Wir nehmen im Folgenden an, dass G bipartit ist.

Erinnerung: bipartite Graphen
Ein Graph G = (R U B, E) ist bipartit, wenn jede Kante in E
einen Knoten aus A mit einem Knoten aus B verbindet.

Problem: MAXIMALES BIPARTITES MATCHING
| Finde ein moglichst gro3es Matching M in einem bipartiten Graphen G.
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Lésungsansatz mittels Flussberechnung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: zugehoriges Flussnetzwerk

Sei G = (V = RU B, E) ein bipartiter Graph. Das zugehdrige Flussnetzwerk
G=(V,E,c,s,t)ist wie folgt definiert.

m V' =VU({st}

m (r,b) € E'fir jede Kante {r,b} € Emitr € R,b € B.

m (s,r) € E' fur alle Knoten r € Rund (b, t) € E’ fiir alle Knoten b € B.

m c(e) =1 firalle Kanten e € E’.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Lésungsansatz mittels Flussberechnung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: zugehoriges Flussnetzwerk

Sei G = (V = RU B, E) ein bipartiter Graph. Das zugehdrige Flussnetzwerk
G=(V,E,c,s,t)ist wie folgt definiert.

m V' =VU({st}

m (r,b) € E'fir jede Kante {r,b} € Emitr € R,b € B.

m (s,r) € E' fur alle Knoten r € Rund (b, t) € E’ fiir alle Knoten b € B.

m c(e) =1 firalle Kanten e € E’.

—_— SO Ot
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Lésungsansatz mittels Flussberechnung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: zugehoriges Flussnetzwerk

Sei G = (V = RU B, E) ein bipartiter Graph. Das zugehdrige Flussnetzwerk
G=(V,E,c,s,t)ist wie folgt definiert.

m V' =VU({st}

m (r,b) € E'fir jede Kante {r,b} € Emitr € R,b € B.

m (s,r) € E' fur alle Knoten r € Rund (b, t) € E’ fiir alle Knoten b € B.

m c(e) =1 firalle Kanten e € E’.

—_— SO Ot
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Lésungsansatz mittels Flussberechnung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: zugehoriges Flussnetzwerk

Sei G = (V = RU B, E) ein bipartiter Graph. Das zugehdrige Flussnetzwerk
G=(V,E,c,s,t)ist wie folgt definiert.

m V' =VU({st}

m (r,b) € E'fir jede Kante {r,b} € Emitr € R,b € B.

O (s r) € E’ fur alle Knoten r € R und (b, t) € E’ fiir alle Knoten b € B.

- = 1 fUr alle Kanten e € E’.

===
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Losungsansatz mittels Flussberechnung A\

a
c
s
o
5 [
2
o
e

itut far Technologie

~

Definition: zugehoriges Flussnetzwerk

Sei G = (V = RU B, E) ein bipartiter Graph. Das zugehdrige Flussnetzwerk
G=(V,E,c,s,t)ist wie folgt definiert.

m V' =VU({st}

m (r,b) € E'fir jede Kante {r,b} € Emitr € R,b € B.

0 (s r) € E’ fur alle Knoten r € R und (b, t) € E’ fiir alle Knoten b € B.

- =1 fir alle Kanten e € E’.

==

Lemma: Aquivalenz des zugehorigen Flussnetzwerks
Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M)|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)
\
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
w(f) = |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M
mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis \(lT
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Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:

Definiere f wie folgt:
m Fir{r,b} € M setze f(s,r) = f(r,b) = f(b, t)
B ././.

m FUr alle anderen Kanten e € E’ setzte f(e) 0

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis \(lT
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Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:

Definiere f wie folgt:
m Fir{r,b} € M setze f(s,r) = f(r,b) = f(b, t)

m FUr alle anderen Kanten e € E’ setzte f(e) 0

(@(~ I
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis \(lT
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Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:

Definiere f wie folgt:
m Fir{r,b} € M setze f(s,r) = f(r,b) = f(b, t)

m FUr alle anderen Kanten e € E’ setzte f(e) 0

Ot

(}(~ i
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis \(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:

Definiere f wie folgt:

m Fir{r,b} € M setze f(s,r) = f(r,b) = f(b, t) =

m FUr alle anderen Kanten e € E’ setzte f(e) = 0

Die Abbildung f tut das richtige, denn:

m Kapazitats- und Flusserhaltungsbedingung sind erflllt
= f ist ein Fluss

m fist ganzzahlig
a w(f) = M| S

A *\’X

Ot

(
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis AT

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
w(f) = [M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M
mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der

ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 Prof. Dr. Dorothea Wagner



rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis AT

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
w(f) = [M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M
mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der

ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

Sei (s, r) eine Kante mit f(s,r) = 1. S
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis AT

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
w(f) = [M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M
mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der
ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

Sei (s, r) eine Kante mit f(s,r) = 1. S

= r hat einen Nachbar b mit f(r, b) = 1,
far alle anderen Nachbarn b’ gilt f(r, b’)

0

Flusserhaltung
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis AT

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
w(f) = [M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M
mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der
ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

Sei (s, r) eine Kante mit f(s,r) = 1. S

= r hat einen Nachbar b mit f(r, b) = 1,
far alle anderen Nachbarn b’ gilt f(r, b’)
= f(b, 1) = 1

0

Flusserhaltung
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis AT

Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
w(f) = [M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M
mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der
ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

Sei (s, r) eine Kante mit f(s,r) = 1. S

= r hat einen Nachbar b mit f(r, b) = 1,

fir alle anderen Nachbarn b’ gilt f(r, b’) = 0

— f(b,1) = 1 Flusserhaltung l

Jeder Knoten in A/B hat nur eine ein-/ausgehende Kante '\o
= Kanten zwischen R und B mit Fluss 1 in G’ bilden Matching
M in G mit |[M| = w(f).
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis \(lT
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Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der
ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

Sei (s, r) eine Kante mit f(s, r) = 1. S .\\‘Q

@
= r hat einen Nachbar b mit f(r, b) = 1,
fir alle anderen Nachbarn b’ gilt f(r, b’) = 0
— f(b,1) = 1 Flusserhaltung l

Jeder Knoten in A/B hat nur eine ein-/ausgehende Kante '\o
= Kanten ZW|schen R und B mit Fluss 1 in G’ bilden Matching ‘\\.

M in G mit |[M| = .).
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Aquivalenz des Flussnetzwerks — Beweis \(lT
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Lemma: Aquivalenz des zugehérigen Flussnetzwerks

Sei M ein Matching in G. Dann gibt es einen ganzzahligen Fluss f in G’ mit Wert
= |M|. Sei f ein ganzzahliger Fluss in G’, dann gibt es in G ein Matching M

mit |M| = w(f). (Erinnerung: w(f) ist der bei s ausgehende Fluss)

Beweis:
Fir alle Kanten e € E’ gilt c(e) = 1. Daher folgt aus der
ganzzahligkeit von f dass f(e) = 0 oder f(e) = 1 qilt.

Sei (s, r) eine Kante mit f(s, r) = 1. sm Ot

o
= r hat einen Nachbar b mit f(r, b) = 1, \‘0
fiir alle anderen Nachbarn b’ gilt £(r, b) = 0 ®

— f(b,1) = 1 Flusserhaltung l

Jeder Knoten in A/B hat nur eine ein-/ausgehende Kante '\o
= Kanten ZW|schen R und B mit Fluss 1 in G’ bilden Matching ‘\\.

M in G mit [M| = \.

® O]
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Der Algorithmus AT

Institut fur Technologie

Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-

zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.
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Der Algorithmus QAT
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Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-
zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.

MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (RU B, E))

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G
f < 0-Fluss

while Residualnetzwerk von f enthalt st-Weg do
| f <« ferhoht um st-Weg

M « alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1
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Der Algorithmus QAT
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Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-
zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.

MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (RU B, E))

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)

f < 0-Fluss

while Residualnetzwerk von f enthalt st-Weg do
| f <« ferhoht um st-Weg

M « alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1
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Der Algorithmus QAT
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Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-
zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.

MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (RU B, E))

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)
f < 0-Fluss O(m)

while Residualnetzwerk von f enthalt st-Weg do
| f <« ferhoht um st-Weg

M « alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1
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Der Algorithmus QAT
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Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-
zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.

MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (RU B, E))

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)
f < 0-Fluss O(m)
while |Residualnetzwerk von f enthalt st-Weg|do

| | f < f erhht um st-Weg O(m)

M « alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Der Algorithmus QAT
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Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-
zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.

MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (RU B, E))

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)

f < 0-Fluss O(m)

while [Residualnetzwerk von f enthélt st-Weg|do O(nm)
| | f < ferhdht um st-Weg O(m)

M « alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1

Es gilt w(f) = |[M| < n/2, da jede Kan-
te in M zwei Knoten in V besetzt.
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Der Algorithmus AT

Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-
zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.

MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (RU B, E))

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)
f < 0-Fluss O(m)
while [Residualnetzwerk von f enthélt st-Weg|do O(nm)
| | f < ferhdht um st-Weg O(m)
M < alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1 O(m)

Es gilt w(f) = |[M| < n/2, da jede Kan-
te in M zwei Knoten in V besetzt.
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Der Algorithmus QAT

Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-

zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu l6sen.
MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (R U B, E)) O(nm)
(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)
f < 0-Fluss O(m)
while [Residualnetzwerk von f enthélt st-Weg|do O(nm)
| |f < f erhdht um st-Weg O(m) W
M < alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1 O(m)
Es gilt w(f) = |[M| < n/2, da jede Kan-
te in M zwei Knoten in V besetzt.
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Der Algorithmus QAT

Der Ford-Fulkerson-Algorithmus liefert bei ganzzahligen Kapazitaten einen ganz-

zahligen maximalen Fluss. (siehe Vorlesung 2)
= Er kann benutzt werden um MAXIMALES BIPARTITES MATCHING zu losen.
MAXIMALES BIPARTITES MATCHING(G = (R U B, E)) O(nm)

(G, c, s, t) < zugehoriges Flussnetzwerk von G O(m)

f < 0-Fluss O(m)

while|Residualnetzwerk von f enthélt st-Weg|do O(nm)

| |f < f erhdht um st-Weg O(m)

M < alle Kanten {r, b} mitr € R, b € Bund f(r, b) = 1 O(m)
Satz: Maximales Bipartites Matching )
Sei G ein bipartiter Graph. Der Algorithmus MAXIMALES BIPARTITES MATCHING

\berechnet ein maximales Matching in G in O(nm) Zeit.

Bemerkung: Es gibt diverse effiziente Algorithmen zur Bestimmung von maximalen

Matchings auch auf allgemeinen Graphen.
Beispiel: Gewichtsmaximale Matchings kénnen in O(m-+/n) Zeit berechnet werden.
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