AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Algorithmen |
Vorlesung am 29.01.2013

Parallele Algorithmen

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK - PROF. DR. DOROTHEA WAGNER

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und
nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft



PRAM Modell
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Lokaler Speicher

Lokaler Speicher

® Globaler Speicher

Lokaler Speicher

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

Unbegrenzte Prozessorenanzahl.

Unbegrenzter globaler Speicher, auf den alle Prozessoren zugreifen kdnnen.
Satz an Operationen, die jeder Prozessor einzeln ausflihren kann.

Jeder Prozessor hat einen eigenen lokalen unbegrenzten Speicher.
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PRAM Modell AT
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Problem: Was, wenn mehrere Prozessoren gleichzeitig die gleiche Speicherstelle
im globalen Speicher lesen, bzw. beschreiben wollen?

gleichzeitiges Lesen erlaubt gleichzeitiges Lesen verboten
CR (concurrent read) ER (exclusive read)
gleichzeitiges Schreiben erlaubt | gleichzeitiges Schreiben verboten
CW (concurrent write) EW (exclusive write)

Im folgenden Beschrankung auf CREW-PRAM-Modell.
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Komplexitat von parallelen Algorithmen

T
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L.

m Betrachte flr Laufzeitanalyse immer den schlimmsten Fall.

m Berechnungsschritt = N Operationen, die gleichzeitig von N Prozessoren ausgefuhrt
werden.

Definition 9.1 Die Laufzeit T 4(n) eines parallelen Algorithmus A ist

T A(n) = max {Anzahl der Berechnungsschritte von .4 bei Eingabe /}
| Problembeispiel
der GroBBe n
Bemerkung:

1. Berechnung beginnt, wenn der erste Prozessor aktiv wird.
2. Berechnung endet, wenn der letzte Prozessor inaktiv geworden ist.
3. Prozessoren arbeiten synchron.

Definition 9.3 Die Prozessorenanzahl P 4(n) eines parallelen Algorithmus A ist

Anzahl an Prozessoren, die wahrend des Ablaufs von A

Pa(n) = /prob@n?;(eispiel { bei Eingabe / gleichzeitig aktiv sind }

der Grof3e n
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Komplexitat von parallelen Algorithmen AT
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Vergleich von sequentiellen und parallelen Algorithmen fir ein Problem:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

speed-up(.A) :=
p p(A) worst-case Laufzeit des

parallelen Algorithmus A

Kombiniere Prozessorenanzahl und Laufzeit zu Kosten C 4:
Ca(n) =Ta(n)-Pa(n)

kostenoptimal = asymptotisches Wachstum von C 4 (n) und die scharfste asymptotische untere
Schranke fur die Laufzeit eines sequentiellen Algorithmus sind gleich.

Wenn untere Schranke nicht bekannt, so betrachte Effizienz:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

E(n) =
Aln) Kosten des parallelen Algorithmus A
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Komplexitatsklassen

Definition 9.4: Nick’s Class nach Nicholas Pippinger

Die Klasse N C ist die Klasse der Probleme, die durch einen parallelen Algorithmus A mit
polylogarithmischer Laufzeit und polynomieller Prozessorenzahl gelost werden konnen, d.h.
T 4(n) € O((log n)¥!) mit ky Konstante, und P 4(n) € O(n*2) mit k» Konstante.

Karlsruher Institut fur Technologie
)

Definition 9.5: Steve’s Class nach Stephan Cook

Die Klasse SC ist die Klasse der Probleme, die durch einen sequentiellen Algorithmus mit
polylogarithmischem Speicherplatzbedarf und polynomieller Laufzeit gelost werden kdnnen.

~

? ?

SC NC
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Berechnung von Summen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firallej: 1 <j <  fiihre parallel aus
Prozessor P; berechnet a; := apj_1 + ay;.
Gib a4 aus.
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Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firallej: 1 <j <  fiihre parallel aus
Prozessor P; berechnet a; := apj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

4 2 5 7 3 1 6 8
\f}/ \fﬁ/ \fi/ \fﬁ/
6 12 4 14
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Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firallej: 1 <j <  fiihre parallel aus
Prozessor P; berechnet a; := apj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

6 12 4 14
\f/ \fi/
18 18
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Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: nVVnerte ai,...,an, 0.B.d.A.sein=2", a P4(n) = g T 4(n) = O(log n)
Ausgabe: > . a

fur i = 1 bis m tue
Firallej: 1 <j <  fiihre parallel aus
Prozessor P; berechnet a; := apj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

m Somit gilt: C 4(n) € O(nlog n)

m A ist nicht kostenoptimal.

LT T
\/
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Berechnung von Summen
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firallej: 1 <j <  fiihre parallel aus
Prozessor P; berechnet a; := apj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

Verbesserung:

m Verwende [l ~| anstatt n Prozessoren.

m Die 7 5 Operationen aus dem ersten Schritt werden nun von [I ~| Prozessoren in

hochstens '09 n

parallelen Berechnungsschritten ausgefuhrt.

= Im i-ten Schritt werden J Operationen in héchstens '09 L

Schritten ausgefuhrt.

m Es ergibt sich:

27 log n 297 1
z _c-IognZEEO(Iogn).
=1 =1
——
<1
m Wegen P4 (n [log,J gilt C4 € O(n).
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Berechnung von Summen
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firallej: 1 <j <  fiihre parallel aus
Prozessor P; berechnet a; := apj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

Bemerkung: CREW-PRAM (oder ahnliche Modelle) und ein Modell, bei dem zu Beginn nur
ein Prozessor aktiv ist und alle anderen erst ,aufgeweckt* werden, unterscheiden sich in der
Laufzeit im wesentlichen nur um einen Faktor log N (bei N Prozessoren, die gleichzeitig lesen

wollen, bzw. aktiviert werden sollen).

Das selbe Verfahren funktioniert auch auf anderen binaren Operationen, die n-fach angewendet
werden. Beispiele: Minimum, Maximum, logisches Oder.
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Prafixssumme AT
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Problemstellung
gegeben: n Werte a4, ..., an.

K
gesucht: Prafixsumme Ay = > a; fir jedes k mit 1 < k < n.
i=1

\.

Aus technischen Griinden: Indizierung mit an, ans1, . . ., @n—1 und 0.B.d.A. n = 2" fir m € N.

Verfahren besteht aus zwei Phasen:
1. Phase: Berechne S := SUMME(ay, ..., an—1).

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., @&n—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Prafixsumme AT
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1. Phase: Berechne S := SUMME(ap, ..., asn—1).

far j = m — 1 bis 0 tue
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus
adj .= agj + azj+1

b1 = a1
ag =3 ag =6 ajo=2| |aj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a; = 36
b; = 36
==E. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |aj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; = 36
b; = 36
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 ||a12=7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
N N N N
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a =36-___
by =86 - 6
a3 = 20
b; = 36
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
N N N N
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a =36-___
by =86 - 6
a5 220
by =36 ~~.
Tay =12
b; = 36
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungerade dann b; .= b;,—1 sonst b; .= b; — aj,1
2 2
ag =3 ag =6 aio =2| |lai1 =5 a12=7 a13=1 814=4 315=8
N\ Z N\ Z N\ Z N\ e s——
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a; =36-__ -
by=86 T--- 3%
a5'= 20
bz =36 ~~.
Tay =12
b; = 36
' 36
315I=8
b15=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungerade dann b; .= b;,—1 sonst b; .= b; — aj,1
2 2
ag =3 ag =6 aio =2| |lai1 =5 a12=7 a13=1 814=4 315=8
N\ Z N\ Z N\ Z -
NS NS NS ~~
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; =36-__ -
by=86 T--- 3%
a5 220
by = 36 "-.
Tay =12
b; = 36
' 36
aia=4 36—8 |a5=8
b14=28 b15=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 ||a12=7 313=1|| ais =4 la;s =8
NS NS NS NS
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; =36-__ -
by =86 - 6
a5'= 20
bz =36 ~~.
=8 36-12. & =12
be = 24 b; = 36
' 36
a14=4 36—8 a5=8
bi4=28 b15=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 Ao =7 313=1H ais =4 la;s =8
NS NS NS NS
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; =36-__ -
by =86 - 6
a5 220
bz =36 ~~.
=8 36-12. & =12
b = 24 b7 = 36
24 ' 36
asz = a14=4 36—8 a15=8
b13=24 b14=28 b15=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 a12=7||a13=1 ais =4 la;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a; =36-__ -
by =86 - 6
a5 220
bz =36 ~~.
=8 36-12. & =12
b = 24 b7 = 36
24 ' 36
aip=7__24—1_ aiz= a14=4 36—8 a15=8
by>=23 by3=24 b14=28 b15=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

farj =1 bis m tue |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungeradedann b; :=b,—1 sonst b :=b; — aj1
2 2
ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 la;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a =36-___
by =86 - 6
p=16_ . giiog
by =16 36—20 bs =36 ~~.
.. 16
a=9 EE a=8 36-12 @y =12
b4|=9 16—7 b5 =|16 b6?24 b7=|36
9 16 24 , 36
8—3__9_—_6____ag=6 a10=2__1_6_7_5_a11 I=5 a12=7___24_—_1___a13'= a14=4_§_6_—_8__a15'=8
bg =3 by =9 bio=11 bi1=16 by>=23 bi3=24 b14=28 b15=36

Institut fir Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue
Fiirallei: 2/ << 2+ — 1 filhre parallel aus

wenn / ungerade dann b; :=b,—1 sonst b; = b;

i — dj1
2 2

ag = =6 aio=2| |ay1 =5 o =1/| |a13 =1 a4 =4 a5 =8

\/ \/ \/ \/

2> = 16 a3 = 20

B Losung T

Institut fir Theoretische Informatik
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Prafixsumme
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1. Phase: Berechne S := SUMME(ap, ..., asn—1).

far j = m — 1 bis 0 tue
Firallei: 2/ < i< 2*" — 1 fiihre parallel aus
aj .= agj + azj+1
b1 = a

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., an—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.
far j = 1 bis mtue

Firallei: 2/ << 2+*" — 1 fiihre parallel aus

wenn / ungerade dann b; ;= b,—1+ sonst b; :=b;
2 2

— dj41

Komplexitat:
m Laufzeit liegt in O(log n).
m Anzahl Prozessoren liegt in O(n), da maximal g Prozessoren gleichzeitig aktiv sind.

m Durch Rescheudling kann Prozessorenanzahl auf O(%) bei Laufzeit O(log n) redu-
ziert werden.

= Algorithmus ist kostenoptimal.
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: L_—®{ —®»{ ®»{ % % —» —»head|

gesuoht: [0 [ [0 [0 [0 0 [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 < i < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head fur jedes Element 1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Faralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
NEXT[/] := NEXT[NEXT[/]]

||—>||—>||—>||—>||—>||—>||—>|heagD
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: L_—®{ —®»{ ®»{ % % —» —»head|

gesuoht: [0 [ [0 [0 [0 0 [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 < i < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head fur jedes Element 1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Faralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
NEXT[/] := NEXT[NEXT[/]]

[ R | heagD
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: L_—®{ —®»{ ®»{ % % —» —»head|

gesuoht: [0 [ [0 [0 [0 0 [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 < i < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head fur jedes Element 1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Faralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
NEXT[/] := NEXT[NEXT[/]]

I II/I | I—>head'D
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: L_—®{ —®»{ ®»{ % % —» —»head|

gesuoht: [0 [ [0 [0 [0 0 [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 < i < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head fur jedes Element 1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Faralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
NEXT[/] := NEXT[NEXT[/]]

IIIIIIIIIIIIII—HheagD
\\¥\\\4
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List Ranking

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: L_—®{ —®»{ ®»{ % % —» —»head|

gesuoht: [0 [ [0 [0 [0 0 [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 < i < n
(NEXT[head]=head).
Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head fur jedes Element 1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Faralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
NEXT[/] := NEXT[NEXT[/]]

m LISTRANKING kann in O(log n) Zeit mithilfe von n Prozessoren gelost werden.

m Verfahren funktioniert auch auf Wurzelbaumen, in denen jeder Knoten nur seinen direk-
ten Vorganger kennt: O(log h) Laufzeit und n Prozessoren, wobei h die Baumhohe und

n die Anzahl der Knoten bezeichnet.
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
Gegeben n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. Bestimme die p Werte, die sich als
Binarverbindungen (Summe, Minimum, logisches Oder, etc.) der Werte der p Gruppen er-

\geben.

Beispiel:

Eingabe: 1 +28 + 12 4+12+7+8+9+ 10 45+1 +3 +2

Ausgabe: 41 50 51

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT

\geben.

Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
Gegeben n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. Bestimme die p Werte, die sich als
Binarverbindungen (Summe, Minimum, logisches Oder, etc.) der Werte der p Gruppen er-

| gelost werden.

Lemma: BPM kann mithilfe von K Prozessoren in Laufzeit
a K fall K
t(n)e{ O([ 2] +logK), fallsn >

O(log n), sonst.

Skizze:

: 2 3 4 5 K
Apschnitte: [ (a1 [ [2] | TE1 | [2] | [2] ]wwees TR
Gruppen: | 1 2 3 |4 5 P

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Zusammenhangskomponenten QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problemstellung
gegeben: Graph G = (V,E), V={1,...,n}
gesucht: Zusammenhangskomponenten von G.

Datenstrukturen:
® Array K der Lange n: KJi] = Index der aktuellen Komponente in der Knoten i liegt.
Also: FUr alle Knoten iy, ..., I, der seloen Komponente qilt: K[i1] = ... = K[i¢] = k.
Insbesondere wird gelten: k = min{i, ..., i }. Knoten k ist Reprdsentant der Kompo-
nente.

m Array N der Lange n: N[i] = Index der aktuellen Zusammenhangskomponente kleinsten
Index, in der / oder ein Nachbar von i liegt.

Ablauf:
(D—(

1. Initialisierung: Alle Knoten liegen in eigenen

2. Vereinige zusammenhangende Komponenten
in [log n| Phasen mit jeweils 5 Schritten.

@ @ 13 @ Legende: @K[i]

=. Institut fir Theoretische Informatik
AR
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Komponenten.
(O)—
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Zusammenhangskomponenten

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung

Fuaralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
K[l =i

Vorheriger Schritt:

11 12 13 14
(12—19—(19)
, (=290

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Legende: @
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Zusammenhangskomponenten QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 1. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
wenn es Nachbarn j von i mit K[i] # K[j] gibt dann
setze N[i] := min{K[j] : {i,j} € E und K[i] # K[j1}

sonst NJi] = K]i]

Kli]
Legende: @

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 2. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus

N[l = min{N[j] : K[l = K], NIjl # K[j1}

¢ =1 Keine Veranderung!

11 @12 :1313 .14 ogende @K[i]

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 3. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
N[i] := min{N[i], K[/}

KI/]
Legende: @

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 4. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
K[i] .= NI[i]

KI/]
Legende: @

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT
Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 5. Schritt: )
fir m = 1 bis [log n| tue > LISTRANK auf Wurzelbaumen
Furalle /i : 1 </ < nfuhre parallel aus
Kli] := KIK[i]] J
/=1

11 11 12 13
(15N (13
(12—(13—(19)

Kli]
Legende: @

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 5. Schritt: Y
fiir m = 1 bis [log n]| tue > LISTRANK auf Wurzelbaumen
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
Kl = KIKI/]] J
¢ =1 Vorheriger Schritt: ]

11 11 12 13

Kli]
Legende: @

=. Institut fir Theoretische Informatik
AR
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 1. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
wenn es Nachbarn j von i mit K[i] # K[j] gibt dann
setze N[i] := min{K[j] : {i,j} € E und K[i] # K[j1}
sonst NJi] = K]i]

11 11 11 11

Kli]
Legende: @

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 2. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus

N[l = min{N[j] : K[l = K1, NIjl # K[j1}

KI/]
Legende: @

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 3. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
N[i] := min{N[i], K[/}

KI/]
Legende: @

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 4. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
K[i] := NI[i]

KI/]
Legende: @

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 5. Schritt: )
fiir m = 1 bis [log n]| tue > LISTRANK auf Wurzelbaumen
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
Kli] = KIKI/]] J
=2 Vorheriger Schritt: ]

11 11 11 11

Kli]
Legende: @

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhangskomponenten

2
-
—

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung

Laufzeit

Faralle/: 1 </ < nflhre parallel aus
Kl[i] =i

Phase / mit 1 < Z < [log n|

O(log?

n)

Furalle/: 1 </ < nfidhre parallel aus
wenn es Nachbarn j von i mit K[i] # K[j] gibt dann

O(log n)

setze N[i] := min{K[j] : {i,j} € E und K[i] # K[j]}

sonst NJi] = KJi]

O(log n) Gesamte Laufzeit.

Furalle/: 1 </ < nfidhre parallel aus

O(log n)

N[/ := min{ N[]] : K[i] = K[j], N[j] # K[j]}

O(log n)

Faralle/: 1 </ < nflahre parallel aus
N[i] := min{N[i], K[i]}

O(1)

Furalle/: 1 </ < nfihre parallel aus
KIil := NI[i]

fiir m = 1 bis [log n] tue
Furalle/: 1 </ < nfihre parallel aus
Kli] := K[K]i]]

2
1. Prozessorenzahl kann durch Rescheudling auf [lo”m1 reduziert werden.

2. Somit sind die Kosten O(n? log n), was nicht kostenoptimal ist.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Minimaler Spannbaum (MST) QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

\gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Idee: Passe Algorithmus zur Bestimmung der Zusammenhangskomponenten an.

Datenstrukturen:

m Array K der Lange n: K[i] = Index der aktuellen Komponente in der i liegt.

Also: FUr alle Knoten iy, ..., I, der selben Komponente gilt: K[i41] = ... = K[i¢] = k.
Insbesondere wird gelten: kK = min{iy, ..., i, }. Knoten k ist Reprdsentant der Kompo-
nente.

® Array T enthalt die Kanten, die zum MST gehoren.

m Array S der Lange n: S[i]= Index desjenigen Knoten, der in der selben Komponente wie
i ist und eine Kante minimalen Gewichts zu einem Knoten einer anderen Komponente
hat.

m Array N der Lange n: NJ[i] = Index desjenigen Knotens, zu dem es von / aus eine Kante
minimalen Gewichts gibt und der in einer anderen Komponente als i/ liegt.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Initialisierung

Fuaralle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
K[l =i

Vorheriger Schritt: Legende: K[/], ,SII]

=. Institut fir Theoretische Informatik
AR
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 1. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
Finde k € V mit K[i] # K[k] und cix = min{c;; : 1 <j < n,K[i] # K[j]}

N[i] = k

Legende: K[i],/N|/],S][i]

Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik

= Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase ¢/ mit 1 < ¢ < [log n], 2. Schritt:

Finde t € V mit K[i] = K[f] und cinpg = min{cingp : 1 < j < n, K[i] = K[j]}
setze N[i] .= N[tlund S[i] :=t

Legende: K[i],/N|/],S][i]

Vorheriger Schritt:

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 3. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
wenn N[N[/]] = S[i] und K[i] < K[NI]i]] dann
setze S[i] =0

Legende: K[i],/N|/],S][i]

Vorheriger Schritt:

Institut fir Theoretische Informatik

Al
r
o Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) QAT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

\gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase ¢/ mit 1 < ¢ < [log n], 4. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
wenn S[/] 7/0 und KI[il = i und CNI[i],5[i] 7/00 dann
setze T := T U {N[/], S[i]}

wenn S[i] # 0 dann
setze K[i] = K[N[i]]

£=1 223 3,34 6.8.0 Vorheriger Schritt: Legende: K], ,S[1]

u Institut fir Theoretische Informatik
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung \
gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.
gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.
Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 5. Schritt: \
flir m = 1 bis [log n| tue )
Firalle/: 1 < i < nfiihre parallelaus —'S' ANK auf Wurzelbaumen
K1i] := KIK[1] J
Legende: K[i],/N|/],S][i]

Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 5. Schritt:

flir m = 1 bis [log n| tue
Furalle /i : 1 </ < nfuhre parallel aus
Kli] := KIK[i]]

> LISTRANK auf Wurzelbaumen

Legende: K[i],/N|/],S][i]

Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik
= Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) QAT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

\gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase / mit 1 < ¢ < [log n], 1. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
Finde k € V mit K[i] # K[k] und cix = min{c;; : 1 <j < n,K[i] # K[j]}

N[i] = k

Legende: K[i],/N|/],S][i]

V=2 16,3 1,6,4 6,4,0 Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik
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Minimaler Spannbaum (MST) QAT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

\gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase ¢/ mit 1 < ¢ < [log n], 2. Schritt:

Finde t € V mit K[i] = K[f] und cinpg = min{cingp : 1 < j < n, K[i] = K[j]}
setze N[i] .= N[tlund S[i] :=t

Legende: K[i],/N|/],S][i]

V=2 1,8,3 1,8,4 6,5,0 Vorheriger Schritt:

=““ Institut fir Theoretische Informatik
d 4
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Minimaler Spannbaum (MST) QAT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

\gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 3. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
wenn N[N[/]] = S[i] und K[i] < K[NI]i]] dann
setze S[i] =0

Legende: K[i],/N|/],S][i]

V=2 18,5 1,8,5 6,5,8 Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 ; Prof. Dr. Dorothea Wagner



Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase ¢/ mit 1 < ¢ < [log n], 4. Schritt:

Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
wenn S[/] 7/0 und KI[il = i und CNI[i],5[i] 7/00 dann
setze T := T U {N[/], S[i]}

wenn S[i] # 0 dann
setze K[i] = K[N[i]]

Legende: K[i],/N|/],S][i]

Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik
; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Minimaler Spannbaum (MST) AT

Problemstellung

gegeben: Graph G = (V, E), V = {1,..., n} und Kantengewichte ¢; fur {i,j} € 2", wobei
cij =oowenn{ij} &E.

gesucht: Spannbaum in G mit minimalen Gewicht.

Phase / mit 1 < ¢ < [log n|, 5. Schritt:

flir m = 1 bis [log n| tue
Furalle /i : 1 </ < nfuhre parallel aus
Kli] := KIK[i]]

> LISTRANK auf Wurzelbaumen

Legende: K[i],/N|/],S][i]

V=2 185 1,8,5 158 Vorheriger Schritt:

u Institut fir Theoretische Informatik
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Gesamter Algorithmus fir MST AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Fur alle / : 1 </ < nflhre parallel aus

K[l =i
far ¢/ = 1 bis [log n] tue
Fir alle /i : 1 </ < nflhre parallel aus Schritt 1
Finde k € V mit K[i] # K[k] und cix = min{c;; : 1 <j < n,K[i] # K[j]}
N[i] =k
Fir alle i : 1 < i< nfiihre parallel aus Schritt 2

Finde t € V mit K[i] = K[t] und ¢y = min{cing; 1 1 <j < n, K[i] = K[j1}
setze N[i] := N[t]und S[i] :=t
Fir alle /i : 1 </ < nflhre parallel aus Schritt 3
wenn N[N[/]] = S[i] und K[i] < K[N][i]] dann
setze S[i] :=0
Furalle i : 1 </ < nflhre parallel aus Schritt 4
wenn S[i] # 0 und K[i] = i und cny, s # oo dann
setze T := T U {NI[i], S[/]}
wenn S[i] # 0 dann
setze KJi] = K[N[/]]
far m =1 bis [log n| tue Schritt 5
Fuar alle i : 1 </ < nfihre parallel aus
K[l = KIK[i]]

1. Laufzeitanalyse wie fir Zusammenhangskomponenten: O(log?(n)) Zeit und n®> Prozessoren.
2. Prozessorenzahl kann durch Rescheudling auf [%1 reduziert werden.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Reduzierung der Prozessorenanzanhl AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2 "
Anzahl Prozessoren kann sogar auf [ —2— | reduziert werden.

log2 n
fur (=1 bis [logn| tue Idee: Betrachte nicht alle Knoten,
Faralle j: 1 </ < nfuhre parallel aus ‘ ‘ . Schritt 1 ndern nur Reprisentanten von
Finde k € V mit K[i] # K[k] und ci = min{c; : 1 <j < n, K[i] # K[jl} sonae ur Reprase
NIi] = k Komponenten.
Far alle i : 1 < i < nflhre parallel aus Schritt 2 il-
Finde t € V mit K[i] = K[f] und cinpy = min{cing - 1 <j < n, K[il = K[jl} VOI‘t.EIL A.nzahl .der Komp(.)ne.nten
setze N[/ := N[t] und S[i] = t halbiert sich mindestens in jeder
Firalle i : 1 < i< nfiihre parallel aus Schritt 3 | Phase.

wenn N[N[i]] = S[i] und K[i] < K[N[i]] dann
setze §[i] =0
Fur alle / : 1 </ < nflhre parallel aus Schritt 4
wenn S[I] _T/ 0 und K[I] = I und CNI, ST 7-[ oo dann
setze T := T U{NI[i], S[i1}
wenn S[i] # 0 dann
setze KJi] = K[N[/]
flir m = 1 bis [log n] tue Schritt 5

Furalle /i : 1 </ < nflhre parallel aus
K[i] := K[K[]

Vorgehen:
1. FlOhre Minimumsbildung in Schritt 1 und Schritt 2 mit [log’; ~ | Prozessoren aus.
2. Nach jeder Phase wird die Adjazenzmatrix des Graphen neu aufgestellt, d.h. fir alle
Knoten i/ und j wird die Kante {/, j} (falls vorhanden) auf die Reprasentanten der Kom-

ponenten von / bzw. j Ubertragen.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Reduzierung der Prozessorenanzahl

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

1. Fihre Minimumsbildung in Schritt 1 und Schritt 2 mit [ —5— | Prozessoren aus.

T {(n/;q — 1 +logK,

log n,

log2 n
Lemma: Gegeben seien n Werte ay, . . ., ap. Die Summe (bzw. Produkt, Minimum, etc) aus |
ai,...,ankann mit K Prozessoren in Zeit O(t(n)) bestimmt werden, wobei

falls [n/2] > K
sonst.

Phase ¢ mit 1 < ¢ < [log n], 1. Schritt:

Faralle i : 1 </ < nfihre parallel aus

N[i] = k

Finde k € V mit K[i] # K[k] und cix = min{c;; : 1 <j < n, K[i] # K[j]}

Phase ¢ mit 1 < ¢ < [log n], 2. Schritt:

setze N[i] := N[tlund S[i] =t

Finde t € V mit K[] = K[t] und e = min{cingy < 1 < j < n, K[i] = K[j1}

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Reduzierung der Prozessorenanzahl

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

1. Fihre Minimumsbildung in Schritt 1 und Schritt 2 mit [ —5— | Prozessoren aus.

log2 n
Lemma: Gegeben seien n Werte ay, . . ., ap. Die Summe (bzw. Produkt, Minimum, etc) aus |
ai,...,ankann mit K Prozessoren in Zeit O(t(n)) bestimmt werden, wobei
n/K| —1+logK, falls|n/2 K
t(n)g{ww + log /2] >
log n, sonst.

\

Lemma: Schritt 1 und Schritt 2 kdnnen mithilfe von n - K Prozessoren in Gesamtlaufzeit )

(Uber alle Phasen)

n
O(— +logn-log K
(K+ g g K)

Lausgefihrt werden.
Phase ¢ mit 1 < ¢ < [log n], 1. Schritt:

Faralle i : 1 </ < nfihre parallel aus
Finde k € V mit K[i] # K[k] und cix = min{c;; : 1 <j < n, K[i] # K[j]}

N[i] = k

Phase ¢ mit 1 < ¢ < [log n], 2. Schritt:

Finde t € V mit K[i] = K[f] und cingg = min{cing 1 1 < j < n, K[i] = K[j]}
setze N[i] := N[tlund S[i] =t
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Reduzierung der Prozessorenanzahl AT
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2. Nach jeder Phase wird die Adjazenzmatrix des Graphen neu aufgestellt, d.h. fir alle Knoten
i und j wird die Kante {/, j} (falls vorhanden) auf die Représentanten der Komponenten von i
bzw. j Gbertragen.

Lemma: Die Gesamtlaufzeit (Uber alle Phasen) der Neuberechnung der Adjazenzmatrix be-
tragt

n
O(— +logn-log K
(K+ g g K)

 Zeit, wenn n - K Prozessoren verwendet werden.

Beweisskizze:

m Ordne die Knoten der Komponenten entsprechend des Index ihrer Reprasentanten in
Gruppen an.

m Schreibe an Anfang jeder solchen Knotengruppe den Reprasentanten.

m Zum Ermitteln der Eintrage fur alle Reprasentantenpaare muss jeweils fur jede Knoten-
gruppe die ODER-Verbindung der entsprechenden Eintrage berechnet werden.

m Ordne jeder Komponente K = [Iog”z — | Prozessoren zu, um die ODER-Verbindungen fir

alle Adjazenzen von Knoten der Komponenten zu bilden.

m Adjazenzen kénnen fir Knotengruppe in O([ 2] + log K) Zeit berechnet werden.
(Binarverbinungen ein partitionierten Menge.)
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Zusammenfassung QAT

Institut fur Technologie

Lemma: Schritt 1 und Schritt 2 kdnnen mithilfe von n - K Prozessoren in Gesamtlaufzeit )

(Uber alle Phasen)

n
O(— +logn-logK
(K+ 9 g K)

Lausgefuhrt werden.

Lemma: Die Gesamtlaufzeit (Uber alle Phasen) der Neuberechnung der Adjazenzmatrix be-
tragt

n
O(— +logn-log K
(K+ g g K)

 Zeit wenn n - K Prozessoren verwendet werden.

P

o 1 Prozessoren ergibt sich damit eine Gesamtlaufzeit von O(log? n) fiir die Bestimmung
eines MST. Damit betragen die Kosten O(n?):

Far

m bzgl. sequentiellen Algorithmen fir MST, die auf Adjazenzmatrix des Graphen arbeiten,
ist dies kostenoptimal.

m bzgl. beliebigen sequentiellen Algorithmen fir MST ist dies nicht kostenoptimal.
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