AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Algorithmen |
Vorlesung am 24.01.2013

Online Algorithmen

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK - PROF. DR. DOROTHEA WAGNER

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und
nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft



EinfGhrung &‘(lT
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Bisher in der Vorlesung betrachtet: Offline-Algorithmen

Charakteristische Merkmale:
m Eingabe muss vor Beginn der Ausfihrung bekannt sein.

m Berechnungen geschehen auf der gesamten Eingabe.

Beispiele aus der Vorlesung: 9/13 )
5 10 2/2 %
.« 7/7

Algorithmen fir Kreisbasen
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EinfGhrung &‘(lT
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Online-Algorithmus: Ein Algorithmus heil3t Online-Algorithmus, wenn er eine Ein-

gabesequenz sequentiell stlickweise abarbeitet, ohne die gesamte Eingabese-

quenz zu betrachten.

Charakteristische Merkmale:

m Liefern nach Abarbeitung einzelner Blocke der Eingabesequenz bereits eine
Losung.

m Entscheidungen beruhen nur auf bereits vergangenen Ereignissen, aber nicht
auf zukdnftigen.

Beispiel: Job Scheudling eines Prozessors

Eingabesequenz: Ji Ji

atomare Jobs verschiedener Lange

Gesucht: Zuweisung flr Prozessor, sodass durchschnittliche Wartezeit minimiert wird.
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Kompetitive Analyse

itut far Technologie

Idee: Bestimme die Qualitat eines Online-Algorithmus mithilfe eines optimalen Offline-
Algorithmus.

Definition 35: Ein Online-Algorithmus ALG heif3t c-kompetitiv, falls es eine Konstante «x gibt, )
sodass fur alle Instanzen / gilt

ALG(/) < ¢ - OPT(/) + c.

Dabei bezeichnet ALG(/) den Wert der Losung von ALG auf / angewendet und OPT(/) den
Wert einer optimalen Losung far /.
\Falls x < 0, dann heif3t ALG strikt c-kompetitiv.

m ALG hei3t kompetitiv, falls es Konstante ¢ gibt, sodass ALG c-kompetitiv ist.
m c wird die relative Gite genannt.

m Bemerkung: c-kompetitiver Online-Algorithmus ist Approximationsalgorithmus mit rela-
tiver Glte c.

Beobachtung: Wenn ALG c-kompetitiv ist, dann ist er auch ¢’-kompetitiv fiir alle ¢’ > c.

Ziel: Finde fir ein gegebenes Problem einen Online-Algorithmus mit minimaler relativer Gute.
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Beispiel: Ski-Verleih AT
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Szenario: Man mochte mehrmals in die Alpen, um dort Ski zu fahren. Allerdings weif3 man
noch nicht wie haufig und man besitzt auch noch keine eigenen Ski.

Man steht nun vor der Entscheidung: Entweder man leiht sich im Skigebiet Ski fir 50 € flr den
jeweiligen Ausflug, oder man kauft sich eigene Ski flir 300 €.

Frage: Wie verhalt man sich am besten?
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Beispiel: Ski-Verleih AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Szenario: Man mochte mehrmals in die Alpen, um dort Ski zu fahren. Allerdings weif3 man

noch nicht wie haufig und man besitzt auch noch keine eigenen Ski.
Man steht nun vor der Entscheidung: Entweder man leiht sich im Skigebiet Ski fir 50 € flr den

jeweiligen Ausflug, oder man kauft sich eigene Ski flir 300 €.

Frage: Wie verhalt man sich am besten?
Einfacher Online-Algorithmus ALG: Leihe fir die ersten finf Ausfliige Ski und kaufe vor dem
sechsten eigene.
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Beispiel: Ski-Verleih AT
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Szenario: Man mochte mehrmals in die Alpen, um dort Ski zu fahren. Allerdings weif3 man
noch nicht wie haufig und man besitzt auch noch keine eigenen Ski.

Man steht nun vor der Entscheidung: Entweder man leiht sich im Skigebiet Ski fir 50 € flr den
jeweiligen Ausflug, oder man kauft sich eigene Ski flir 300 €.

Frage: Wie verhalt man sich am besten?

Einfacher Online-Algorithmus ALG: Leihe fir die ersten finf Ausfliige Ski und kaufe vor dem
sechsten eigene.

Analyse: Sei k die Anzahl der Ausflliige, die man tatsachlich unternimmt.

Sei k < 5: Man zahlt k - 50. Die Losung eines optimalen Offline-Algorithmus ist ebenfalls k - 50

far k < 5. Es ergibt sich eine relative Glte von ’;j—gg =

Sei k > 5: Man zahlt 5 - 50 + 300. Die Losung eines optimalen Offline-Algorithmus ist 300. Es

ergibt sich eine relative Giite von 220 = .

Algorithmus ist 4 -kompetitiv.
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Beispiel: Ski-Verleih AT
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Szenario: Man mochte mehrmals in die Alpen, um dort Ski zu fahren. Allerdings weif3 man
noch nicht wie haufig und man besitzt auch noch keine eigenen Ski.

Man steht nun vor der Entscheidung: Entweder man leiht sich im Skigebiet Ski fir 50 € flr den
jeweiligen Ausflug, oder man kauft sich eigene Ski flir 300 €.

Gibt es einen besseren Online-Algorithmus?
Annahme: Man kauft fir den x-ten Ausflug eigene Ski und unternimmt tatsachlich k Ausflige.
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Beispiel: Ski-Verleih AT
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Szenario: Man mochte mehrmals in die Alpen, um dort Ski zu fahren. Allerdings weif3 man
noch nicht wie haufig und man besitzt auch noch keine eigenen Ski.

Man steht nun vor der Entscheidung: Entweder man leiht sich im Skigebiet Ski fir 50 € flr den
jeweiligen Ausflug, oder man kauft sich eigene Ski flir 300 €.

Gibt es einen besseren Online-Algorithmus?
Annahme: Man kauft fir den x-ten Ausflug eigene Ski und unternimmt tatsachlich k Ausflige.

1. Fall: x < 6

FOr k < x bleibt die relative Gte 1.
FOr x = Kk liefert der optimale Algorithmus 50 - x und der Online-Algorithmus 50 - (x — 1) + 300:
50 - x + 250 5

=1+—>2
50 - x X
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Beispiel: Ski-Verleih AT
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Szenario: Man mochte mehrmals in die Alpen, um dort Ski zu fahren. Allerdings weif3 man
noch nicht wie haufig und man besitzt auch noch keine eigenen Ski.

Man steht nun vor der Entscheidung: Entweder man leiht sich im Skigebiet Ski fir 50 € flr den
jeweiligen Ausflug, oder man kauft sich eigene Ski flir 300 €.

Gibt es einen besseren Online-Algorithmus?
Annahme: Man kauft fir den x-ten Ausflug eigene Ski und unternimmt tatsachlich k Ausflige.

1. Fall: x < 6

FOr k < x bleibt die relative Gte 1.
FOr x = Kk liefert der optimale Algorithmus 50 - x und der Online-Algorithmus 50 - (x — 1) + 300:
50 - x + 250 5

=1+—>2
50 - x X

2.Fall: x > 6
FOr x = k liefert der optimale Algorithmus 300 wahrend der Online-Algorithmus 50 - (x — 1) +300:

50 - x+250 5+ x
300 6

Beste Online-Algorithmus ist - -kompetitiv (mit x = 6).
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Paging AT
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— m Hauptspeicher enthalt N Seiten: P = {p1,...,pn}

( . . } m Cache kann k Kopien von Seiten aus dem Hauptspei-
Zugriffssequenz
Har au ° cher enthalten (k < N).

 / m n sequentielle Seitenzugriffe eines Programms wer-
. den beschrieben durch die Sequenz
o:{1,....,n} = {1,...,N}

i Cache fiir k Seiten.

Ablauf:

. 1. Programm fragt die i-te Seite p(;) an.

2. Falls pg;y noch nicht im Cache enthalten ist
(Fehlzugriff), dann wird ps(; in den Cache gela-
den.

3. Programm greift auf ps(;y im Cache zu.

Hauptspeicher (grof3 aber langsam)
Wie Seiten im Cache ersetzen, damit moglichst wenige

Fehlzugriffe auftreten?
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Strategien

Name

IT
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Ersetze Seite im Cache,...

FIFQO: First In/First Out

LIFO: Last In/First Out

LFU: Least Frequently Used
LRU: Least Recently Used
FWF: Flush When Full

LFD: Longest Forward Distance

die bereits am langsten im Cache ist.

die am neusten im Cache ist.

die bisher am wenigsten haufig angefordert wurde.
deren Anfrage am weitesten in der Vergangenheit liegt.
(Gebe alle Seiten frei, wenn Cache voll ist.)

deren Anfrage am weitesten in der Zukunft liegt.

Alle bis auf LFD sind Online-Algorithmen. LFD muss die komplette Anfragesequenz kennen und

ist somit ein Offline-Algorithmus.

Beispiel LRU:
Zugriffssequenz o

(

1. Speichere fur jede Seite im Cache, wann sie zu-
letzt verwendet wurde.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013

2. Ersetze die Seite im Cache, deren Verwendung
am weitesten in der Vergangenheit liegt.
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Strategien ST
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Name Ersetze Seite im Cache,...

FIFO: First In/First Out die bereits am langsten im Cache ist.

LIFO: Last In/First Out die am neusten im Cache ist.

LFU: Least Frequently Used die bisher am wenigsten haufig angefordert wurde.
LRU: Least Recently Used deren Anfrage am weitesten in der Vergangenheit liegt.
FWEF: Flush When Full (Gebe alle Seiten frei, wenn Cache voll ist.)

LFD: Longest Forward Distance | deren Anfrage am weitesten in der Zukuntft liegt.

Alle bis auf LFD sind Online-Algorithmen. LFD muss die komplette Anfragesequenz kennen und
ist somit ein Offline-Algorithmus.

Beispiel LRU:
Zugriffssequenz o

([ 1

letzt verwendet wurde.

i] 1. Speichere fur jede Seite im Cache, wann sie zu-

2. Ersetze die Seite im Cache, deren Verwendung
am weitesten in der Vergangenheit liegt.
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Strategien

Name

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ersetze Seite im Cache,...

FIFQO: First In/First Out

LIFO: Last In/First Out

LFU: Least Frequently Used
LRU: Least Recently Used
FWF: Flush When Full

LFD: Longest Forward Distance

die bereits am langsten im Cache ist.

die am neusten im Cache ist.

die bisher am wenigsten haufig angefordert wurde.
deren Anfrage am weitesten in der Vergangenheit liegt.
(Gebe alle Seiten frei, wenn Cache voll ist.)

deren Anfrage am weitesten in der Zukunft liegt.

Alle bis auf LFD sind Online-Algorithmen. LFD muss die komplette Anfragesequenz kennen und

ist somit ein Offline-Algorithmus.

1. Speichere flr jede Seite im Cache, wann sie als

.] nachstes verwendet wird.

Beispiel LFD:

O— [—
2 ki A
Cache '--------------"
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2. Ersetze die Seite im Cache, deren Verwendung
am weitesten in der Zukuntft liegt.
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Strategien

Name

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ersetze Seite im Cache,...

FIFQO: First In/First Out

LIFO: Last In/First Out

LFU: Least Frequently Used
LRU: Least Recently Used
FWF: Flush When Full

LFD: Longest Forward Distance

die bereits am langsten im Cache ist.

die am neusten im Cache ist.

die bisher am wenigsten haufig angefordert wurde.
deren Anfrage am weitesten in der Vergangenheit liegt.
(Gebe alle Seiten frei, wenn Cache voll ist.)

deren Anfrage am weitesten in der Zukunft liegt.

Alle bis auf LFD sind Online-Algorithmen. LFD muss die komplette Anfragesequenz kennen und

ist somit ein Offline-Algorithmus.

Beispiel LFD:

1. Speichere flr jede Seite im Cache, wann sie als
nachstes verwendet wird.
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2. Ersetze die Seite im Cache, deren Verwendung
am weitesten in der Zukuntft liegt.
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Longest Forward Distance (LFD) AT

| Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus far Paging. ]

Beweisskizze:

Zeige, dass jeder optimale Algorithmus OPT so modifiziert werden kann, dass er auf einer
beliebigen Sequenz o wie LFD verfahrt, ohne dass die Anzahl Fehlzugriffe zunimmt.

Induktion mithilfe folgender Behauptung:

Gegeben ein beliebiger Paging-Algorithmus ALG und eine Anfragesequenz o: Es gibt Offline-
Algorithmus ALG; fir i = 1, .. ., |o|, sodass folgende Eigenschaften gelten:

1. ALG, bearbeitet die ersten i — 1 Anfragen auf dieselbe Weise wie ALG.

2. Falls die i-te Anfrage einen Fehlzugriff hat, dann wendet ALG; Prinzip von LFD auf den
Cache an.

3. Die Anzahl Fehlzugriffe steigt nicht an: ALG;(0) < ALG(0).

Wende Behauptung auf beliebigen optimalen Offline-Algorithmus OPT an:
1. Wende fir i = 1 Behauptung auf OPT an, mit Ergebnis OPTj.
2. Wende fur i = 2 Behauptung auf OPT4 an, mit Ergebnis OPT»o, usw.

3. OPT, arbeitet genau wie LFD und Fehlzugriffe haben nicht zugenommen: LFD ist opti-
mal.
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Longest Forward Distance (LFD) AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus flr Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG
ALG;
i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus flr Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG .
ALG,’ .
i-th
X = a= b = r =

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Longest Forward Distance (LFD) AT
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[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus flr Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG IIII IIII

ALG; I [}

i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus flr Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG IIII IIII IIII

ALG; . . .

i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

AL

ALG Il B [

i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG ...

ALGH Il I I B
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Longest Forward Distance (LFD) AT

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG ...

ALGH Il B B (e
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Longest Forward Distance (LFD) AT

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG ...

ALG Il I (|
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Longest Forward Distance (LFD) AT

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

ALG ...

ALG Il I (|
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Longest Forward Distance (LFD) AT
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[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

AL e

ALG; IIIIII

i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT
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[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

AL e

ALG; IIIIII

i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT
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[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

L

AL e

ALG; IIIIII

i-th
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Longest Forward Distance (LFD) AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

[Theorem 50: LFD ist ein optimaler Offline-Algorithmus fir Paging. 1

lllustration des Beweis:

AL e

ALG; IIIIII

i-th
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT
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LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-

ges m € N die Sequenz
)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LIFO O O OO OO B Fehlzugriffe: 1

O3 =
LFD O OO OO . Fehlzugrife: 1
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-

ges m € N die Sequenz
)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LIFO || O O [ O O Fehlzugriffe: 2

O3 =
LFD || EREREnERERERE Fehlzugriffe: 2
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-

ges m € N die Sequenz
)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LIFO ] [ | [ [ [ [ Fehlzugriffe: 3

O3 =
LFD [ | [ EpEnEnEREnE Fehlzugriffe: 3
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-

ges m € N die Sequenz
)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LIFO [ [ [ | O O [ [  Fehlzugriffe: 4

O3 =
LFD [| [] [ 1 O O [ [ Fehlzugriffe: 4
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-

ges m € N die Sequenz
)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LiFo I [ O | [ [ [ Fehlzugriffe: 5

O3 =
LFD [ ] ] [ | ] [ [0 Fehlzugriffe: 4

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-

ges m € N die Sequenz
)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LiFo I [ O O 4 | [ [  Fehlzugriffe: 6

O3 =
LFD [ [ O O & | [ [l Fehlzugriffe: 4
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LIFO (Last In/First out) ist nicht kompetitiv, d.h. die relative Glte ¢ kann beliebig grof3 werden:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

)m

Gm=p1:'°'apk5(pk+1!pk

m LIFO wird zuerst die Seiten py, ..., px in den Cache aufnehmen (k Fehlzugriffe).
m Furdie k + 1-te Anfrage wird LIFO die Seite pyx durch die Seite pk,1 ersetzen.
m FOrdie k + 2-te Anfrage wird LIFO die Seite pk,1 durch die Seite px ersetzen und usw.
m LIFO hat deshalb k+2m Fehlzugriffe.
m LFD hat nur k+1 Fehlzugriffe.
m Folglich: Fir jedes ¢ gibt es ein m, sodass ALG(o;) > ¢ - OPT(om)

LFo L H B B | B B | B Fehlzugriffe: 9

O3 =
LFD [ ] O] O O O & O B ]  Fehlzugriffe: 4
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

LFU Do 0OdOonoOQmQop Fehlzugrite:

03 =

LFD 100 0OoOdoOodon Fehlzugrite: 1
Anzahl Anfragen: | 1 0 0 0
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

LFU LU U] [ 1000000 0C Fehlzugriffe: 2

03 =

LFD [ [ [ 1O 000000 Fehleugrie: 2
Anzahl Anfragen: | 3 1 0 0
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

LFu [ U1 O O [ 100 0O Fehlzugriffe: 3

03 =

LFp [ U1 O O [ [ 0000 Fehlzugriffe: 3
Anzahl Anfragen: | 3 3 1 0
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

LFU U O O O O O U 00O Fehlzugriffe: 4

03 =

LFD |1 1 O O O O [ 00O Fehlzugriffe: 4
Anzahl Anfragen: | 3 3 1 1
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT
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LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

LFu [ O O & O O O O 1 1 [ Fehlzugriffe: 5

03 =

LED U O O O O O [ O 1 O Fehlzugriffe: 4
Anzahl Anfragen: | 3 3 2 1
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT
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LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

LFu [ O O & O O O O mlE Fehlzugriffe: 6

03 =

LFD [ O O . O O O [ mlE Fehlzugriffe: 4
Anzahl Anfragen: | 3 3 2 )
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Kompetitive Paging-Algorithmen AT
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LFU (Least Frequently Used) ist nicht kompetitiv, d.h. relative Gute c ist nicht beschrankt:

Sei k Cache-GréBe und P = {ps, . . ., Pk, Pk+1 } Seiten im Hauptspeicher. Betrachte fiir beliebi-
ges m € N die Sequenz

Om = pqn, “ e ,pzq_1:(pk5pk+1)m

m LFU wird zuerst die Seiten p1, ..., pxk—1 in den Cache aufnehmen (k-1 Fehlzugriffe).

m Nach m- (k — 1) Anfragen, wird LFU flr jedes Anfragepaar (px, px+1) €inen Fehlzugriff
haben. Folglich m weitere Fehlzugriffe.

m Da LFD nur k+1 Fehlzugriffe hat, ist die relative Gite von LFU nicht beschrankt.

W o o o o o I o o I L

03 =

o o o o o o o A I Sl
Anzahl Anfragen: | 3 3 3 3
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Kompetitive Online-Algorithmen AT
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Theorem 51: Es gibt keinen deterministischen Online-Algorithmus flr Paging, der
eine bessere relative Glte als k erreicht. Dabei gibt k die Grof3e des Caches an.
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Konservative Paging-Algorithmen AT

(h,k)-Paging-Problem:
m Optimaler Offline-Algorithmus fUr Paging arbeitet auf Cache der Gro3e h.
m Online-Algorithmus far Paging arbeitet auf Cache der Gro3e k mit k > h.

® Online-Algorithmus bekommt gro3eren Cache um dessen Unwissenheit auszugleichen.

zen finden, sodass sie mit einem kleineren Cache weniger Fehlzugriffe liefern als mit

Béladys Anomalie: Fliir manche der Paging-Algorithmen kann man Zugriffssequen-
Q einem groBeren. FIFO ist ein solcher Algorithmus (siehe Ubung).
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Konservative Paging-Algorithmen AT

(h,k)-Paging-Problem:
m Optimaler Offline-Algorithmus fUr Paging arbeitet auf Cache der Gro3e h.
m Online-Algorithmus far Paging arbeitet auf Cache der Gro3e k mit k > h.

® Online-Algorithmus bekommt gro3eren Cache um dessen Unwissenheit auszugleichen.

~

Definition 36: Ein Paging-Algorithmus ALG mit Cache der Gro3e k heil3t konservativ, falls

fir jede Anfragesequenz o folgende Aussage qilt:
Jede Teilsequenz o’ von o, die maximal k verschiedene Seiten enthalt, erzeugt maximal k

Fehlzugriffe wahrend ALG die Sequenz o abarbeitet.

Name Ersetze Seite im Cache,...

FIFO: First In/First Out die bereits am langsten im Cache ist.

LIFO: Last In/First Out die am neusten im Cache ist.

LFU: Least Frequently Used | die bisher am wenigsten haufig angefordert wurde.
LRU: Least Recently Used deren Anfrage am weitesten in der Vergangenheit liegt.
FWF: Flush When Full (Gebe alle Seiten frei, wenn Cache voll ist.)

konservative Paging-Algorithmen
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Konservative Paging-Algorithmen QAT

Theorem 52: Jeder konservative Paging-Algorithmus mit Cache-GroB3e k st k_kh+1—
kompetitiv beziglich jedes optimalen Offline-Algorithmus mit Cache-Grof3e h.

k-Phasen-Partition einer Sequenz o:
m Phase 0 ist die leere Sequenz.

m FOr/ > 0 sei Phase i/ langste Teilsequenz von o, die sich direkt an Phase i — 1
anschlie3t und maximal k verschiedene Seiten enthalt.

Smama"=aE"

2 3 4

4-Phasen-Partition
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Konservative Paging-Algorithmen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Theorem 52: Jeder konservative Paging-Algorithmus mit Cache-GroB3e k st k_kh+1—

kompetitiv beziglich jedes optimalen Offline-Algorithmus mit Cache-Grof3e h.

Anwendung:

m FOr (k, k)-Paging ist jeder konservative Paging-Algorithmus k-kompetitiv, was nach
Theorem 51 der unteren Schranke entspricht.

m Firhs= g sind konservative Online-Algorithmen flr Paging 2-kompetitiv.
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	Kernbildung mit Linearer Programmierung

