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Definition & Motivation QAT
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Problem: String-Matching
Seien P und T Zeichenfolgen mit Zeichen aus dem Alphabet X, wobei |P| < |T|.
Finde alle Vorkommen von P (Muster, engl. Pattern) in T (Text).

Beispiel:
Das Muster P = cbc taucht im Text T = acbccabcbcbcacb an den Stellen 1, 7 und
9 auf.

Tla|c clc a b|lc b c/b c a c b
© 1) @ @ 4 6 6 (7 @6 (9| 10 (A1) (12) (13) (14)
P c b c¢ c b c
T T c b c
A |
(1) (7) (9) ?ﬁcm
Anwendungsbeispiele: = J\
m Suche nach Textstellen in einem Textdokument. g y
m Suche nach einer bestimmten Sequenz von Basen- > .
paaren in einer DNA. ? —
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Ein einfacher Algorithmus QAT
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Problem: String-Matching
Seien P und T Zeichenfolgen mit Zeichen aus dem Alphabet X, wobei |P| < |T|.
Finde alle Vorkommen von P (Muster (engl. Pattern)) in T (Text).

~N

Definition: Vorkommen im Text

Sei |T| = nund |P| = m. Bezeichne mit T |i| fur 0 < i < n (P|j| fur 0 < j < m)
das i-te (j-te) Zeichen in T (P).

Das Muster P kommt in T an der Stelle s vor, wenn T [s+j| = P|j] fur0 < j < m.

.
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Ein einfacher Algorithmus AT

Problem: String-Matching
Seien P und T Zeichenfolgen mit Zeichen aus dem Alphabet X, wobei |P| < |T|.
Finde alle Vorkommen von P (Muster (engl. Pattern)) in T (Text).

~N

Definition: Vorkommen im Text

Sei |T| = nund |P| = m. Bezeichne mit T |i| fur 0 < i < n (P|j| fur 0 < j < m)
das i-te (j-te) Zeichen in T (P).

Das Muster P kommt in T an der Stelle s vor, wenn T [s+j| = P|j] fur0 < j < m.

.

NAIVER STRING-MATCHER(T, P) O((n — m) - m)
(n,m) < ([T}, |P])
fors=0ton— mdo O((n— m) - m)
MATCH <— TRUE O(m)

for;)=0tom—1do
if T[s+j| #P|j] then match <FALSE

if MATCH then gib aus: ,Muster P taucht an Stelle sin T auf
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Eine untere Schranke AT
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Beobachtung: Untere Schranke
Um String-Matching zu I6sen werden mindestens ()(n + m) Schritte benotigt.

Begrundung:
Ein korrekter Algorithmus muss sich wenigstens T und P komplett anschauen.

Einschrankung:

Sucht man im gleichen Text nach mehreren Mustern (oder umgekehrt), so kann
man durch Vorberechnung die einzelnen Anfragen beschleunigen.
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Rabin & Karp — Idee AT
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Annahme:
Fir das Alphabet gilt ¥ = {0,1,...,9}.

Bemerkung: Das ist keine echte Einschrankung, da im allgemeinen Fall jeder
String als Zahl in d-arer Darstellung mit d = |X| aufgefasst werden kann.

Interpretation als Zahi:
m Bezeichne den durch P reprasentierten Zahlenwert mit p.

m Sei t; die durch den Teilstring T |s| T|s+ 1] ... T|s + m| reprasentierte Zahl.

Es gilt: p = t; genau dann, wenn P|j| = T|s+/] furalle 0 < j < m.
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Rabin & Karp — Idee AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Annahme:
Fir das Alphabet gilt ¥ = {0,1,...,9}.

Bemerkung: Das ist keine echte Einschrankung, da im allgemeinen Fall jeder
String als Zahl in d-arer Darstellung mit d = |X| aufgefasst werden kann.

Interpretation als Zahi:
m Bezeichne den durch P reprasentierten Zahlenwert mit p.

m Sei t; die durch den Teilstring T |s| T|s+ 1] ... T|s + m| reprasentierte Zahl.
Es gilt: p = t; genau dann, wenn P|j| = T|s+/] furalle 0 < j < m.
Der Algorithmus von Rabin & Karp:

m lIdee: Der Vergleich von zwei Zahlen (p = t;) kann in konstanter Zeit ausgefuhrt
werden (Vergleich zweier Integers), wenn die Zahlen nicht zu grof3 sind.

m Problem: p und t; haben O(m) Bits — Vergleich braucht O(m) Zeit wie beim
naiven Algorithmus.

m Trick: Berechne p und t; modulo einer geeigneten Zahl g und vergleiche p und
ts nur dann, wenn ihrer Reste bezlglich g gleich sind.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013



Rabin & Karp — Beispiel AT

T =2359023141526739921, P = 31415, q = 13
p=31415=2416-13 +|/

2 359 0231415267399 21
t, = 23590
- 1814 -13 +[8

Es gilt:
m (lpmodq)=8+#7=(pmodq)
= b #p
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Rabin & Karp — Beispiel AT

T =2359023141526739921, P = 31415, q = 13
p=31415=2416-13 +|/

2/3 5902 31415 2673 9 9 21

t; = 35902
=2/61-13 +9
Es gilt:
®m (4ymodq)=9+#7=(pmodq)
= Hh #p
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Rabin & Karp — Beispiel

T =2359023141526739921, P = 31415, q = 13

p=31415=2416-13 +

/

23 59 0 23 1 4 1

ti = 39902

=27/61-13 +9

Es gilt:

e = 31415
=2416-13 +

m (4 modqg)=9+#7=(pmod q)

= Hh #p

m (s modqg)=7=(pmod q)

= 5 und p konnten gleich sein (und sind es auch)

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Rabin & Karp — Beispiel AT
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T =2359023141526739921, P = 31415, q = 13
p=31415=2416-13 +|/

2/3 59 02 31415 2|6 7 3 9 9 2 1

t; = 35902 ts = 31415 tio = 67399
=2/61-13+H9| |=2416 - 13 +7/ =5184 - 13 +7
Es gilt:
®m (4ymodq)=9+#7=(pmodq)
= Hh #p

m (s modqg)=7=(pmod q)

= 5 und p konnten gleich sein (und sind es auch)
® (42mod q)=7=(pmod qg)

= o und p konnten gleich sein (sind es aber nicht)
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Rechnen mit dem Rest AT
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Wie kann der Rest einer sehr gro3en Zahl p bezlglich g berechnet werden?
Wie kOnnen die s bzw. die Reste bezlglich g effizient berechnet werden?

Erinnerung: Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregelin:

(a+b) mod g = ((amod g) + (b mod g)) mod g
(a- b) mod g = ((amod q) - (b mod g)) mod q

.
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Rechnen mit dem Rest AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Wie kann der Rest einer sehr gro3en Zahl p bezlglich g berechnet werden?
Wie kOnnen die s bzw. die Reste bezlglich g effizient berechnet werden?

Erinnerung: Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregelin:

(a+b) mod g = ((amod g) + (b mod g)) mod g
(a- b) mod g = ((amod q) - (b mod g)) mod q

.

Damit kann p mod g in O(m) Zeit berechnet werden.
Beispiel: Berechnung von 31415 mod 13 (31415 = 31000 + 400 + 10 + 5)

31 mod 13 =
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Rechnen mit dem Rest AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Wie kann der Rest einer sehr gro3en Zahl p bezlglich g berechnet werden?
Wie kOnnen die s bzw. die Reste bezlglich g effizient berechnet werden?

Erinnerung: Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregelin:

(a+b) mod g = ((amod g) + (b mod g)) mod g
(a- b) mod g = ((amod q) - (b mod g)) mod q

Damit kann p mod g in O(m) Zeit berechnet werden.

Beispiel: Berechnung von 31415 mod 13 (31415 = 31000 + 400 + 10 + 5)
31 mod 13 = = 310 mod 13 =(10-5) mod 13 =

= 314 mod 13 =(11+4) mod 13 =
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Rechnen mit dem Rest AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Wie kann der Rest einer sehr gro3en Zahl p bezlglich g berechnet werden?
Wie kOnnen die s bzw. die Reste bezlglich g effizient berechnet werden?

Erinnerung: Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregelin:

(a+b) mod g = ((amod g) + (b mod g)) mod g
(a- b) mod g = ((amod q) - (b mod g)) mod q

\_

Damit kann p mod g in O(m) Zeit berechnet werden.
Beispiel: Berechnung von 31415 mod 13 (31415 = 31000 + 400 + 10 + 5)
31 mod 13 = = 310 mod 13 =(10-5) mod 13 =

= 314 mod 13=(11+4)mod13=2 = 3140 mod 13 =(10-2) mod 13 =
= 3141 mod 13 =(7+1) mod 13 =
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Rechnen mit dem Rest AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Wie kann der Rest einer sehr gro3en Zahl p bezlglich g berechnet werden?
Wie kOnnen die s bzw. die Reste bezlglich g effizient berechnet werden?

Erinnerung: Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregelin:

(a+b) mod g = ((amod g) + (b mod g)) mod g
(a- b) mod g = ((amod q) - (b mod g)) mod q

Damit kann p mod g in O(m) Zeit berechnet werden.
Beispiel: Berechnung von 31415 mod 13 (31415 = 31000 + 400 + 10 + 5)
31 mod 13 = = 310 mod 13 = (10 - 5) mod 13 =

= 314 mod 13=(11+4)mod13=2 = 3140 mod 13 =(10-2) mod 13 =
= 3141 mod 13 =(/+1)mod 13 =8 = 31410 mod 13 =(10-8) mod 13 =
= 31415 mod 13 = (2 +5) mod 13 =7
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Rechnen mit dem Rest AT
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Wie kann der Rest einer sehr gro3en Zahl p bezlglich g berechnet werden?
Wie kOnnen die s bzw. die Reste bezlglich g effizient berechnet werden?

Erinnerung: Rechenregeln

Es gelten folgende Rechenregelin:

(a+b) mod g = ((amod g) + (b mod g)) mod g
(a- b) mod g = ((amod q) - (b mod g)) mod q

\_

Damit kann p mod g in O(m) Zeit berechnet werden.
Beispiel: Berechnung von 31415 mod 13 (31415 = 31000 + 400 + 10 + 5)
31 mod 13 = = 310 mod 13 =(10-5) mod 13 =

= 314 mod 13=(11+4)mod13=2 = 3140 mod 13 =(10-2) mod 13 =
= 3141 mod 13 =(/+1)mod 13 =8 = 31410 mod 13 =(10-8) mod 13 =
= 31415 mod 13 = (2 +5) mod 13 =7

AuBerdem gilt: t;,1 = (t; — 10" - T[s|) - 10+ T|s+ m)|
- Y I Y )
erste Stelle Loschen nachste Stelle anfigen

= 15,1 mod g kann aus t; mod g in O(1) Zeit berechnet werden
(unter der Voraussetzung, dass 10”~1 mod g schon berechnet und g klein ist)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Der Algorithmus von Rabin & Karp AT
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RABIN-KARP-MATCHER(T, P, q)
(n,m) < (|T|,|P])
p <+ pmod q
ty + ty mod g
fors=0ton— mdo
if ; = p then
MATCH < TRUE

for)=0tom—1do
if T[s +j] # P|j] then match <—FALSE

if MATCH then gib aus: ,Muster P taucht an Stelle sin T auf

Is;1 < Berechne ts.1 aus ts

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Der Algorithmus von Rabin & Karp

RABIN-KARP-MATCHER(T, P, q)
(n,m) < (|1, |PI)
p <+ pmod q
ty < ty mod g
fors=0ton— mdo

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

if s = D then

O(1) fur Vergleich

MATCH < TRUE
for)=0tom—1do

if Ts +j] # P|j] then match <—FALSE
if MATCH then gib aus: ,Muster P taucht an Stelle sin T auf

Is;1 < Berechne ts.1 aus ts

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Der Algorithmus von Rabin & Karp AT
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RABIN-KARP-MATCHER(T, P, q)
(n,m) < (|1, |PI)
p <+ pmod q
ty < ty mod g
fors=0ton— mdo
if &> = B then O(1) fur Vergleich O(m)
MATCH < TRUE o(m)

for)=0tom—1do
if Ts +j] # P|j] then match <—FALSE

if MATCH then gib aus: ,Muster P taucht an Stelle sin T auf

Is+1 < Berechne ts.1 aus ts

= Institut fir Theoretische Informatik
A
P

H
Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013 g Prof. Dr. Dorothea Wagner



Der Algorithmus von Rabin & Karp AT

RABIN-KARP-MATCHER(T, P, q) O((n— m) - m)
(n,m) < (|T1,|P]) O((n — m) - m)
p < pmod q

ty < to mod g

fors=0ton— mdo
if &, = p then O(1) fur Vergleich O(m)
MATCH <— TRUE O(m)

for)=0tom—1do
if Ts +j] # P|j] then match <—FALSE

if MATCH then gib aus: ,Muster P taucht an Stelle sin T auf

Is+1 < Berechne ts.1 aus ts

Worst Case: Laufzeit O((n— m) - m)
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Der Algorithmus von Rabin & Karp AT

RABIN-KARP-MATCHER(T, P, q) O((n— m) - m)
(n,m) < (|T1,|P]) O((n — m) - m)
p < pmod q

ty «+ ty mod g

fors=0ton— mdo
if &, = p then O(1) far Vergleich O(m)
MATCH < TRUE O(m)

for)=0tom—1do
if Ts +j] # P|j] then match <—FALSE

if MATCH then gib aus: ,Muster P taucht an Stelle sin T auf

t;] < Berechne g; aus E O(1)

Worst Case: Laufzeit O((n— m) - m)

Unterschied zu naivem Algorithmus: Der O(m) teure Vergleich wird nur gemacht,
wenn t; und p modulo g gleich sind.

Welche Laufzeit kann man erwarten?

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Der Algorithmus von Rabin & Karp AT

Welche Laufzeit kann man erwarten?
Annahme: Die Berechnung x mod q ist eine ,Zufallsabbildung“ von 2* nach Zj.

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
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Der Algorithmus von Rabin & Karp AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Welche Laufzeit kann man erwarten?
Annahme: Die Berechnung x mod q ist eine ,Zufallsabbildung“ von 2* nach Zj.

Unzulassige Ubereinstimmungen: t; # p aber f, = p
Die Wahrscheinlichkeit flr eine unzulassige Ubereinstimmung ist 15.

= Die erwartete Anzahl von unzulassigen Ubereinstimmungen istin O(7).

Zulassige Ubereinstimmungen: t; = p und damit auch t; = p
Sei v die Anzahl zulassiger Ubereinstimmungen.
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Der Algorithmus von Rabin & Karp AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Welche Laufzeit kann man erwarten?
Annahme: Die Berechnung x mod q ist eine ,Zufallsabbildung“ von 2* nach Zj.

Unzulassige Ubereinstimmungen: t; # p aber f, = p
Die Wahrscheinlichkeit flr eine unzulassige Ubereinstimmung ist 15.

= Die erwartete Anzahl von unzulassigen Ubereinstimmungen istin O(7).

Zulassige Ubereinstimmungen: t; = p und damit auch t; = p
Sei v die Anzahl zulassiger Ubereinstimmungen.

= Erwartete Laufzeit (,average-case”): O(m +nNn+m- (v + g))

= O(n + m) falls v klein (konstant) und g > n.

Wahl von g: Moglichst gro3e Primzahl, sodass alle Berechnungen noch im Integer
Bereich moglich sind.
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Karlsruher Institut fur Technologie

1. Baue einen endlichen Automation Ap (bezlglich des Musters P), sodass:

m Ap akzeptiert genau die Worter, die P als Suffix haben (also auf P enden).
2. Fihre Ap mit dem Text T als Eingabe aus.

® Nach jedem Vorkommen von P in T ist Ap in einem akzeptierenden Zustand.

Definition: Endlicher Automat (Definition 7.1)
Ein endlicher Automat A ist ein Tupel (Q, qo, A, X, ), mit
Q - endliche Menge von Zustianden
Qo € Q -— Startzustand
A C Q - Menge von akzeptierenden Zustanden
2. — endliches Eingabealphabet
\ 5: Qx X — Q — Ubertragungsfunktion
Beispiel:

Q=1{0,1},q = A {1},Z={a,b}und
5(0 3) —1 5( ) b a Akzeptiert Worter, die auf
@v@ ungerade Anzahl a’s enden.
b

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Grundlegende Definitionen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

C(a)
C(wa)

.

Definition: Zustandsfunktion
Ein endlicher Automat A induziert eine Zustandsfunktion C: ¥* — Q, mit C(w)
ist der Zustand von A nach Lesen des Wortes w. Rekursive Definition:

~

d(qo,a) firae X
d(C(w),a)firw € Z*undae X

Beachte: w wird von A akzeptiert, genau dann wenn C(w) € A.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Grundlegende Definitionen AT

Definition: Zustandsfunktion
Ein endlicher Automat A induziert eine Zustandsfunktion C: ¥* — Q, mit C(w)
ist der Zustand von A nach Lesen des Wortes w. Rekursive Definition:

Ca = 0(qya)firae X
Cwa) = d(C(w),a)firwe X undaec X

Beachte: w wird von A akzeptiert, genau dann wenn C(w) € A.

Definition: Prafix, Suffix
Ein Wort w ist Prafix eines Wortes x, falls x = wy far ein Wort y.
Ein Wort w ist Suffix eines Wortes x, falls x = yw ftr ein Wort y.

Beispiel: ,Algo“ ist ein Prafix von ,Algorithm “, wen 1 ist ein Suffix.

““ Institut fir Theoretische Informatik
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Grundlegende Definitionen AT

Definition: Zustandsfunktion
Ein endlicher Automat A induziert eine Zustandsfunktion C: ¥* — Q, mit C(w)
ist der Zustand von A nach Lesen des Wortes w. Rekursive Definition:

Ca = 0(qya)firae X
Cwa) = d(C(w),a)firwe X undaec X

Beachte: w wird von A akzeptiert, genau dann wenn C(w) € A.

Definition: Prafix, Suffix
Ein Wort w ist Prafix eines Wortes x, falls x = wy far ein Wort y.
Ein Wort w ist Suffix eines Wortes x, falls x = yw ftr ein Wort y.

\_

11

Beispiel: ,Algo® ist ein Prafix von ,Algorithm , 2N 1 ist ein Suffix.

~N

Definition: Suffixfunktion
Zum Muster P definiere die Suffixfunktion sufp: ¥* — {0,...,|P| = m} wie
folgt: sufp(w) ist die Lange des maximalen Prafixes von P, das Suffix von w ist.

Beispiel: Fur P = ab qilt: sufp(ccaca) = 1, sufp(ccab) = 2, sufp(abcc) = 0.

u Institut fir Theoretische Informatik
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Der String-Matching-Automat AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: Suffixfunktion
Zum Muster P definiere die Suffixfunktion sufp: ¥* — {0,...,|P| = m} wie
folgt: sufp(w) ist die Lange des maximalen Prafixes von P, das Suffix von w ist.

Beispiel: Fur P = ab qilt: sufp(ccaca) = 1, sufp(ccab) = 2, sufp(abcc) = 0.

= Das Wort w hat P genau dann als Suffix, wenn sufp(w) = m.

~N

Definition: String-Matching-Automat
Der String-Matching-Automat Ap zu P ist definiert durch Q = {0,1,...,m}, qo =
0, A= {m} und 6(q, a) = sufp(P[1...qla).

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Der String-Matching-Automat AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: Suffixfunktion
Zum Muster P definiere die Suffixfunktion sufp: ¥* — {0,...,|P| = m} wie
folgt: sufp(w) ist die Lange des maximalen Prafixes von P, das Suffix von w ist.

Beispiel: Fur P = ab qilt: sufp(ccaca) = 1, sufp(ccab) = 2, sufp(abcc) = 0.

= Das Wort w hat P genau dann als Suffix, wenn sufp(w) = m.

~N

Definition: String-Matching-Automat
Der String-Matching-Automat Ap zu P ist definiert durch Q = {0,1,...,m}, qo =
0, A= {m} und 6(q, a) = sufp(P[1...qla).

Beispiel: P = abaab
.APZ
2 —@—2—@—2

..a ...ab ...aba ...abaa ...abaab

gelesenes Wort:

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Der String-Matching-Automat AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: Suffixfunktion
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String-Matching-Automat

UBERGANGSFUNKTION(P, X)
m < |P|
forg=0to mdo
fora c 2 do
K <— min(m,q + 1)

while P[1 ... k] kein Suffix von P[1
K<+ Kk —1

d(q, a) « k

ENDLICHER-AUTOMAT-MATCHER(T, 0, m)
n< |T|
g < Qo
fori=0ton—1do
q < d(q, T[i])

if g = mthen gib aus: ,Muster P taucht an Stelle /i — m+ 1 in T auf

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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String-Matching-Automat AT

UBERGANGSFUNKTION(P, X) Oo(m- |Z| - mP)
m < |P|
forg=0to mdo
for a € ¥ do o(Z| - m?)
K < min(m,q + 1) O(mz)
while P[1 ... k] kein Suffix von P[1 ... glado
K< k—1
0(q, a) — k
Laufzeit: O(|X| - m°) (geht auch in O(|X| - m
ENDLICHER-AUTOMAT-MATCHER(T, &, m) o(n)
n<|T|
q<—qo

fori=0ton—1do
q < 0(q, T[f])
if g = mthen gib aus: ,Muster P taucht an Stelle i — m+ 1in T auf*

Laufzeit: O(n)

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
4k
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String-Matching-Automat — Korrektheit AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma: Anhangen eines Zeichens
Fir jedes w € 2> und a € X ist sufp(wa) = sufp(P[1 ... gla), wobei g = sufp(w).

.

Satz: Korrektheit (Satz 7.1)\
Sei C die Zustandsfunktion zu Ap und sei T[1... n] die Eingabe in Ap. Fir alle
i=1,...,nqilt C(T[1...1]) =sufp(T[1...1]).

Folgerung:
Falls Ap bei Abarbeitung von T[1.../] im Zustand m endet, dann ist P Suffix von
T[1...0],taucht also an Stelle i — m+1in T auf.

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Lemma: Anhangen eines Zeichens
Fir jedes w € 2> und a € X ist sufp(wa) = sufp(P[1 ... gla), wobei g = sufp(w).

.

Satz: Korrektheit (Satz 7.1)\
Sei C die Zustandsfunktion zu Ap und sei T[1... n] die Eingabe in Ap. Fir alle
i=1,...,nqilt C(T[1...1]) =sufp(T[1...1]).

Folgerung:
Falls Ap bei Abarbeitung von T[1.../] im Zustand m endet, dann ist P Suffix von
T[1...0],taucht also an Stelle i — m+1in T auf.

Anmerkungen:

m Kann zu einem Algorithmus mit optimaler Laufzeit O(n + m) weiterentwickelt
werden (Knuth-Morris-Pratt). Ap wird dabei nicht explizit berechnet.

m Nach einer Vorberechnungszeit von O(|Z| - m) kénnen Texte in O(n) Zeit durch-
sucht werden. — Gut fir Suche eines Musters in mehreren Texten.

m Nachste Vorlesung: Suche in einem Text nach verschiedenen Mustern.
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