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Strecken A\K"‘

Definition: Konvexkombination (Definition 6.1) ,02\
FOr zwei Punkte p; und p, (in der Ebene) und o € [0, 1] ist der p; _~2 9\\
Punkt p = ap1 + (1 — x)p- eine Konvexkombination von py und po.

Definition: Strecke (Definition 6.2) P2
Die Menge aller Konvexkombinationen zweier Punkte pq, po ist die P1* prp2
Strecke pyp-> zwischen p; und p». Ist die Reihenfolge von p; und p2 /pg
von Bedeutung, so sprechen wir von der gerichteten Strecke p1 Po. P15
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Strecken A\K"‘

Punkt p = ap1 + (1 — x)p- eine Konvexkombination von py und po. -

Definition: Konvexkombination (Definition 6.1) ,02\
FOr zwei Punkte p; und p, (in der Ebene) und o € [0, 1] ist der p; _~2 9\\
\ S

Definition: Strecke (Definition 6.2)
Die Menge aller Konvexkombinationen zweier Punkte ps, p- ist die P1*” pip2

| von Bedeutung, so sprechen wir von der gerichteten Strecke p1 p2. P15

Strecke pyp-> zwischen p; und p». Ist die Reihenfolge von p; und p2 /pg

~N

P2

Grundlegende Fragestellungen:

1. Gegeben drei Punkte pg, p1, p» in der Ebene. A-' P1
Liegt pop; rechts oder links von pg, ps? rechts

P2
2. Bilden die beiden Strecken po,p% und p1,p23 ~\Ip1 p1I\~
bei p; einen Rechts- oder einen Linksknick? Po Po Pz

3. Schneiden sich zwei gegebene Strecken

Pop; und Pop3? P 3><p1
Po P2
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Rechts oder Links? A\K"‘

Definition: Kreuzprodukt
Fir Strecken ;Tp? und ;Tpg mit pp = (0,0), p1 = (Xq,y4) und po = (Xo, ¥») ist das
Kreuzprodukt p; x po definiert als

p1 X p2 = det <X1 *2

= X{Vo — XoV4 = — (D> X
» y2> 1Yo — Xo¥/1 (P2 X p1)

Behauptung: Flache eines Parallelprogramms (Siehe Lineare Algebra)\
JP1 X po| ist die Flache P des Parallelogramms mit Ecken (0, 0), p;, po und p; + po.

A P1 + P2
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Rechts oder Links? A\KIT

Definition: Kreuzprodukt

Fir Strecken ;Tp? und ;Tpg mit pp = (0,0), p1 = (Xq,y4) und po = (Xo, ¥») ist das

Kreuzprodukt py X p- definiert als
p1 X p2 = det <X1 *2

= X{Vo — XoV4 = — (D> X
» y2> 1Yo — Xo¥/1 (P2 X p1)

Behauptung: Flache eines Parallelprogramms (Siehe Lineare Algebra)\
JP1 X po| ist die Flache P des Parallelogramms mit Ecken (0, 0), p;, po und p; + po.

A P1 + P2 A
Voo
Y11 R
Po Xo 5 > PO X f X1
Lemma

Far pp = (0, 0), p; und po liegt ;ﬁ rechts von ;Tpg genau dannwenn py X po > 0.
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Rechts oder Links? AT
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Lemma
{FUr pPo = (0,0), p; und po liegt ;ﬁ rechts von ;Tpg) genau dann wenn p; X po > O.l

® Um nun zu entscheiden, ob ;Tm far beliebiges py rechts von ;Tpg liegt, muss
getestet werden ob (p1 — po) X (P2 — pg) > 0 qilt.

m Die Strecken pop; und p1p2; bilden einen Rechtsknick genau dann wenn popgz
rechts von pop; liegt.
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Rechts oder Links? AT
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Lemma
Far pg = (0,0), p; und po liegt ;ﬁ rechts von ,sz genau dann wenn p; X p» > 0.

® Um nun zu entscheiden, ob ;Tm far beliebiges py rechts von ;Tpg liegt, muss
getestet werden ob (p1 — po) X (P2 — pg) > 0 qilt.

m Die Strecken pop; und p1p2; bilden einen Rechtsknick genau dann wenn popgz
rechts von pop; liegt.

Vorteile dieser Methode:

Es missen Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Vergleiche durchgefihrt
werden (insbesondere keine Divisionen, Wurzeln, etc.)

= Bei Ganzzahligen Koordinaten ist das Ergebnis und alle Zwischenschritte Ganz-
zahlig.

=- Keine Fehler durch Ungenauigkeiten bei Gleitkommaarithmetik.
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Schneiden sich zwei Strecken? AT
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Definition: UmschlieBendes Rechteck (bounding box) (Definition 6.4)\
Das UmschlieBende Rechteck (bounding box) eines geometrischen Objekts ist
das kleinste achsenparallele Rechteck, das diese Objekt enthalt.

.

Notwendige Bedingung: Zwei Strecken konnen sich nur schneiden, wenn sich
auch ihre umschlieBenden Rechtecke schneiden.
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Schneiden sich zwei Strecken? QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition: UmschlieBendes Rechteck (bounding box) (Definition 6.4)\
Das UmschlieBende Rechteck (bounding box) eines geometrischen Objekts ist
das kleinste achsenparallele Rechteck, das diese Objekt enthalt.

.

Notwendige Bedingung: Zwei Strecken konnen sich nur schneiden, wenn sich
auch ihre umschlieBenden Rechtecke schneiden.

Das umschlieBende Rechteck (p1, p2) zu PP ist beschrieben durch den linken
unteren Punkt p; = (X3, 1) und den rechten oberen Punkte p, = (Xo, y») mit:

P2 = (X2, y2) éz = (X2, y2) X1 = min(xy, X2) Y1 = min(yy, y2)

Xo = max(xi, X2) Y2 = max(yi, yo)
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Schneiden sich zwei Strecken? AT
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Definition: UmschlieBendes Rechteck (bounding box) (Definition 6.4)\
Das UmschlieBende Rechteck (bounding box) eines geometrischen Objekts ist
das kleinste achsenparallele Rechteck, das diese Objekt enthalt.

Notwendige Bedingung: Zwei Strecken konnen sich nur schneiden, wenn sich
auch ihre umschlieBenden Rechtecke schneiden.

Das umschlieBende Rechteck (p1, p2) zu PP ist beschrieben durch den linken
unteren Punkt p; = (X3, 1) und den rechten oberen Punkte p, = (Xo, y») mit:

Pa=(,y2)  Pr=(%%2) X =min(x,x) Jyi=min(y,yp)
Xp = max(xy, X2) Yo = max(ys, y2)

. A
B~ ) Bi=bay ) *
ya g R R
Zwei Rechtecke (o1, p2) und (ps, Ps) A A
schneiden sich genau dann, wenn oo - }f

==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Schneiden sich zwei Strecken? AT
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Definition (Definition 6.5)\
p1po bertihrt die Gerade durch psp4 falls p; und po auf unterschiedlichen Seiten
von p3p4 liegen oder einer von ihnen auf der Gerade liegt.

Ob eine Strecke die Gerade durch zwei Punkte berliihrt kann wieder mithilfe des
Kreuzprodukts getestet werden.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Schneiden sich zwei Strecken? AT

Definition (Definition 6.5)\
p1po bertihrt die Gerade durch psp4 falls p; und po auf unterschiedlichen Seiten
von p3p4 liegen oder einer von ihnen auf der Gerade liegt.

Ob eine Strecke die Gerade durch zwei Punkte berihrt kann wieder mithilfe des
Kreuzprodukts getestet werden.

~N

Lemma

Zwei Strecken schneiden sich genau dann, wenn ihre umschliel3enden Rechtecke

sich schneiden und jede der beiden Strecken die Gerade durch die jeweils andere
| Strecke berihrt.

Vorteile dieser Methode:

Wie zuvor missen Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Vergleiche
durchgefthrt werden (insbesondere keine Divisionen, Wurzeln, etc.)

=- Bei Ganzzahligen Koordinaten ist das Ergebnis und alle Zwischenschritte Ganz-
zahlig.

= Keine Fehler durch Ungenauigkeiten bei Gleitkommaarithmetik.
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Schnitte von Strecken QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem: Schnitte von Strecken
Gegeben seien n Strecken. Schneiden sich zwei dieser Strecken?

Einfache Losung:
Teste fiir jedes Streckenpaar ob sie sich schneiden. — (7) € O(n?) Paare.

.
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Schnitte von Strecken QAT

Problem: Schnitte von Strecken
Gegeben seien n Strecken. Schneiden sich zwei dieser Strecken?

Einfache Losung:
Teste fiir jedes Streckenpaar ob sie sich schneiden. — (7) € O(n?) Paare.

AN

Sweep-Line-Algorithmus mit Laufzeit O(nlog n).

~N

Definition: Sweep-Line (Definition 6.6)
Eine Sweep-Line ist eine imaginare vertikale Linie, die eine Menge geometrischer
Objekte von links nach rechts passiert.

| Eine Sweep-Line ist durch ihre x-Koordinate eindeutig bestimmt.
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Vergleichbare Strecken AT

Wir machen folgende Annahmen: *
m Keine der Strecken ist vertikal.

® Injedem Punkt schneiden sich hochstens zwei Strecken.
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Vergleichbare Strecken AT
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Wir machen folgende Annahmen: *
m Keine der Strecken ist vertikal.

® Injedem Punkt schneiden sich hochstens zwei Strecken.

~

Definition: Vergleichbare Strecken

Zwei Strecken s; und s, sind bezlglich Sweep-Line x vergleichbar, falls beide x
schneiden und sich nicht gegenseitig an der Stelle x schneiden.

Es gilt dann: s <, s» (So <, S¢) falls s1 in x unterhalb (oberhalb) von s, liegt.

.a/b/ d C<X1b<x1a
- ” b<, d<, C

FUr jedes x ist <, eine totale Ordnung auf den Strecken, die x schneiden und sich
nicht bei x gegenseitig schneiden.

\_
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Sich schneidende Strecken QAT

Beobachtung: Sich schneidende Strecken

m FOr zwei Strecken sq, s> die sich schneiden gibt es Sweep-Lines x; und x,,
sodass sy <y, S und Sp <y, Si.

® X7 und x> konnen sogar so gewahlt werden, dass s; und s, bezgl. <,, und <,,
direkt aufeinanderfolgen.

S E T 4 csbs

O/C b<XQC<X23

~N

Folgerung
Es ist ausreichend, alle Streckenpaare auf Schnitt zu prifen, die beziglich <,

irgendeiner Sweep-Line x direkt aufeinanderfolgen.

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus AT
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Sweep-Line Algorithmen verwenden typischerweise zwei Datenmengen:

1. Sweep-Line Zustand: Objekte (und ggf. Beziehungen zwischen ihnen), die von
der aktuellen Sweep-Line geschnitten werden.

2. Folge sortierter x-Koordinaten; die ,Haltepunkte®
(Event-Points) der Sweep-Line. Der Sweep-Line Zustand andert sich nur an sol-
chen Event-Points.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus AT
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Sweep-Line Algorithmen verwenden typischerweise zwei Datenmengen:
1. Sweep-Line Zustand: Objekte (und ggf. Beziehungen zwischen ihnen), die von
der aktuellen Sweep-Line geschnitten werden.

2. Folge sortierter x-Koordinaten; die ,Haltepunkte®
(Event-Points) der Sweep-Line. Der Sweep-Line Zustand andert sich nur an sol-
chen Event-Points.

FOr unser Problem:

1. Sweep-Line Zustand: Alle Strecken, die die aktuelle Sweep-Line schneiden,
von unten nach oben sortiert.

2. Die Endpunkte aller Strecken, von links nach rechts
sortiert.

Events: An jedem Event-Point taucht eine neue Strecke auf oder eine schon vor-
handene verschwindet. Folgendes muss getan werden:

m Neue Strecke in den Sweep-Line Zustand einfligen bzw. alte herausloschen.
m Uberpriifen ob sich neuerdings benachbarte Streckenpaare schneiden.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus AT
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INTERSECT(S)
T < () Sweep-Line Zustand

Sortiere Endpunkte der Strecken von links nach rechts
if zwei Endpunkte sind gleich then gib TRUE zurlck

foreach Endpunkt p in der sortierten Liste do

if p linker Endpunkt von Strecke s then
INSERT(T, S)

if s schneidet ABOVE(T, s) then gib TRUE zurick
if s schneidet BELOW( T, s) then gib TRUE zurtck

if p rechter Endpunkt von Strecke s then
if ABOVE(T, s) schneidet BELOW(T, s) then gib TRUE zurtck

DELETE(T, s)

gib FALSE zurlck

(ABOVE(T, s) (BELOW(T, s)) ist die Strecke unmittelbar tGber (unter) sin T)

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus AT

Karlsruher Institut fur Technologie

INTERSECT(S)
T+ 0 Sweep-Line Zustand O(1)
Sortiere Endpunkte der Strecken von links nach rechts O(nlog n)
if zwei Endpunkte sind gleich then gib TRUE zurtck O(n)

foreach Endpunkt p in der sortierten Liste do

if p linker Endpunkt von Strecke s then
INSERT(T, S)

if s schneidet ABOVE(T, s) then gib TRUE zurick
if s schneidet BELOW( T, s) then gib TRUE zurtck

if p rechter Endpunkt von Strecke s then
if ABOVE(T, s) schneidet BELOW(T, s) then gib TRUE zurtck

DELETE(T, s)
gib FALSE zurlck

(ABOVE(T, s) (BELOW(T, s)) ist die Strecke unmittelbar tGber (unter) sin T)
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Sweep-Line Algorithmus AT
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INTERSECT(S)
T+ 0 Sweep-Line Zustand O(1)
Sortiere Endpunkte der Strecken von links nach rechts O(nlog n)
if zwei Endpunkte sind gleich then gib TRUE zurtck O(n)

foreach Endpunkt p in der sortierten Liste do

if p linker Endpunkt von Strecke s then
INSERT(T, S)

if s schneidet|ABOVE(T, s)|then gib TRUE zurick
if s schneidetBELOW( T, s)|then gib TRUE zurtck

if p rechter Endpunkt von Strecke s then
if|ABOVE(T, s)|schneidet|BELOW( T, s)|then gib TRUE zurtck

DELETE(T, S)

gib FALSE zurlck

(ABOVE(T, s) (BELOW(T, s)) ist die Strecke unmittelbar tGber (unter) sin T)

Benutize fur T einen AVL-Baum (oder ahnliches): Operationen INSERT(T, s),
DELETE(T, s), ABOVE(T, s) und BELOW(T, s) bendtigen O(log n) Zeit.

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus

Karlsruher Institut fur Technologie

INTERSECT(S)
T <0 Sweep-Line Zustand O(1)
Sortiere Endpunkte der Strecken von links nach rechts O(nlog n)
if zwei Endpunkte sind gleich then gib TRUE zurtck O(n)
foreach Endpunkt p in der sortierten Liste do
if p linker Endpunkt von Strecke s then O(log n)

INSERT(T, S)

if s schneidet
if s schneidet

ABOVE(T, s)

BELOW(T, s)

then gib TRUE zurlck
then gib TRUE zurlck

if p rechter Endpunkt von Strecke s then

if|[ABOVE(T, s)|schneidet|BELOW(T, S)

DELETE(T, S)

then gib TRUE zurlck

O(log n)

gib FALSE zurlck

(ABOVE(T, s) (BELOW(T, s)) ist die Strecke unmittelbar tGber (unter) sin T)

Benutize fur T einen AVL-Baum (oder ahnliches): Operationen INSERT(T, s),
DELETE(T, s), ABOVE(T, s) und BELOW(T, s) bendtigen O(log n) Zeit.

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Sweep-Line Algorithmus AT

INTERSECT(S)
T+ ( Sweep-Line Zustand O(1)
Sortiere Endpunkte der Strecken von links nach rechts O(nlog n)
if zwei Endpunkte sind gleich then gib TRUE zurtck O(n)
foreach Endpunkt p in der sortierten Liste do O(nlog n)
if p linker Endpunkt von Strecke s then O(log n)
INSERT(T, S)

if s schneidet|ABOVE(T, s)|then gib TRUE zurick
if s schneidetBELOW( T, s)|then gib TRUE zurtck

if p rechter Endpunkt von Strecke s then O(log n)
if|ABOVE(T, s)|schneidet|BELOW(T, s)|then gib TRUE zurtck

DELETE(T, S)

gib FALSE zuriick o(1)

(ABOVE(T, s) (BELOW(T, s)) ist die Strecke unmittelbar tGber (unter) sin T)

Benutize fur T einen AVL-Baum (oder ahnliches): Operationen INSERT(T, s),
DELETE(T, s), ABOVE(T, s) und BELOW(T, s) bendtigen O(log n) Zeit.
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Sweep-Line Algorithmus

Karlsruher Institut fur Technologie

INTERSECT(S) O(nlog n)
T <0 Sweep-Line Zustand O(1)
Sortiere Endpunkte der Strecken von links nach rechts O(nlog n)
if zwei Endpunkte sind gleich then gib TRUE zurtck O(n)
foreach Endpunkt p in der sortierten Liste do O(nlog n)

if p linker Endpunkt von Strecke s then O(log n)
INSERT(T, S)
if s schneidet|ABOVE(T, s)|then gib TRUE zurick
if s schneidetBELOW(T, s) then gib TRUE zurtck

if p rechter Endpunkt von Strecke s then O(log n)
if|ABOVE(T, s)|schneidet|BELOW(T, s)|then gib TRUE zurtck
DELETE(T, S)

gib FALSE zuriick Oo(1)

(ABOVE(T, s) (BELOW(T, s)) ist die Strecke unmittelbar tGber (unter) sin T)

Benutize fur T einen AVL-Baum (oder ahnliches): Operationen INSERT(T, s),
DELETE(T, s), ABOVE(T, s) und BELOW(T, s) bendtigen O(log n) Zeit.

= Gesamtlaufzeit von O(nlog n)

Algorithmen Il — Wintersemester 2012/2013
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT

Sweep-Line Zustand

g

Ci 21 bodi & f1 do 91 C2 €2 9 fr, a
1
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT

Sweep-Line Zustand

g

C

Ct a1 body € f1 do G1C2 €2 92 f, a
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C

O

¢ g
-9
b d
® e o
a

a o

Ci atbody @ f1 do 91 C2E€2 9 fr, a

b

a schneidet ¢ nicht

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C

Ci 21 bodi & f1 do 91 C2 €2 9 fr, a
1

b schneidet weder a noch ¢
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Sweep-Line Zustand

g

C

Ci 21 bodi & f1 do 91 C2 €2 9 fr, a
1

a schneidet ¢ nicht
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C

g
d -
b d_~

Ci 21 bodi & f1 do 91 C2 €2 9 fr, a
1

d schneidet weder a noch ¢
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C

d A/:/

Ci 21 bodi & f1 do 91 C2 €2 9 fr, a
1

e schneidet weder d noch a
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C

d t\'%'/

e
o a
C1 21 b>diy €1 f; adb g1 C2 e 92 f, a
1

f schneidet weder d noch e

i.‘!E Institut fir Theoretische Informatik
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C

K N

e
o a
Ci 21 bodi & f1 do 91 C2 €2 9 fr, a
1

f schneidet ¢ nicht
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand

g

C —

g tx"d/ /

e
e

o a
C1 21 b>diy €1 f; adb g1 C2 e 92 f, a
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Sweep-Line Algorithmus — Beispiel AT
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Sweep-Line Zustand
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Anmerkungen &‘(lT
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m Der vorgestellte Algorithmus prift nur, ob es mindestens eine Kreuzungen gibt
und kann die erste gefundene Kreuzung ausgeben.

® Man kann den Algorithmus leicht anpassen um alle Kreuzungen zu finden. Man
benotigt dann O(nlog n + klog n) Zeit, wobei k die Anzahl an Kreuzungen ist.
Beachte: k € O(n?).

m Es gibt auch einen Algorithmus mit Laufzeit O(nlog n + k), der alle Kreuzungen
findet.
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