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Das Problem 3-SAT ﬂ(“'

Problem 3-SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
jede Klausel enthalt genau drei Literale

Frage: Existiert eine erflillende Wahrheitsbelegung fir C?



Das Problem 3-SAT ﬂ(“'

Problem 3-SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
jede Klausel enthalt genau drei Literale

Frage: Existiert eine erflillende Wahrheitsbelegung fir C?

Satz:
Das Problem 3SAT ist A/P-vollstéandig.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

3SATe NP:

m Fir eine feste Wahrheitsbelegung t kann in polynomialer Zeit O(|C|)
Uberpraft werden, ob t alle Klauseln aus C erflillt.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

SAT o 3SAT:

m Wir geben eine polynomiale Transformation f von SAT zu 3SAT an.
m Gegeben sei eine SAT-Instanz /

Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz (/) indem wir jede Klausel ¢ in /
einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/) abbilden:

m Besteht die Klausel ¢ = x aus einem Literal, so wird ¢ auf x V x V x
abgebildet.

m Besteht die Klausel ¢ = x V y aus zwei Literalen, so wird ¢ auf
xV yV x abgebildet.

m Besteht die Klausel ¢ aus drei Literalen, so wird ¢ auf sich selbst
abgebildet.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz f(/) indem wir jede Klausel ¢ in /
einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/) abbilden:

m Besteht die Klausel ¢ = x1 V...V X aus k > 3 Literalen, bilde ¢ wie
folgt ab:

a Flhre k — 3 neue Variablen y. 1, ..., Yek—3 €in.
m Bilde ¢ auf die folgenden k — 2 Klauseln ab:

x4 VX2V oy
Ye1 VX3V Yeo

Yek—aV Xk—2 V Yok—3
Yek—3V Xk1 V Xk

m Diese Klauseln lassen sich in Zeit O(|C| - |U|) konstruieren.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

Noch zu zeigen:
m /ist erfillbar < f(/) ist erfUllbar



Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3-SAT

list erfillbar = f(/) ist erfullbar

Sei die SAT-Instanz / erfillbar

Wir setzen eine erfiillende Wahrheitsbelegung von [ auf f(/) fort
Wir untersuchen jede Klausel ¢ = xy V...V xg in | einzeln

Es ist mindestens ein x; wahr

Fall kK < 3: Damit ist auch f(c) wahr.

Fall k > 3. Falls x; = wahr oder x> = wahr ist, setze

Ye,j = falsch

sonst setze, flr ein i > 2 mit x; = wahr,

_ Jwahr falls 1 <j<i—-2
Yei =\ talsch fallsi—1<j<k-—3

Diese Erweiterung erfiillt alle Klauseln in f(c)




Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3-SAT AT

I ist erfiillbar <= (/) ist erfillbar

m Wir zeigen: / ist nicht erfillbar = f(/) ist nicht erfillbar.

m Sei also die SAT-Instanz I nicht erflllbar.

m Wir betrachten eine beliebige Belegung der Variablen von f(/)
]

Da I nicht erflllbar ist, gibt es eine Klausel ¢ = x1 V...V xi in I bei
der alle Literale x; auf falsch gesetzt sind.

u c wird abgebildet auf X1 VX2 V yer
Ye1V X3 V Ye2
Yek—aV Xk—2 V Yo k-3
Yek—3V Xk—1 V Xk
m Um f(c) zu erfillen, miBten alle y, ; wahr sein
m Dann ist die letzte Klausel y¢, , V xk—1 V X, nicht erfallt.
m Also ist die 3SAT-Instanz (/) nicht erfillbar.



Das Problem 2SAT AT

Problem 2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erflillende Wahrheitsbelegung fir C?

Das Problem 2SAT liegt in P.
Beweis: Ubung



Das Problem MAX2SAT AT

Problem MAX2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt
Zahl K € N

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung, die mindestens
K Klauseln erfllt?

Das Problem MAX2SAT ist A/P-vollstandig.
Beweis: Ubung



Das Problem CLIQUE AT

Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge V' C V so,
dassfurallei,je V' i#j, git: {i.j} € E.

Problem CLIQUE

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K < |V/|
Frage: Gibt es in G eine Clique der GréBe mindestens K?




Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

Satz:
Das Problem CLIQUE ist A/P—vollstandig.

CLIQUE € N'P
Beweis: Ubung.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

3SAT « CLIQUE
m SeiC={cy,..., cn} eine 3SAT-Instanz mit
ci = X1 V Xjo V Xj3 und Xjj € {ui,..., Un Uq, ..., Un}-

Wir transformieren C in eine CLIQUE-Instanz (G = (V, E), K)

m Venthélt 3n Knoten v;; fir1 </<n 1<;<3

® v; und vy, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann, wenn:

mi#£k (Literale sind in verschiedenen Klauseln)
® X £ X (Literale sind gleichzeitig erflllbar)

m Wirsetzen K :=n



Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

m Venthélt 3n Knoten v;; fir1 </<n 1<;<3

® v; und vy, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann, wenn:

ik (Literale sind in verschiedenen Klauseln)
® X £ X (Literale sind gleichzeitig erflllbar)

Beispiel: Sei C={uiVuVUs, u1VUzVuz, Ui VuVUz}.

Knotennummer ‘ V14 Vi Viz Vo4 Voo Vo3 V34 Vo V33
Literal v w Uz ouy U uz Uy U U




Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

m Die Transformation kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Noch zu zeigen:
m 3SAT-Instanz Cist erfiillbar < CLIQUE-Instanz (G, K) ist erfillbar



Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

3SAT-Instanz C ist erflllbar = CLIQUE-Instanz (G, K) ist erflllbar
m Wahle eine beliebige erflllende Wahrheitsbelegung von C

m Wahle in jeder Klausel ein wahres Literal

m Die entsprechenden Knoten in G bilden eine Clique der GrdBe n

Beispiel: Sei C={uiVuVUs, u1VUzVuz, Ui VusVUz}.

Knotennummer ‘ V14 Vio Vigz Vo4 Voo Vo3 V34 V3o V33
Literal luy U Uz u Ty Uz Uy Up U




Beweis: NP-Vollstindigkeit von CLIQUE AT

3SAT-Instanz C ist erflllbar < CLIQUE-Instanz (G, K) ist erflllbar
m Wahle eine Clique V' der Gr6Be nin G
a Die entsprechenden Literale sind

m gleichzeitig erfiillbar
m decken alle Klauseln ab

und induzieren deswegen eine erflillende Wahrheitsbelegung von C.

Beispiel: Sei C={u1VuVus, u1VUzVuz, Ui VusVUus}.

Knotennummer ‘ V14 Vi Viz  Voq Voo Vo3 V34 Vao V33

Literal ‘ Uy us Us Uy Us us U4 Uo us.




Das Problem COLOR AT

Problem COLOR

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K € IN.

Frage: Gibt es eine Knotenfarbung von G mit héchstens
K Farben, so dass je zwei adjazente Knoten
verschiedene Farben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Parameter k = 3.

Satz:
Das Problem 3COLOR ist N"P-vollstandig.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3COLOR AT

3COLOR € NP

m Es kann in Zeit O(|E|) Oberprift werden, ob eine Farbung von Graph
G = (V, E) mit drei Farben zul&ssig ist.



Beweis: NP-Vollstindigkeit von 3COLOR AT

3SAT o« 3COLOR

m Sei / eine 3SAT-Instanz mit Variablen U = {uy, ..., Um} und Klauseln
{c1,..., Cn}

@ Wir konstruieren in Polynomialzeit eine 3COLOR-Instanz G

m Es soll gelten: / ist erfiillbar & G ist 3-farbbar



Der Graph G enthalt

m Ein ‘Hauptdreieck’ aus Knoten {t,f,a} und Kanten {{t,f}, {f,a}, {t,a}}
m Interpretation: t,f,a sind die drei Farben mit denen G gefarbt wird
a Interpretation: t: wahr.f: falsch

a




Der Graph G enthalt “
m Fir jede Variable u € U ein Dreieck D, mit Eckknoten u, 4, aA(IT
m Interpretation: Falls u mit t gefarbt ist, muss u mit f gefarbt sein

u uo




Der Graph G enthalt
m flr jede Klausel ¢; = x V y V z eine Komponente C; wie folgt

a Cj besteht aus sechs Knoten: einem ,inneren Dreieck” und drei
LSatelliten”

m Jeder der drei Satelliten wird mit einem der Literale x, y, z verbunden
m Alle drei Satelliten werden mit dem Eckknoten ¢ in D verbunden.
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Polynomialitat der Reduktion

m Die Knotenanzahl von G liegtin O(n+ m).
m Deswegen ist die Transformation polynomial.
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Instanz | erfiillbar = Instanz G erfillbar

m Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung fir /
m Farbe wahre Literale mit t, falsche Literale mit f
m Im Klausel-Gadget:

m Farbe Satelliten zu einem beliebigen wahren Literal mit f
m Farbe die beiden anderen Satelliten mit a
m Inneres Dreieck kann dann zuldssig gefarbt werden

IT
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Instanz | erfiillbar < Instanz G erfiillbar AT

m Betrachte Dreifarbung von G

m Farbung von Literal-Knoten induziert eine glltige Wahrheitsbelegung
von /




