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Beispiel: Orthogonale Beschreibung ﬂ("'

H(fo) = ((61’ 117 %)7 (657 1117 37# ) (647 ®7 7T)7 (637 ®7 7T)7 (627 07 %))
H(fl) = ((61, 00, %T)? (627 ®7 %)a (667 0057[-))
H(f2) = ((657 000, %)7 (667 11, %)7 (637 Q)aﬂ-)a (647 Qja %))

1. €1 1
fo 0 0
1 €2 €3 €4
€3 0 -
€2 4
@ 0 fl 0
e
1 - 0 0
1 €5 1
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung ﬂ("'

H(fo) = ((61’ 117 %)7 (657 1117 37# ) (647 ®7 7T)7 (637 ®7 7T)7 (627 07 %))
H(fl) = ((615007 %T)? (627(2)7 %)a (6670057[-)) k fO falsch rum!?
H(f2) = ((657 000, %)7 (667 11, %)7 (637 Q)aﬂ-)a (647 Qja %))

1. €1 1
fo 0 0
1 €2 €3 €4
€3 0 -
€2 4
@ 0 fl 0
e
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Beispiel: Orthogonale Beschreibung ﬂ("'

H(fo) = ((61’ 117 %)7 (657 1117 37# ) (647 ®7 7T)7 (637 ®7 7T)7 (627 07 %))
H(fl) = ((61, 00, %T)? (627 ®7 %)a (667 0057[-))
H(f2) = ((657 000, %)7 (667 11, %)7 (637 Q)aﬂ-)a (647 Qja %))

1. €1 1
Jo 0 0
1 5 5€ 5 €3 1 €4 3r
e3 o =™ & Az T Z°
@ €o 2 2|2 2
0 h 0
€1 = 0 0
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(G) entspricht F, fy
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(QG) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit ((u,v),01, 1) € H(f) und ((v,u),d, p) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 95
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(QG) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und ¢
mit ((u,v),01, 1) € H(f) und ((v,u), s, p) € H(g) gilt
071 ist invertierte und umgedrehte Folge 9,

(H3) Sei |d]p (bzw. |d]1) die Anzahl Nullen (bzw. Einsen) in o
und r = (e, 0, ). Fir C(r) :=|d|o — |0|1 + 2 — 2a/7 gilt:

Y C(r)=4afirf#found Y C(r)=—4

reH(f) reH (fo)
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Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung AT

(H1) H(QG) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und ¢
mit ((u,v),01, 1) € H(f) und ((v,u), 2, 0) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 95

(H3) Sei |d]p (bzw. |d]1) die Anzahl Nullen (bzw. Einsen) in 0
und r = (e, 0, ). Fir C(r) :=|d|o — |0|1 + 2 — 2a/7 gilt:

Y C(r)=4afirf#found Y C(r)=—4

reH(f) reH(fo)

(H4) Fir jeden Knoten v ist die Summe der anliegenden Winkel
gleich 27
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Erinnerung: Problem ﬂ(".

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,, < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fy,

finde eine giiltige orthogonale Beschreibung H(G), die (F, fo)
erhalt und die Knickanzahl minimiert.
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Erinnerung: Problem ﬂ(".

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,, < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fy,

finde eine giiltige orthogonale Beschreibung H(G), die (F, fo)
erhalt und die Knickanzahl minimiert.

4

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!
> Wahrung = £ 5
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Erinnerung: Problem ﬂ(".

Problem 2': Orthogonale Beschreibung

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit Maximalgrad deg,,,, < 4,
kombinatorischer Einbettung F und auBerer Facette fy,

finde eine giiltige orthogonale Beschreibung H(G), die (F, fo)
erhalt und die Knickanzahl minimiert.

Ansatz: Baue Flussnetzwerk!
> Wahrung = £ %

> Knoten —=+ Facetten (# 7 zur Facette)
> Facetten — Nachbar-Facetten (# Knicke zum Nachbar)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)

> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}

5
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Unser Flussnetzwerk N(G)

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U

{(f,9) € F x F| f,qg adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo}
> b(fo) = —2(da(f) +2)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U

{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV ]
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo} } =>.b=0
> b(fo) = —2(da(f) +2)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo} } =>.b=0

> b(fo) = —2(da(f) +2) (Euler)
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Unser Flussnetzwerk N(G) ﬂ(“'

Definition Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); [; u; b; cost)
> A={(v,f) €V x F|wvinzident zu f} U
{(f,9) € F x F| f,g adjazent via Kante e}
> b(v)=4 YveV
> 0(f) = —2(da(f) —2) VfeF\{fo} } =>.b=0

> b(fo) = —2(da(f) +2) (Euler)

V(f,9) €A f,geF  U(f,9)=0<X(f,g9) <oco=:u(f,g)
V(v,f) e A,veV,feF (v, ) =1< X(v, f) <4=:u(v, f)
VieV Y OX@G) - Y X(j,4) =0b()

(i,j)€A (7,9)eA
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Beispiel Flussnetzwerk

fo

Karlsruher Institut f Technologie

6 Robert Gorke

a
it

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Beispiel Flussnetzwerk

fo

o
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Beispiel Flussnetzwer

Karlsruher Institut f Technologie
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Beispiel Flussnetzwerk

Robert Gorke
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Beispiel Flussnetzwerk
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Beispiel Flussnetzwerk ﬂ(“'

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

¢/u/c 1/4/0
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vV 0
F O

a
it
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Beispiel Flussnetzwerk

¢/u/c 1/4/0

0/oc0/1

vV 0
F O

a
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v

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011

6 Robert Gorke



Beispiel Flussnetzwerk
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Beispiel Flussnetzwerk

cost =1
Knick!
(nach auBen)

¢/u/c 1/4/0

0/oc0/1

 —

vV 0
F O
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

< Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung

7 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
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(H4) Summe Winkel an Knoten 27 /
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

< Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
Ges.: orthogonale Beschreibung

(H2) Kantenbeschr. von anderer Seite invertiert + umgedreht /

(H4) Summe Winkel an Knoten 27 /
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

< Geg.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k

Ges.: orthogonale Beschreibung
(H1) H(G) entspricht F, fo v/
(H2) Kantenbeschr. von anderer Seite invertiert + umgedreht /
(H3) Winkelsumme an f: b(f) ohne gestreckte Winkel = 4 /
(H4) Summe Winkel an Knoten 27 /
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)
mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k

(N1) z(v, f) = 1/2/3/4,
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Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)

mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
(N1) z(v, f) = 1/2/3/4,
(N2) z(f,9) == |6(s.0)l0, (€, 0(s.4): ) Beschr. v. e = (£, g) fiir f

8 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)

mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
(N1) z(v, f) = 1/2/3/4,
(N2) z(f,9) == |6(s.0)l0, (€, 0(s.4): ) Beschr. v. e = (£, g) fiir f
(N3) Kapazitaten 4/, Flusserhaltung

8 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)

mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
(N1) z(v, f) = 1/2/3/4,
(N2) z(f,9) == |6(s.0)l0, (€, 0(s.4): ) Beschr. v. e = (£, g) fiir f
(N3) Kapazitaten /, Flusserhaltung +/

8 Robert Gorke Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Kernaussage + Korrektheit ﬂ(“.

Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fy) existiert
genau dann eine zulassige orthogonale Beschreibung H(G)

mit k& Knicken, wenn es im Flussnetzwerk N(G) einen Fluss z
mit Kosten k gibt.

= Geg.: orthogonale Beschreibung
Ges.: Flussnetzwerk N(G), Fluss z mit Kosten k
(N1) z(v, f) = 1/2/3/4,
(N2) z(f,9) == |6(s.0)l0, (€, 0(s.4): ) Beschr. v. e = (£, g) fiir f

(N3) Kapazitaten 4/, Flusserhaltung /
(N4) Kosten = k +/
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Kompaktierung A“(IT

Problem: Kompaktes Layout zu orthogonaler Beschreibung
Gegeben ein planerer Graph G = (V, E) mit deg,,., < 4 und
eine orthogonale Beschreibung H(G). Finde ein orthogonales
Layout von G, das H(G) realisiert.
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Kompaktierung A“(IT

Problem: Kompaktes Layout zu orthogonaler Beschreibung
Gegeben ein planerer Graph G = (V, E) mit deg,,., < 4 und
eine orthogonale Beschreibung H(G). Finde ein orthogonales
Layout von G, das H(G) realisiert.

Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke
=: erlaubt Garantien: > minimale Gesamtkantenlange
> minimale Flache
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Kompaktierung A“(IT

Problem: Kompaktes Layout zu orthogonaler Beschreibung

Gegeben ein planerer Graph G = (V, E) mit deg,,., < 4 und
eine orthogonale Beschreibung H(G). Finde ein orthogonales
Layout von G, das H(G) realisiert.

Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke
=: erlaubt Garantien: > minimale Gesamtkantenlange
> minimale Flache

> Khnicke sind auBen
> gegenlberliegende Seiten gleich lang = Layout ok
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Flussnetzwerk Langenzuweisung ﬂ("'

Definition Flussnetzwerk Nhor = ((Whor, Anor); I; u; b; cost)

> Whor = F

> Anor = {(f,9) | f,g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g}

> l(a) =1 Va€ Ao

> ufa) =00 Va € Apor

> cost(a) =1 Va € Apor

> b(f) =0 \V/f € Whor
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Flussnetzwerk Langenzuweisung ﬂ("'

Definition Flussnetzwerk Nyert = ((Wiert, Avert ); [; u; b; cost)

>> errt — ./T"

> Averr = {(f,9) | f, g besitzen gemeinsames vertikales
Kantensegment und f liegt links von g}

> l(a) =1 Va¢€ Avert

> ufa) =00 Va € Ayen

> cost(a) =1 Va € Aer

> b(f) =0 V[ € Wier
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Optimal bei Rechtecken ﬂ(“'

Losung fir Min-Cost Flisse fur Nyo und Ny, liefert:

1. x Fluss & entspr. Kantenlangen induzieren Layout
2. |x(Nhor)| =Hohe, |z(Nyer)| =Breite

3. cost(z(Nhor)) + cost(x(Nyer)) = Gesamtkantenlange
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette ﬂ("‘

€14
Re ~—e
corner(e)
€15
< next(e) f €8
€9 e
€o €10
€1 €11
€2 €12
€3
€7
€4
€5
€6
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

1 €14 1
-1 -1
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

1‘ €14 1
e -1 -1
15 @ .Tegﬂ
€13
- 1 b —1
1 €0 €10
€1 e11
1 _
€2 1 1 €12 ’1
e3
1 o1 e front(eo)
€5
1 €6 *1
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

€14

1

€15
1 €o
1
€3
1 o1 e front(eo)
es -
1 €6 *1

[ extend(eo)

€13

| project(eo)

gl
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

€14

€15

Robert Gorke

€7
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]
€12 1
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette ﬂ("‘

1 €14 1

€15
€13
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

€15
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

€15

€o

€3

€5

Robert Gorke

€4

€6

€7

Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, Winter 2010/2011



Verfeinerung von (G, H) — @uBere Facette ﬂ("‘

Institut f Technologie.
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Verfeinerung von (G, H) — @uBere Facette ﬂ("‘
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — @uBere Facette ﬂ("‘
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette

Nein!
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Kompaktierung ist NP-schwer [Patrignani ’01] ﬂ("‘

> Grobstruktur von (G, H)
> Begrenzung
> Gurtel
> Klauselgadgets
> Variablengadgets

> bestimme geeigneten Wert K

> (G, H) lasst sich in Flache K zeichnen gdw. & erfiillbar
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Begrenzung, Gurtel, Kolbengadget ﬂ("'

, (w x I)-Rechteck
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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Begrenzung, Giirtel, Kolbengadget
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Klauselgadgets

Z1

B
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Z2

IR

I3

Toreel”

C1
Co
C3

C4
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Klauselgadgets ﬂ(“.
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Beispiel:

e C1 =22V T4
co=x1VIoVT3
C3 = Ts

! C2 4 =14V Ts5

’’’’ Il Jlwm ) m m E

x T 0

C4

L o
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Klauselgadgets ﬂ("l

I L2

m ! Beispiel:
i ’ I ’ C1 =22V T4

C3 =I5
C4:$4\/$_5

HIRHIgL

x T 0

-
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Klauselgadgets ﬂ("l

I L2

m ! Beispiel:
i ’ I ’ C1 =22V T4

C3 =I5
C4:$4\/$_5

TELIEL YL
Tal THI TAT
x T 0
| lege (20— 1)-AKette

‘ durch jede Klausel
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Klauselgadgets

I

Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel:
c1 =22V T4

Co =21V IoVIT3
€3 = Is
C4:$4\/$_5

HIRHIgL

17 Robert Gorke

x T 0
~ lege (2n — 1)-A-Kette
‘ durch jede Klausel
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Klauselgadgets ﬂ("l

Beispiel:

c1 =22V T4

Co =21V IoVIT3
C3 = Iy

Cqp = X4 \/a?_5

HIRHIgL

x T 0

lege (2n — 1)-A-Kette
durch jede Klausel
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Komplette Reduktion

on + 2

18 Robert Gorke

Karlsruher Institut fur Technologie

Setze
K=9n+2)-(9m+7)

I9m—+7

Es gilt:
(G, H) auf Flache K
zeichenbar
~
® erfullbar
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Aufwartsplanare Zeichnungen
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