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Grundlagen: Die Komplexitätsklassen
�

, � � und � ���

Zu einer gegebenen Problemstellung interessieren wir uns daf ür, ob es einen Algorithmus mit polynomialer Laufzeit
gibt, der das Problem l öst1, oder ob dies

”
wahrscheinlich“ nicht der Fall ist. Wir interessieren uns also f ür den

Schwierigkeitsgrad oder die Komplexität eines Problems. Die folgenden Ausf ührungen k önnen nur versuchen, die
Bedeutung der in diesem Zusammenhang wichtigen Problemklassen � , ��� und ����� zu erl äutern, eine pr äzise
Definition auf der Grundlage von Turing-Maschinen, wie sie im Rahmen der Vorlesung Informatik III: Theoretische
Informatik erfolgt, kann zum Beispiel in [GJ79, GJ91]2 nachgelesen werden.

Wir illustrieren die Frage nach der Komplexit ät eines Problems anhand der folgenden beiden Graphenprobleme3:

Input: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� .
Output: Ein Kantenschnitt minimaler Kardinalität, das heißt eine m öglichst kleine Kantenmen-

ge ������� so daß der durch die Wegnahme der in ��� enthaltenen Kanten entstehende Teil-
graph 	�� von 	 aus mindestens zwei Zusammenhangskomponenten besteht. (Falls 	 unzusam-
menh ängend ist, ist die leere Menge ein minimaler Kantenschnitt f ür 	 .)

Es gibt polynomiale Algorithmen, die dieses Problem f ür jeden Eingabegraphen l ösen, d.h. deren Laufzeit durch
ein Polynom in der Gr öße des Eingabegraphen beschr änkt ist4. Dagegen ist f ür das folgende Problem kein solcher
Algorithmus bekannt:

Input: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� und eine Menge von Farben � .

Output: Eine Knotenfärbung von 	 , das heißt eine Abbildung ������ � mit

! �#"�$�&%(' ! �#"*)+$��,
.- �/� ! �10
2�/�3"��
oder die Aussage, daß es eine solche Knotenf ärbung nicht geben kann.

4

5

687

9 �

�;:

�=<

� <

�;>

� >

�=<

?
@
A

4

5

6

9

?

A
Abbildung 1: Links: Ein Graph 	 . Mitte: Ein Kantenschnitt minimaler Kardinalit ät f ür 	 besteht aus zwei Kanten.	 besitzt mehrere solcher Schnitte, z.B. ' 7 ���B) oder ' 7 � @ ) . Hier ist der durch Wegnahme der Kanten

7
und �

entstandene Teilgraph von 	 dargestellt. Rechts: Eine Knotenf ärbung von 	 unter Verwendung der drei
”
Farben“� < , �C> und � : .

1 Entscheidungs- versus Optimierungsprobleme

Um Problemstellungen in einheitlicher Weise formulieren und um ihren
”
Schwierigkeitsgrad“ miteinander verglei-

chen zu k önnen, legen wir folgende Definitionen fest:

Problem. Ein Problem D besteht aus einer allgemeinen Beschreibung aller seiner Parameter sowie aus einer Be-
schreibung aller Eigenschaften, die eine L ösung haben soll.

Instanz. Eine Instanz eines Problems D erhalten wir durch Festlegung aller seiner Parameter auf konkrete Werte.

1Zum Begriff des Algorithmus und zur Laufzeit eines Algorithmus siehe auch das Handout Grundlagen: Algorithmen und ihre Laufzeit
2[GJ79] hat als erstes Buch die Komplexitätsklassen E , FGE und FGE/H behandelt. [GJ91] ist eine Neuauflage mit Korrekturen und

Ergänzungen im Anhang. Inzwischen gibt es Lehrbücher zu diesem Thema wie z.B. [Weg93] und [Sch97], und viele allgemeinere Lehrbücher
wie [CLR90, CLR94], [Jun94] oder das (sehr lesbare) Vorlesungsskript [EWHK I 96] enthalten Kapitel zu Komplexitätsklassen. [GJ79, GJ91]
kann aber als das Standardwerk angesehen werden.

3Definitionen zu Graphen können im Handout Grundlagen: Begriffe zu Graphen nachgelesen werden.
4Siehe z.B. die Behandlung von Schnitten und Flüssen in [Jun94] oder den (ohne Flüsse auskommenden) Algorithmus in [SW94].
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Entscheidungsproblem. Ein Entscheidungsproblem ist ein Problem, bei dem die gesuchte L ösung nur aus der
Antwort

”
ja“ oder

”
nein“ besteht.

Zu den beiden Beispielproblemen lassen sich auf nat ürliche Art und Weise Entscheidungsprobleme formulieren.
Zun ächst zum erstgenannten Problem:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� und eine nat ürliche Zahl � .

Frage: Gibt es in 	 einen Kantenschnitt ��� mit � � ������� ?

Der Graph 	 aus Abbildung 1 zusammen mit einer nat ürlichen Zahl � bildet eine Instanz dieses Entscheidungs-
problems. F ür ��� 9 lautet die Antwort auf die im Problem gestellte Frage

”
ja“. F ür � 
 5 lautet die Antwort

”
nein“, denn es gibt keine Kante in 	 , durch deren Wegnahme der Graph in zwei Zusammenhangskomponenten

zerf ällt. Nun zum zweiten Problem:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� und eine Menge von Farben � .

Frage: Gibt es eine Knotenfärbung ��� �� � ?

Eine äquivalente Formulierung des so formulierten Knotenf ärbungsproblems ist

Gegeben: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� und eine nat ürliche Zahl � .

Frage: Gibt es eine Knotenf ärbung f ür 	 , die � oder weniger Farben benutzt ?

Der Graph 	 aus Abbildung 1 zusammen mit einer nat ürlichen Zahl � stellt wieder eine Instanz dieses Problems
dar. F ür ��� A lautet die im Problem gestellte Frage f ür diese Instanz

”
ja“, f ür ��� 9 lautet die Antwort

”
nein“,

denn es ist nicht m öglich, die Knoten von 	 mit zwei oder weniger Farben zu f ärben.

Optimierungsproblem. Bei einem Optimierungsproblem wird durch eine zu erf üllende Bedingung eine Menge
von zulässigen Lösungen festgelegt (

”
potentielle L ösungen“). Eine L ösung des Optimierungsproblems ist eine

zul ässige L ösung, die ein gestelltes Optimierungskriterium (z.B. Minimierung oder Maximierung einer Funktion)
bestm öglich erf üllt. Eine solche L ösung heißt auch optimale L̈osung.

Das Kantenschnittproblem war bereits als Optimierungsproblemen formuliert:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� .
Gesucht: Ein Kantenschnitt minimaler Kardinalität.

Zu einer Instanz 	 
��  �#��� f ür dieses Problem ist jede Kantenmenge � � � � , durch deren Wegnahme aus 	
der Graph unzusammenh ängend wird, eine zul ässige L ösung. Die hier zu minimierende Funktion ist die Kardi-
nalit ät dieser Menge, und jeder Kantenschnitt minimaler Kardinalit ät ist eine optimale L ösung. Abbildung 1 stellt
einen Graph 	 und einen Kantenschnitt minimaler Kardinalit ät dar. Eine naheliegende Optimierungsversion des
Knotenf ärbungsproblems ist die folgende:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph 	�
��������� .
Gesucht: Eine Knotenfärbung von 	 , die m öglichst wenige Farben benutzt.

Zu einem Graph 	 ist jede Knotenf ärbung von 	 (auch die triviale L ösung, jedem Knoten eine eigene Farbe
zuzuweisen, so daß die Knotenf ärbung genau � 	� Farben benutzt) eine zul ässige L ösung. In Abbildung 1 ist ein
Graph 	 mit einer F ärbung unter Benutztung von drei Farben dargestellt. F ür diese Instanz ist die dargestellte
L ösung optimal.

Wir teilen nun die Probleme nach ihrem
”
Schwierigkeitsgrad“ in Klassen ein, und beschr änken uns dabei auf die

Betrachtung von Entscheidungsproblemen. (Wie bereits an den beiden Beispielproblemen illustriert, steckt in jedem
Optimierungsproblem immer auch ein Entscheidungsproblem.)

2 Die Klassen
�

und � �

Definition: Die Problemklasse � ist die Menge derjenigen Entscheidungsprobleme, f ür die es einen Algorithmus
gibt, der zu jeder m öglichen Eingabe (d.h. zu jeder Instanz) in polynomialer Zeit die (korrekte) Antwort liefert. Der
Name � steht dabei f ür polynomial.

Das Entscheidungsproblem Kantenschnitt ist also ein Element von � . F ür das Entscheidungsproblem Kno-
tenf ärbung ist dagegen kein polynomialer L ösungsalgorithmus bekannt, d.h. es ist offen, ob Knotenf ärbung in � ist
oder nicht.
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Das Problem Knotenf ärbung hat allerdings folgende schw ächere Eigenschaft: Wenn zu einer Instanz 	 � � von
Knotenf ärbung eine Menge � und eine Abbildung ��� � angegeben wird, dann l äßt sich leicht (und zwar ins-
besondere in polynomialer Zeit) überpr üfen, ob � eine Knotenf ärbung f ür 	 mit � oder weniger Farben darstellt.
Wenn also zu einer Instanz von Knotenf ärbung bewiesen werden soll, daß die L ösung

”
ja“ lautet, dann gen ügt

es, eine Knotenf ärbung � , die � oder weniger Farben benutzt, als Zertifikat anzugeben, und es kann (in polyno-
mialer Zeit) nachgepr üft werden, ob � tats ächlich eine Knotenf ärbung ist. Anders ausgedr ückt kann ein Zertifikat
daf ür, daß die Antwort

”
ja“ lautet, in polynomialer Zeit verifiziert werden. Alle Probleme, die diese schw ächere

Eigenschaft der polynomialen Verifizierbarkeit aufweisen, fassen wir in der Menge ��� zusammen:

Definition: Die Problemklasse ��� ist die Menge derjenigen Entscheidungsprobleme, f ür die es einen Algorithmus
gibt, so daß f ür jede m ögliche Eingabe gilt: Die Antwort lautet

”
ja“ genau dann, wenn ein Zertifikat existiert, anhand

dessen der Algorithmus in polynomialer Zeit verifizieren kann, daß die Antwort
”
ja“ lautet. Der Name ��� steht

dabei f ür nichtdeterministisch polynomial.

Das Entscheidungsproblem Knotenf ärbung geh ört also zur Klasse ��� . Es gilt � �&��� , und die Frage, ob � 
��� oder ob � 0
 ��� gilt, ist ein wichtiges offenes Problem. Es wird vermutet, daß � 0
 ��� , aber ein Beweis ist
nicht in Sicht. Falls tats ächlich � 0
 ��� gilt, dann gibt es Probleme in ��� � � , und diese Probleme sind nicht in
polynomialer Zeit l ösbar.

F ür viele andere Probleme wiederum ist es nicht offensichtlich, ob sie zu ��� geh ören oder nicht. Lautet ein
Entscheidungsproblem zum Beispiel

”
Gegeben ein Graph 	 und eine nat ürliche Zahl � , gibt es zu 	 keine Kno-

tenf ärbung mit � oder weniger Farben ?“, dann ist nicht klar, wie ein in polynomialer Zeit verifizierbares Zertifikat
f ür dieses Problem aussehen sollte.

In verk ürzter Sprechweise k önnen wir die Definitionen von � und ��� folgendermaßen pr ägnant formulieren: Die
Klasse � besteht aus den in polynomialer Zeit lösbaren Entscheidungsproblemen, w ährend die Klasse ��� aus den
in polynomialer Zeit verifizierbaren Entscheidungsproblemen besteht.

3 Die Klasse � � �

Solange die Frage, ob � 0
 ��� gilt, unbeantwortet ist, sollen wenigstens die
”
schwierigsten“ Probleme aus ���

identifiziert werden, wobei wir
”
schwierigst“ folgendermaßen definieren: Wenn es f ür eines der schwierigsten Pro-

bleme aus ��� einen polynomialen L ösungsalgorithmus gibt, dann gibt es f ür alle Probleme aus ��� einen poly-
nomialen L ösungsalgorithmus. Falls andererseits � 0
 ��� gezeigt wird, dann ist f ür die schwierigsten Probleme
bereits bewiesen, daß sie nicht in � sind (d.h. daß es keinen polynomialen L ösungsalgorithmus f ür sie gibt). Diese
schwierigsten Probleme nennen wir ��� -vollständig. Die Klasse der ��� -vollst ändigen Probleme heißt ����� (f ür��� -complete), und das Knotenf ärbungsproblem geh ört zu dieser Klasse.

Wenn wir f ür ein Problem D $ ��� trotz intensiver Suche keinen polynomialen L ösungsalgorithmus finden, dann
wollen wir versuchen nachzuweisen, daß D zu diesen

”
schwierigsten“ Problemen geh ört, d.h. daß D $G����� gilt.

Wir m üssen also zeigen, daß alle Probleme aus ��� in polynomialer Zeit l ösbar w ären, wenn D in polynomialer
Zeit l ösbar w äre. Wir definieren dazu die Transformation eines Problems in ein anderes:

Polynomiale Transformation. Seien D < und D > zwei Entscheidungsprobleme. D�< ist polynomial transformierbar
in D > (Schreibweise D+<�� D > ) genau dann, wenn es eine Funktion � gibt, die zu jeder Instanz �C< von D+< eine
Instanz � > von D > erzeugt, so daß gilt: Die Berechnung von � ben ötigt eine durch ein Polynom in der Gr öße von
� < beschr änkte Laufzeit, und die Antwort f ür �< lautet

”
ja“ genau dann, wenn die Antwort f ür �/��� < ��
�� > auch

”
ja“

lautet.

Damit lautet die Definition ��� -vollst ändiger Probleme nun wie folgt:

D $������/� wenn D $ ��� und wenn ��D � $ ��� �=D � �&D
Ein Problem D mit D 0$ ��� (oder f ür das nicht bekannt ist, ob D $���� ), aber f ür das die zweite Bedingung gilt,
heißt ��� -schwer (engl. ��� -hard).

Polynomiale Transformierbarkeit ist transitiv: D�<���D > % D > ��D : 
.- D <���D1: . Daraus ergibt sich folgende
Technik f ür den Beweis der ��� -Vollst ändigkeit eines Problems D $���� : Ausgehend von einem Problem D < ,
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f ür das ��� -Vollst ändigkeit bereits gezeigt wurde, zeige, daß wenn man das Problem D in polynomialer Zeit l ösen
k önnte, man dann auch das Problem D < in polynomialer Zeit l ösen k önnte, d.h. zeige D < �2D .

Um diese Technik anwenden zu k önnen, ben ötigen wir ein
”
initiales“ ��� -vollst ändiges Problem, dessen ��� -

Vollst ändigkeit auf andere Weise gezeigt wurde. Ein solches Problem liefert der

Satz von Cook (1971): Erf üllbarkeit ist ��� -vollst ändig.

Dabei ist Erf üllbarkeit das folgende Entscheidungsproblem:

SAT. Eine Instanz des Problems Erfüllbarkeit (engl. Satisfiability oder kurz SAT) ist gegeben durch eine Boolesche
Funktion �/��� < ��� > ������� ����� � , die dargestellt ist als Konjunktion von Disjunktionen. Die Disjunktionen heißen auch

”
Klauseln“. Es ist nun zu entscheiden, ob es eine Belegung der Variablen � < ��� > ������� ���	� mit Wahrheitswerten

”
wahr“ und

”
falsch“ gibt, so daß die Funktion den Wert

”
wahr“ annimmt. F ür die SAT-Instanz �/��
 � � � 
 ��
�� � %2� 
��

� � ist die Antwort auf die Frage nach der Erf üllbarkeit zum Beispiel
”
ja“, denn mit 
 
 wahr und� 
 wahr wird �/��
 � � � wahr. (Eine weitere erf üllende Belegung ist 
�
 falsch und
� 
 falsch.) Dagegen gibt es f ür�/��
 � � ��
���
�� � � % ��
�� � � %(� 
 � keine erf üllende Belegung.

Um die ��� -Vollst ändigkeit des Problems Knotenf ärbung zu zeigen, wurde die ��� -Vollst ändigkeit eines Spezi-
alfalls von SAT benutzt: Das Problem 3SAT ist folgendermaßen formuliert: Gegeben ist eine Boolesche Funktion�/��� < ��� >C������� ���	� � , die dargestellt ist als Konjunktion von Disjunktionen, und bei der jede Disjunktion aus genau
drei Literalen besteht. Gefragt ist wieder die Erf üllbarkeit von � . 3SAT ist ��� -vollst ändig (siehe z.B. [GJ79, Ka-
pitel 3.1.1]), und es gilt 3SAT � Knotenf ärbung (siehe z.B. [Man89, Kapitel 11.4.5]).
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