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Das Triangulieren eines Graphen ist eine Grundoperatienyah vielen Algo-
rithmen, die auf planaren Graphen operieren, benotigi.vider hier vorgestellte
Algorithmus trianguliert einen Graphen mitKnoten inO(n) Zeit durch geeigne-
tes Einfugen von Kanten.

Definitionen

SeiG = (V, E) ein einfacher, planarer und zusammenhangender GraphMbitiganten und
Schlingen. Der triangulierte Graph’ zu G entsteht durch sukzessives Einfiigen von Kanten,
ohne dabei die Planaritatseigenschaft des Graphen &tzaeml Am Ende ist jede Facette vGh
ein Dreieck, und es gilt fur die Anzahl der Knoterund Kantenn die Beziehungn = 3n — 6.

Seiv ein Knoten inG unde = (v, u) eine zuv inzidente Kante. Wir bezeichnen ntit(e) die
gegen den Uhrzeigersinn nachste inzidente Kante, and nennen sie didachfolgekanteon

e anv. Mit ©~1(e) bezeichnen wir di/organgerkantevon e anv. Sie ist also die im Uhrzei-
gersinn nachste Kante an AuRerdem definieren wir mi®*(e) die gegen den Uhrzeigersinn
nachste Kante am Knotean Siehe auch Abbildung zur Verdeutlichung.

Der Algorithmus

Die grundlegende Idee des Algorithmus besteht darin, sskze jede Kante des Graphen
zu betrachten, und gegebenfalls Kanten so einzufiiges, rdash Betrachtung der Kantedie
Facette rechts von ein Dreieck ist. Dazu untersuchen wir die Kantei®~!(e), ©*(e) und
©*(0*(e)) und unterscheiden drei Falle je nach Konfiguration der &antVir definieren uns
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dazu:

Fur die Abbildungen im Folgenden soll gelten: Gestriagheltinne Kanten deuten an, dass in
der (kombinatorischen) Einbettung des Graphen an diesdle Steitere ausgehende Kanten
existieren konnten. Die dicke gestrichelte Kante ist jémdie einzufigende Kante. Ist der Graph
ungerichtet, so orientieren wir die Kanten automatiscmbetrachten des Knoternsund einer
zuv inzidenten Kante auf die Weise, wie in den Abbildungen dargestellt.

Fall |

Betrachte Abbildung.

Der Knotenu ist nur zurv adjazent (Es gilt alse = ¢’). Damit folgt, dass.’ = v gilt, und es
genigt eine neue Kante zwischemund v”’ einzufiigen. Diese kann kreuzungsfrei eingebettet
werden, und es entsteht auch keine Mehrfachkante,da zuv adjazent ist.

Fall Il

Angenommeny ist zu mindestens einem weiteren Knoten adjazent. Es estisiso eine Kante
¢’ die nicht mite zusammenfallt. Ist nun jedocl’ = v, so bilden die Kantem, ¢’ unde” ein
Dreieck, und wir brauchen keine Kante einzuftigen.

Nehmen wir also an, es gilt# v’ undv # u”. Betrachte dazu auch Abbildurgy



(a) Allgemeiner Fall (b) Der Knotenw hat nur zwei ausgehen-
de Kanten

Abbildung 2: Fall |

a) Allgemeiner Fall b) Knotenw' ist nur zuu adjazent
g )

Abbildung 3: Fall Il

Es geniigt nun eine Kante zwischennd ' einzufiigen, so dasd(v,v') = e~ und© (v, v) =
¢’. Dann bilden die Kanten, ¢/ zusammen mit der eingefiigten Kante das gesuchte Dreieck.

Es ist aber moglich, dass eine Kante zwischamd v’ bereits existiert, namlich dadurch, dass
sie die Facette links vomnbegrenzt. Dann wirde durch Einflgen einer weiteren Kawischen
v undu’ eine Mehrfachkante entstehen. Dazu untersuchen wir Fall Il



(a) Allgemeiner Fall (b) Knotenw ist nur zuu’ adjazent

Abbildung 4: Fall 11l

Fall Il

Sei also wiedew # «' undv # u”, aber die Kantdv, u’) sei bereits wie in Abbildung im
Graphen enthalten, das heifl3t sie begrenzt diecvans linke Facette.

Istu’ # «"”, das heiBe~ # (v,u’), so kdnnen wir eine Kante zwischenund «” einfugen,
und erhalten so das gesuchte Dreieck. Problematisch iS&dleder in Abbildungdb dargestellt
ist, namlich dass die Kante zwischenund v’ gerade die Kante™~ ist. Damit fallen«’ und
v zusammen, und das Einfigen einer Kante zwischemd «” wirde eine Mehrfachkante
induzieren.

Dau # u” gilt, kdnnen wir eine Kante zwischanund«” einfiigen, ohne eine Mehrfachkante
zu erzeugen. Damit wir rechts vanschlief3lich ein Dreieck erhalten, fugen wir eine weitere
Kante zwischer undv” ein.

Damit haben wir alle Moglichkeiten betrachtet, wie die kare, ¢’,” unde~ zueinander liegen
kdonnen. Der Gesamtalgorithmus iteriert nun Uber alle t€dnaund fur jeden der betrachteten
Knoten werden die inzidenten Kanten im Uhrzeigersinn atiggtet. Algorithmusl zeigt eine
Implementierung in Pseudo-Code. Eine Bemerkung zur Notatst v ein Knoten unde =
(v, u) eine zw inzidente Kante, so bezeichaalie Ruckwartskantéu, v).

Korrektheit:  Da in jedem Schritt des Algorithmus hochstens eine mzidente Kante ein-
gefugt wird, und diese Kante immer rechts veringefigt wird, folgt, dass jede Kante des
Graphen genau einmal betrachtet wird. Da nach jedem Easfilgitt die Facette rechts der be-
trachteten Kante ein Dreieck bildet, gilt nach Abarbeitung eines Knotenslass jede zw
inzidente Facette ein Dreieck bildet. Da wir alle Knotenzasgsive bearbeiten, ist am Ende jede
Facette ein Dreieck, und da wir alle neuen Kanten kreuzueigsingebettet haben ohne dabei



Mehrfachkanten zu erzeugen, ist der Graph schliel3lichgtibert. O

Laufzeit: Jede Kante wird genau einmal betrachtet, da sie, nachdeiveairbeitet wurde
markiert wird, und markierte Kanten nicht mehr bearbeitetden. Das Setzen des Zeitstempels
der Nachbarknoten von in Zeile 5 kostet genau so viel Schritte wieinzidente Kanten hat,
das heif3t, die Zuweisung in Zeilg geschieht insgesamt genauso oft wie Kanten betrachtet
werden. Die Abfragél’(u’) in den Zeilen15 und 18 kann mit einer geeigneten Datenstruktur
in konstanter Zeit realisiert werden. Damit ist die Laufd@iear in der Anzahl der Kanten
des Graphen, und da bei einem planaren Graphea O(n) gilt, folgt fur die Laufzeit des
AlgorithmusO(n).



Algorithmus 1 : TRIANGULIERUNG
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Eingabe: Planarer Grapliz = (V, E)
Seiteneffekte: G ist trianguliert

fur alle v € V tue
| T(v) <0
t<—0

fur alle v € V tue
t—t+1

fur alle w ist Nachbar von tue

L T(u) «—t
e = (v,u) < Eine ausy ausgehende Kante
solangee ist nicht markierttue

¢ = (u,u') — ©*(e)

e = (u,u") — O*(e)
e” = (v,u") «— 07 1(e)
/'l Fall |

wennu' = v dann
Fugeeneu = (u, u,/,) mlt G_l(eneu) — 6, eln
Fugeeneu = (U,N, U) mit @(eneu) = e__ e|n

/1 Fall 11: Die Kante (v,u') existiert noch nicht
sonst wennu’ # v, u” # vundT(v') < t dann

Fugeeney := (v,u') mit ©(eney) = € €in
L Flgeeney:= (¢, v) mMit O~ (epey) = €’ €in

/1 Fall 111: Die Kante (v,u’) existiert bereits
sonst wennu’ # v, v’ # v undT(v') = t dann

wennv'” # « dann

Fugeeney := (u, u”) mit ©(epey) = €’ €in

Fligeeney:= (¢, u) mit ©(epey) = e~ €in
sonst
Flgeeney:= (u,u”) mit O~ (eney) = € €in
Flgeeney := (u”,u) Mit O~ (eney) = €” €in
Fugeee, := (v,u”) mit O(efe,) = € €in
Flgeehe, := (", v) mit ©~1(ehe,) = €neu€in
Markieree
e— O071(e)
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