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Aufgabe 1
Gegeben sei eine MengeH = {h1, . . . , hn} von Halbebenen imR2 sowie ein Vektorc = (c1, c2) ∈ R2

+.
Wir nehmen an, dass

⋂
H beschränkt und nicht-leer ist. Ausserdem sei o.E.h1 eine Halbebene, deren

definierende Gerade orthogonal aufc steht und die den Ursprung sowie den Punkt(−∞,−∞) enthält.
Gesucht ist ein Punktp ∈

⋂
H, so dass diex-Koordinate der orthogonalen Projektion vonp auf die

Ursprungsgerade mit Richtungc maximal ist. Wir nennenp einen Punkt in
⋂

H, der extremal in Richtung
c liegt.

(a) Welche Punkte inh1 liegen extremal in Richtungc?

(b) Geben Sie einen deterministischen Algorithmus an, derp in O(n2) Zeit bestimmt.

(c) Geben Sie eine MengeH an, für die ein deterministischer inkrementeller AlgorithmusΘ(n2) Zeit
benötigt.

(d) Zeigen Sie, dass „der“ randomisiert-inkrementelle Algorithmus zur Berechnung vonp in erwartet
O(n) Zeit läuft.

Tipp: Benützen Sie Rückwärtsanalyse.

Aufgabe 2
Beweisen Sie Lemma 7.14:
Es seiM ⊆ N eine Menge natürlicher Zahlen mit der Eigenschaft, dassM+M = {k+` | k, ` ∈ M} ⊆ M
undgcd M = 1. Dann gibt es eink0 ∈ N mit {k0, k0+1, k0+2, . . . } ⊆ M , d.h.M enthält ab irgendeinem
k0 alle natürlichen Zahlen.

Aufgabe 3
Es seiG = (V,E) ein ungerichteter Graph, dessen Kanten{i, j} ∈ E mit nichtnegativen reellen Zahlen
c(i, j) gewichtet sind.Γ(i) bezeichne die Menge der Knoten, zu denen voni eine Kante führt. Es seiM
die ausG konstruierte Markov-Kette mit ZustandsmengeS = V und Übergangswahrscheinlichkeiten

Pi,j =
c(i, j)∑

k∈Γ(i) c(i, k)
.

Zeigen Sie, dassp mit

pi =

∑
k∈Γ(i) c(i, k)∑

m∈V

∑
k∈Γ(i) c(m, k)

eine stationäre Verteilung ist. (Hinweis: detailed balance).

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass die in Definition 7.31 festgelegten Markov-Ketten die Gleichverteilung als stationäre
Verteilung haben.



Aufgabe 5
Fürn ∈ N seiGn dasn× n-Gitter, also der ungerichtete Graph mit KnotenmengeVn = {1, . . . , n}2, bei
dem eine Kante genau dann zwischen(x1, y1) und(x2, y2) existiert, wenn|x1 − x2|+ |y1 − y2| = 1 ist.

Es seiMn die Markov-Kette, die sich ausGn gemäß Definition 7.31 fürβ = 1/2 ergibt (also Übergangs-
wahrscheinlichkeit zwischen benachbarten Knoten1/8).

Zeigen Sie, dass der Leitwert vonMn in O(1/n) ist, indem Sie Flüssefij angeben, für die die relative
Kantenauslastungρ(f) ∈ O(n) ist. (Hinweis: kürzeste Wege mit maximal einem Knick.)


