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Deutsche Zusammenfassung

Problemstellungen fiir Schnittgraphen sind ein zentrales Forschungsthema der al-
gorithmischen Graphentheorie. Eine Klasse von Schnittgraphen sind die Kreisseh-
nengraphen, welche jeweils durch eine Schnittreprisentation von Sehnen in einem
Kreis dargestellt werden konnen, ein sogenanntes Sehnendiagramm. Ein entschei-
dendes Werkzeug um die Struktur von Kreissehnengraphen zu analysieren ist die
Splitzerlegung. Diese kann als Baum beschriftet mit den Teilen der Splitzerlegung
aufgefasst werden und wird Splitbaum genannt. Die Erkennung von Kreissehnengra-
phen ist in quasi-linearer Zeit moglich. Jedoch sind einige Erkennungsprobleme mit
zuséatzlichen Einschrankungen, wie das simultane Kreissehnengraphenproblem, im
Allgemeinen NP-schwer. Bis jetzt gab es nur Ansétze mit polynomieller Laufzeit um
das Erweiterungsproblem zu lésen, welches ein Teilproblem des simultanen Kreisseh-
nengraphenproblems ist.

Diese Arbeit 16st fiir einen zusammenhéngenden und ausschliellich in prime Teile zer-
legbaren Schnittgraphen das simultane Kreissehnengraphenproblem fiir beliebig viele
Eingabegraphen in Polynomialzeit. Dafiir werden drei neue Werkzeuge vorgestellt.
Es wird eine bijektive Abbildung zwischen den Sehnendiagrammen eines Graphen
und einer bestimmten Wahl fiir jeden Knoten und jeder Kante des Splitbaums de-
finiert. Damit gibt es erstmals die Moglichkeit die Menge aller Sehnendiagramme
eines Kreissehnengraphen auf eine leichter versténdliche und strukturierte Menge
abzubilden. Zusétzlich wird die Beziehung zwischen den Splitbdumen eines Graphen
und eines Teilgraphen aufgezeigt. Schlussendlich kann das simultane Kreissehnengra-
phenproblem unter den genannten Einschrankungen auf ein 2-SAT-Problem reduziert
werden.
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1. Einleitung

Die Graphentheorie beschéftigt sich mit einer Struktur, die Beziehungen zwischen Objek-
ten abbildet. Diese Struktur wird Graph genannt und die Objekte Knoten. Gibt es eine
Beziehung zwischen zwei Knoten, dann wird diese mit Hilfe einer Kante zwischen diesen
dargestellt. Seitdem sich die theoretische Informatik und Mathematik mit Graphen dieser
Form beschéftigen, ist die Darstellung dieser ein zentrales Thema. Oft wird ein Graph in
Form von Punkten in der Ebene, fiir die Knoten, und Linien zwischen diesen Punkten,
fiir die Kanten, dargestellt. Gibt es eine solche Darstellung, in der sich kein Kantenpaar
schneidet, wird der Graph planar genannt [Diel2]. Eine weitere Darstellungsklasse stellen
die Schnittgraphen dar. Schnittgraphen sind Graphen fiir die es moglich ist jedem Knoten
ein geometrisches Objekt genau so zuzuordnen, dass sich zwei dieser geometrischen Objekte
genau dann schneiden, wenn es eine Kante zwischen den zwei korrespondierenden Knoten
gibt. Eine sehr bekannte und gut erforschte Klasse dieser Schnittgraphen, ist die Klasse
der Intervallgraphen (INT), fiir die es moglich ist jedem Knoten ein Intervall der reellen
Zahlen zuzuordnen. Die Klasse der Kreissehnengraphen (CIRCLE) ist ebenfalls eine Schnitt-
graphenklasse. Ist ein Graph ein Kreissehnengraph, dann kann jedem Knoten eine Sehne in
einem Kreis zugeordnet werden und es gibt genau dann eine Kante zwischen zwei Knoten,
wenn sich ihre Sehnen in diesem Kreis schneiden. In Abb. ist jeweils ein Beispiel fiir
einen Intervall- und Kreissehnengraphen gegeben mit einer Schnittdarstellung R¢g bzw. Cgr
und einer Darstellung durch Knoten und Kanten in der Ebene G bzw. H. Nach
kénnen Kreissehnengraphen auch als Intervallgraphen aufgefasst werden, indem der Kreis
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Abbildung 1.1: Links ist ein Intervallgraph dargestellt mit Schnittdarstellung Rg und
ebener Einbettung G, rechts ist ein Kreissehnengraph mit Schnittdarstellung
Cg und der ebenen Einbettung H dargestellt.



1. Einleitung

an einem Punkt aufgeschnitten und gerade gezogen wird. Die Sehnen werden bei diesem
Vorgehen zu Intervallen auf dem ausgerollten Kreisbogen. Damit dieselben Beziehungen
zwischen Knoten gelten, wie zuvor in dem Kreissehnendiagramm dargestellt, darf es genau
dann eine Beziehung zwischen zwei Intervallen und ihren zugehorigen Knoten geben, wenn
sich ihre zwei Intervalle schneiden, jedoch keines das andere komplett enthélt. Deshalb
werden Kreissehnengraphen im Englischen auch manchmal als Overlap Graphs bezeichnet.
Meist werden Kreissehnengraphen in der Literatur jedoch Circle Graphs genannt und ihre
Schnittrepriasentation als Sehnendiagramm bezeichnet. Ein Sehnendiagramm kann auch
als zirkuldares Wort aufgefasst werden, in dem der Name jedes Knotens genau zweimal
vorkommt. Das Wort kann iiber die Endpunkte der Sehnen auf dem Kreis abgelesen werden.
Zwei Sehnen schneiden sich genau dann, wenn ihre Endpunkte in dem zugehorigen zirku-
laren Wort alternieren. Deshalb werden Kreissehnengraphen manchmal auch Alternance
Graphs genannt.

1.1 Darstellungsprobleme fiir Schnittgraphen

Da Schnittgraphen iiber ihre Darstellungsform definiert sind, ist die Frage danach, ob
ein Graph eine solche Darstellungsform besitzt ein zentraler Punkt in der Betrachtung
von Schnittgraphen. Fiir einen gegebenen Graphen méchte man also entscheiden kénnen,
ob er zu der betrachteten Klasse der Schnittgraphen gehort. In Abschnitt wird die
Erkennung von Kreissehnengraphen erldutert. Gehort ein Graph zu einer Schnittgraphen-
klasse, dann gibt es meistens mehrere Darstellungen fiir diesen. Ansétze die Menge aller
Darstellungen greifbarer zu machen werden in Abschnitt zusammengefasst. Neben
der Frage, ob es iiberhaupt eine Schnittdarstellung gibt, kann die Frage untersucht werden,
ob Schnittdarstellungen zusétzlichen Forderungen geniigen. Abschnitt beschreibt drei
dieser Problemstellungen mit dem aktuellen Forschungsstand.

1.1.1 Erkennung

Das Problem fiir einen gegebenen Graphen und eine Schnittgraphenklasse zu entscheiden, ob
der Graph Teil der Klasse ist, wird Erkennungsproblem genannt. In diesem Abschnitt werden
das Erkennungsproblem fiir Kreissehnengraphen und die bestehenden Losungsalgorithmen
betrachtet.

Fiir Kreissehnengraphen wurden die ersten polynomiellen Erkennungsalgorithmen jeweils
unabhéngig voneinander 1985 von Bouchet [Bou85], Naji [Naj85], sowie 1989 von Gabor
et al. veroffentlicht. Alle drei genannten Algorithmen erstellen in polynomieller
Zeit (O(n%), O(n") bzw. O(nm)) ein Sehnendiagramm des Eingabegraphen, wenn dieser
ein Kreissehnengraph ist. Hierbei ist n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der
Kanten des Eingabegraphen. Seit diesen ersten polynomiellen Algorithmen, gab es nur
wenige Bestrebungen, eine schnellere Laufzeit zu erreichen. Spinrad schaffte es
1994 auf Basis des Algorithmus von Gabor et al. einen Algorithmus mit Laufzeit in O(n?)
zur Erkennung von Kreissehnengraphen zu entwickeln. Die néchste Laufzeitoptimierung
gelang erst Gioan, Paul, Tedder und Corneil 2013 [GPTC13], als sie einen quasi-linearen
Algorithmus mit einer Laufzeit in O ((n + m)a(n + m)) entwarfen. Dabei steht « fiir die
inverse Ackermannfunktion, die langsam wachst und fiir alle praktischen Anwendungen

durch vier beschrankt ist [GPTC13].

Allen momentan bekannten Erkennungsalgorithmen liegt das Konzept der Splitzerlegung
zugrunde. Die Splitzerlegung wurde 1982 von Cunningham eigentlich als Werkzeug
fiir Graphen mit gerichteten Kanten eingefiihrt. Sei G ein Graph und P = A U B eine
Partition der Knoten von G. Zusatzlich sei A’ C A die Knotenmenge der Knoten in A, die
adjazent zu einem Knoten aus B sind und analog B’ C B die Menge der Knoten in B,
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Abbildung 1.2: Ein Graph G mit einer Bipartition {A, B} der Knoten, die ein Split ist.

die iiber eine Kante mit einem Knoten aus A verbunden sind. Die Partition (A, B) wird
Split genannt, wenn es alle moglichen Kanten zwischen den Knoten A’ und B’ gibt. Ein
Split ist im Allgemeinen nicht eindeutig und man beachte, dass es Kanten innerhalb der
Knotenmengen A und B geben kann. Ein Beispiel fiir einen Split ist in Abb. gegeben.
Fiir die Splitzerlegung wird rekursiv ein solcher Split (A, B) in einem Graphen gesucht und
aus diesem werden zwei neue Graphen erzeugt. Dafiir wird der Graph betrachtet, induziert
durch die Knoten A zusammen mit einem Knoten vg der adjazent zu allen Knoten A’ ist.
Analog wird der Graph eingeschrinkt auf die Knoten B mit einem zusétzlichen Knoten
v4 betrachtet, welcher adjazent zu allen Knoten aus B. Dieses Verfahren wird rekursiv
fortgesetzt, bis keiner der entstandenen Graphen mehr einen Split enthédlt. Graphen, die
keinen Split enthalten werden prim genannt und wie Gabor et al. zeigen, besitzen sie genau
dann ein, bis auf Spiegelung, eindeutiges Sehnendiagramm, wenn der Graph mindestens
fiinf Knoten hat. Wird die rekursive Vorgehensweise der Splitzerlegung abgebrochen, wenn
alle Graphen entweder prim oder leicht als Kreissehnengraph darstellbar sind, dann ist
der Eingabegraph genau dann ein Kreissehnengraph, wenn alle entstandenen Graphen der
Splitzerlegung ebenfalls Kreissehnengraphen sind [GSH89, Lemma 1]. Diese Erkenntnis
vereinfacht das Erkennungsproblem, da nicht der ganze Eingabegraph, sondern lediglich die
Teile der Splitzerlegung betrachtet werden miissen. Bouchet, Naji, Gabor et al. und Spinrad
machen sich diese Eigenschaft zunutze, um das Erkennungsproblem von Kreissehnengraphen
auf prime Graphen zu reduzieren.

Der momentan schnellste Algorithmus von Gioan et al. verwendet lexikographische Brei-
tensuche, um eine Knotenordnung auf dem Eingabegraphen zu generieren und dadurch die
benotigte Konsekutivitit der Sehnenendpunkte zu garantieren, sowie eine neue Repréisenta-
tion der Splitzerlegung, die von Gioan und Paul 2007 und 2012 entwickelt
wurde. Sie stellen die Splitzerlegung als Baum da, dessen innere Knoten zuséatzlich mit
einem Graphen beschriftet sind. Dieser Baum wird Splitbaum genannt.

1.1.2 Alle Schnittrepriasentationen eines Schnittgraphen

Nachdem erkannt werden konnte, ob ein Graph ein Kreissehnengraph ist oder nicht, riickte
unter anderem die Frage in den Mittelpunkt, wie viele verschiedene Sehnendiagramme es
fiir einen Kreissehnengraphen gibt und wie diese beschrieben werden kénnen. Courcelle
beschrieb 2007 alle Sehnendiagramme eines Kreissehnengraphen mithilfe von Prdadi-
katenlogik zweiter Stufe (Monadic second-order Logic). Als Grundlage verwendete Courcelle
die Splitzerlegung von Bouchet [Bou85], Gabor et al. und Cunningham
und untersuchte eine Struktur sehr dhnlich zum Splitbaum von Gioan et al. [GPO7][GP12].
Sechs Jahre spéter beschrieben Chaplick et al. alle Darstellungen eines Kreisseh-
nengraphen ebenfalls iiber die Splitzerlegung, jedoch definierten sie Aquivalenzklassen eines
Splits um dariiber mogliche Variationen zu verstehen.
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1.1.3 Bedingte Erkennung

Neben der generellen Erkennung von Graphen einer Schnittgraphenklasse, riickte die
Erkennung von Schnittgraphen mit zusétzlichen Einschrankungen in den Fokus der Gra-
phentheorie. Dazu gehoren unter anderem das Problem der Erweiterung von Teildarstellun-

gen und das Problem der beschrankten Darstellung KKO™17] fiir die Menge aller
Schnittgraphenklassen C.

Definition 1.1 (Partial Representation Extension of C — REPEXT(C)). [KKOT17]
Eingabe: Ein Graph G und ein Sehnendiagramm C" fiir einen Teilgraphen G' von G.
Frage: Gibt es ein Sehnendiagramm C fiir G, sodass C eingeschrinkt auf die Sehnen von
G’ gleich C' ist?

Definition 1.2 (Bounded Representation of C - BOUNDREP(CIRCLE)). [CFK13] [KKO* 17]
Eingabe: Ein Graph G und ein Paar von Kreisbégen fir jeden Knoten des Graphen G.
Frage: Gibt es ein Sehnendiagramm C' fiir G, sodass fir jeden Knoten x des Graphen G
die Sehnenendpunkte der zugehiorigen Sehne s; in den fiir den Knoten x vorgegebenen
Kreisbogen platziert sind?

Das Problem der Erweiterung von Teildarstellungen flir Kreissehnengraphen, d.h.
REPEXT(CIRCLE), wurde 2013 von Chaplick, Fulek und Klavik mit einem Algo-
rithmus in polynomieller Laufzeit gelost. Ihr Ansatz beschéftigt sich insbesondere damit,
die Struktur aller méglichen Sehnendiagramme eines Graphen zu konstruieren, um die
Sehnendiagramme zu finden, welche der vorgegebene Teilreprisentation C’ gerecht werden.
Hierfiir fithren Chaplick et al. Aquivalenzklassen fiir jeden Split ein, um damit auf alle
moglichen Platzierungen der Sehnenendpunkte auf dem Kreis schlieen zu kénnen. Damit
kénnen sie dann die Verbindung zur vorgegebenen Représentation ziehen und die Frage
nach der Erweiterbarkeit kléren. Der aktuelle Stand der Forschung zur allgemeinen Schwere
von REPEX(C) und BOUNDREP(C), mit speziellem Fokus auf Intervallgraphen, kann der
Ubersicht von Klavik et al. entnommen werden.

Das Problem der Erweiterung von Teildarstellungen ist ein Teilproblem des simultanen
Darstellungsproblems fiir Schnittgraphen, welches 2009 von Jampani und Lubiw einge-
fithrt wurde [JLD09]. Seien G; und G2 zwei Schnittgraphen, die sich Knoten und deren
induzierte Kanten teilen, dann nennt man G und Go simultan darstellbar, wenn es eine
Schnittdarstellung fiir beide gibt, sodass diese Darstellung jedem Knoten, der in beiden
Graphen liegt, dasselbe Objekt zuordnet. Das simultane Darstellungsproblem fiir die Klasse
der Schnittgraphen ist genau dann l6sbar, wenn die Eingabegraphen fiir den gemeinsamen
Schnitt simultan darstellbar sind [JL.D09]. Jampani und Lubiw zeigen effiziente Algorithmen
zum Losen des simultanen Darstellungsproblems fiir chordale Graphen, Vergleichbarkeits-
und Permutationsgraphen auf. Ein Jahr spéter veroffentlichten Jampani und Lubiw einen
Algorithmus, der fiir zwei Intervallgraphen G1 und G mit einer Laufzeit in O(n?log(n))
Zeit das simultane Darstellungsproblem fir n = G; U Gy| [JL10]. Ihr Ansatz basiert vorran-
gig auf der Verwendung von PQ-Baumen, wie von Booth und Luekert eingefiihrt.
Hierbei wird jeder der beiden betrachteten Graphen auf einen PQ-Baum iibertragen und
fiir diese beiden Baume das simultane Darstellungsproblem fiir PQ-Ordnungen geldst.

Fiir Kreissehnengraphen wird das simultane Darstellungsproblem wie folgt formuliert.

Definition 1.3 (Simultanes Kreissehnengraphenproblem — SIM(CIRCLE)). [CFK13]

Eingabe: Eine Menge von Graphen G1,...,Gy mit einem paarweise identischen Schnitt S,
d.h. G;NGj =8 fiir alle i # j.
Frage: Gibt es Kreissehnendiagramme C1,...,Cy fir Gi,...,Gy, sodass diese paarweise

eingeschrinkt auf die Sehnen der Knoten von S gleich sind?
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Abbildung 1.3: Links sind die Graphen G1 und G2 mit ihrem gemeinsamen Schnitt S =
G1NG4 dargestellt. Rechts sind die Sehnendiagramme C7 und Cs abgebildet,
wobei C; den Graphen G und Csy den Graphen G5 reprisentiert.

Fir die Graphen {G1,G2} in Abb. als Kingabe des simultanen Kreissehnengraphen-
problems, existiert eine Losung. Beispielweise sind die Sehnendiagrammen C7 und Cs in
Abb. eine Losung. Fiir Kreissehnengraphen zeigen Chaplick, Fulek und Klavik [CFK13],
dass das simultane Kreissehnengraphenproblem im Allgemeinen NP-schwer ist. Sie
reduzieren das Problem der totalen Ordnung, welches nach Opatrny NP-schwer
ist, auf das simultane Kreissehnengraphenproblem. Zusétzlich zeigen Chaplick et al., dass
das simultane Kreissehnengraphenproblem im Hinblick auf die Anzahl der Knoten des
Schnittgraphen S fized-parameter tractable ist. Es existieren also Funktionen f und g,
wobei f nur von der Anzahl der Knoten des Schnittgraphen S abhéngt, sodass die Laufzeit
beschréinkt ist durch f(|S|)n9™) fiir die Anzahl n der Knoten des grofiten Eingabegra-
phen. Genauer gesagt, reicht es aus fiir jedes Sehnendiagramm des Schnittgraphen und
jeden der k Eingabegraphen G; das in polynomieller Zeit 16sbare Erweiterungsproblem
REPEXT(CIRCLE) zu losen. Da die Menge aller Sehnendiagramme fiir S nur von der
Anzahl der Knoten in S abhéngt, ist die Zeit zum Finden einer Losung fiir das simultane
Kreissehnengraphenproblem davon abhéngig. Insbesondere betonen Chaplick et al. in ihrem
Ausblick ihr Interesse an der Komplexitat des simultanen Kreissehnengraphenproblems fiir
eine feste Anzahl von Graphen. Besonders das Problem fiir die Eingabe von genau zwei
Graphen, also k = 2, heben sie als offene Forschungsfrage hervor.

1.2 Simultanes Kreissehnengraphenproblem

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Losung des simultanen Kreissehnengraphen-
problems unter Einschrédnkungen fiir den Schnittgraphen. Einerseits wird gefordert,
dass der Schnittgraph zusammenhéngend ist, es also keine Zerlegung seiner Knoten in zwei
Teile gibt, sodass es keine Kante zwischen den beiden Teilen gibt. Andererseits wird die
Bedingung an die Splitzerlegung des Schnittgraphens gestellt, nur aus primen Teilen zu
bestehen. Die Eingabegraphen (GG1, ..., G}y des simultanen Kreissehnengraphenproblems
mit einem nichtleeren Schnitt S = G; NG; # 0 fir alle i # j = 1,...,k wird simultane
Instanz genannt und als k+ 1-Tupel (G4, ..., Gk, S) notiert. Genauer wird auf das Problem
in Kapitel 5| eingegangen.

Unter den genannten Einschriankungen fiir den Schnittgraphen einer simultanen Instanz,
zeigt diese Arbeit einen neuen Algorithmus auf, der eine polynomielle Laufzeit hat. Des
Weiteren wird eine neue, sehr anschauliche, Darstellungsmoglichkeit fiir die Menge aller
Sehnendiagramme eines Kreissehnengraphen iiber den Splitbaum préasentiert. Jedes Sehnen-
diagramm eines Kreissehnengraphen lasst sich ndmlich speziellen Wahlen fiir die Knoten
und Kanten des Splitbaums zuordnen.

Diese Arbeit ist in sechs Kapitel gegliedert. Der Einleitung folgt Kapitel |2, in dem die
Grundlagen fiir das weitere Vorgehen genauer dargestellt werden. Dabei wird besonders

auf einen beispielhaften Erkennungsalgorithmus fiir Kreissehnengraphen, die Arbeit von
Gioan et al. [GPTC14] im Hinblick auf Splitbdume und Kreissehnengraphen eingegangen.



1. Einleitung

In Kapitel [3| wird gezeigt, dass es eine Bijektion zwischen den Sehnendiagrammen eines
Kreissehnengraphen und bestimmten Wahlen auf dem zugehorigen Splitbaum gibt. Darauf-
folgend setzt sich Kapitel |4/ mit der Beziehung zwischen den Splitbdumen eines Graphen
und einem Teilgraphen dessen auseinander. Kapitel |5/ befasst sich mit dem Losen des simul-
tane Kreissehnengraphenproblem und iibertragt dieses dabei auf das Erweiterungsproblem
REPEX(CIRCLE). Zusétzlich wird in diesem Kapitel die Laufzeit des erarbeiteten Losungsal-
gorithmus analysiert und mit einer kubischen Schranke abgeschétzt. Zum Abschluss werden
in Kapitel [6] die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick auf mogliche
weiterfithrende Forschungsfragen gegeben.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel werden die notigen Grundlagen fiir diese Arbeit beschrieben. Wie
schon in der Einleitung beschrieben, ist die Splitzerlegung ein wichtiges Werkzeug um mit
Kreissehnengraphen zu arbeiten. Zuerst werden jedoch einige Notationen fiir Partitionen
und Graphen eingefithrt. Danach wird in Abschnitt die Splitzerlegung behandelt und in
Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, welcher diese berechnet. Um die Struktur
der Splitzerlegung anschaulicher beschreiben zu kénnen, werden mit Graphen beschriftete
Béaume in Abschnitt eingefithrt. Darauffolgend wird ein Algorithmus beschrieben,
der einen solchen mit Graphen beschrifteten Baum erzeugt. AbschlieBend werden in
Abschnitt Kreissehnengraphen eingefiihrt und einige wichtige Aussagen iiber deren
eindeutige Darstellung und Beziehung zu Splits vorgestellt.

2.1 Partitionen

Die Notation fiir Partitionen ist an Waldmann [Wall7] angelehnt. Sei M eine Menge und
P = {M;}icr eine Menge von nichtleeren Teilmengen von M. Es gelte M; N M; = () fur
alle 7 # j und J;c; M; = M. Dann heiflt P eine Partition von M. Sei zusétzlich N C M
eine Teilmenge von M. Dann ist die Einschrdnkung der Partition P von M auf N definiert
durch P|y = {M; NN |0 # M; € P}. Da eine Partition wieder eine Menge von Mengen
ist, kann diese wiederum partitioniert werden.

2.2 Graphen

Ein Graph G besteht aus einer Knotenmenge V(G) und Kantenmenge E(G) C {zy | z,y €
V(G)}. Wenn aus dem Kontext klar ist, welcher Graph G = (V, E) gemeint ist, wird
verkiirzt auch V oder E geschrieben. Verbindet eine Kante ¢ € F des Graphen G die
Knoten z und y, dann wird e inzident zu x und y genannt und die Knoten x bzw. y werden
als adjazent zueinander bezeichnet. Die hier betrachteten Graphen sind alle nicht gewichtet
und einfach, d.h. einer Kante ist weder ein Wert zugewiesen, noch kann es mehrere Kanten
zwischen einem Paar von Knoten geben oder eine Kante die ein und denselben Knoten
verbindet. In einigen Féllen kénnen die Kanten der hier betrachteten Graphen gerichtet
sein. Ist eine Kante e inzident zu den Knoten « und y gerichtet, dann ist ihr eine Richtung
zugewiesen, d.h. sie zeigt entweder von x auf y, notiert mit e = zy oder von y auf x,
notiert mit e = yx. Weiterhin wird die Anzahl der Knoten bzw. Kanten mit |V| = n bzw.
|E| = m notiert. Die Nachbarschaft eines Knoten x € V' sind alle zu x adjazenten Knoten,
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Cy I@ W

Abbildung 2.1: Von links nach rechts sind C4, K5 und Sg abgebildet.

d.h. N(z) :={y € V | zy € E}. Der Grad deg(z) := |N(x)| eines Knoten z ist als Grole
seiner Nachbarschaft definiert. Einer der wichtigsten Zusammenhénge zwischen Knoten
und Kanten eines Graphen ist das sogenannte Handshake Lemma

Lemma 2.1 (Handshake Lemma). [Diel2]
Sei G = (V,E) ein Graph dann gilt 2|E| = oy deg(v).

Ein Teilgraph G = (V, E) eines Graphen G = (V, E) besteht nur aus einer Teilmenge dessen
Knoten und Kanten. Es gilt daher V € V und F C E. Oft wird ein Teilgraph G deshalb
als Untermenge des urspriinglichen Graphen notiert, d.h. G C G. Ein knoteninduzierter
Teilgraph eines Graphen G = (V, E) besteht aus einer nichtleeren Teilmenge V C V von
Knoten und allen Kanten zwischen diesen Knoten, die in G existieren, also F = {uv €
E | uve IN/} Ein knoteninduzierter Teilgraph wird daher auch als Einschrénkung des
urspriinglichen Graphen G auf die Knoten V notiert, d.h. G |y- Als ein kanteninduzierter
Teilgraph G = (V,E) von G = (V,E) wird ein Teilgraph beschrieben, der aus einer
Teilmenge E C E der Kanten des Graphen G entstanden ist, indem alle zu den gewahlten
Kanten inzidente Knoten ebenfalls Teil des Teilgraphen sind, d.h. V := {z,y | zy € E}.

Fiir einen Graphen G = (V, E) und einen Knoten z ¢ V mit N(z) C V ist tiber deren
Vereinigung G U {z} der Graph (VU {z}, FU{zy |y € N(x)}) definiert.

Ein Pfad der Ldinge £ ist eine Abfolge von Kanten xox1, 2122, ..., Ty_oXp_1,Ty_1T¢ in einem
Graphen G mit £ > 1. Diese Definition richtet sich nach dem Buch von Diestel S.7].
Als Start- und als Endknoten wird xg bzw. xy bezeichnet. Ein solcher Pfad wird auch zgx;-
Pfad genannt. Ein Pfad heifit einfach, wenn sich alle seine Knoten paarweise unterscheiden,
d.h. x; # x; firi,j € {1,...,£}, j # i. Im Folgenden werden nur einfache Pfade betrachtet.
Ein Pfad mit Lange Eins besteht nur aus einer Kante und wird trivial genannt. Fiir zwei
Knotenmengen S und T heifit ein Pfad, dessen Startknoten in S und Endknoten in T liegt
ST-Pfad. Ein Graph G heifit zusammenhdngend, wenn es fiir jedes Knotenpaar z,y € V
einen xy-Pfad gibt. Sei H ein Graph und G C H ein Teilgraph von H. Lésst sich die Menge
V(G) um keinen Knoten aus V(H \ G) erweitern, sodass der knoteninduzierte Teilgraph von
H zusammenhéngend ist, dann wird G eine Zusammenhangskomponente von H genannt.

Im Folgenden sind einige spezielle Graphen relevant, die daher eine eigene Notation erhalten.
Ein Kreis C,, mit n Knoten hat die Knotenmenge V' = {x1,...,z,} und Kantenmenge
E = {x129, 023, ... ,zpx1}. Ein Graph G heifit vollstindig, wenn jeder Knoten zu allen
anderen Knoten benachbart ist, d.h. £ = {zy | z,y € V'}. Ein vollstandiger Graph wird
Clique genannt und wenn n die Anzahl seiner Knoten ist mit K, notiert. Eine weitere
Graphklasse sind Sterne. Ein Stern besteht aus einem Knoten z, der das Zentrum darstellt,
zu dem alle anderen Knoten adjazent sind. Zwischen den restlichen Knoten V' \ {z} gibt es
keine Kanten. Formal gilt demnach, wenn ein Stern k + 1 Knoten hat: V = {z, 21, ..., zx}
und E = {zz |z € V' \ {z}}. Ein Stern mit k£ + 1 Knoten, wird mit S; notiert. In Abb.
sind als Beispiele C4, K5 und Sg abgebildet.

Eine weitere wichtige Klasse sind die bipartiten Graphen. Ein Graph G = (V, E) heift
bipartit, wenn es eine Partition V = A U B der Knoten von G gibt, sodass fiir alle Kanten
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Gl G2

Abbildung 2.2: Links ist ein bipartiter und rechts ein vollstdndig bipartiter Graph
dargestellt

ab € F gilt a € A und b € B. Fiir einen vollstdndigen bipartiten Graphen gilt N(a) = B
fiir alle a € A und N(b) = A fiir alle b € B. Als Beispiel fiir einen bipartiten Graphen
vergleiche Abb.

Ein Baum 7T ist ein kreisfreier und zusammenhédngender Graph. Die Knoten mit Grad 1
heiBen Bldtter, alle anderen Knoten werden innere Knoten genannt. Die Menge aller inneren
Knoten wird mit 7(7") und die Menge aller Blitter in einem Baum mit L(7') bezeichnet. Eine
Kante, deren inzidente Knoten beide innere Knoten sind, wird als innere Kante bezeichnet.
Die disjunkte Vereinigung von mindestens zwei Baumen wird als Wald bezeichnet. Jeder
maximale Baum eines Waldes stellt somit eine Zusammenhangkomponente der Vereinigung
dar. Sei G = (V, F) ein beliebiger zusammenhéangender Graph und 7' = (V, E’) ein Teilgraph
von G, der alle Knoten von G enthélt und ein Baum ist, dann wird 1" ein spannender Baum
genannt.

Lemma 2.2. Sei T = (V, E) ein Baum mit |V|=n und |E| = m. Dann gilt:
(i) m=n—1.
(11) maxgzey deg(x) < |L(T)|.
(iii) Hat jeder innere Knoten mindestens Grad drei, dann hingt die Anzahl der inneren

Knoten, sowie der Kanten linear von der Anzahl der Bldtter ab und es gilt

IL(T)| > g +1.

Beweis. Sei T = (V, E) ein Baum mit |V| = n und |E| = m. Die erste Behauptung folgt
direkt aus der Definition eines Baums und Behauptung ist eine leichte Ubung (siche
). Fiir die zweite Behauptung muss das Handshake Lemma abgeschétzt und
umgeformt werden:

2m = Z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(w)
veV veL(T) weV (T)\L(T)
> |L(T)| +3(n — |L(T)]) = 3n — 2|L(T)

o 2(n — 1) > 3n — 2|L(T)|
o 2L(T)| > 3n — 2n + 2
= \L(T)| > g +1.

O]

Einige der vorgestellten Graphklassen haben weitere Eigenschaften, die sich ableiten lassen.
Eine Familie {M; | ¢ € I} von Teilmengen einer Menge M hat die Helly-Eigenschaft, wenn
die Implikation gilt: Die Existenz einer Indexmenge J C I mit M; N M; # 0 fur alle
i # j € J impliziert, dass ;c; M; # 0.
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C4 K5 C4 Xy K5

Abbildung 2.3: Der Zusammenschluss von C4 und K3 iiber die Knoten x und y ist rechts
gegeben. Die hinzugefiigten Kanten zwischen N(x) und N(y) sind farblich
markiert.

Satz 2.3. FEine Familie von Teilbdumen erfillt die Helly-Eigenschaft.

Eine Grapheigenschaft heifit hereditdr, wenn die Tatsache, dass G diese Eigenschaft be-
sitzt impliziert, dass jeder knoteninduzierte Teilgraph diese ebenfalls besitzt. Dies ist
beispielsweise fiir jeden vollstdndigen Graphen der Fall.

Fiir zwei Graphen G und H lassen sich Operationen definieren. Der Zusammenschluss
von G und H beziiglich zweier Knoten z € V(G) und y € V(H) ist ein neuer Graph
G X gy H. Er entsteht aus G und H indem die Knoten x und y geléscht werden und alle
moglichen Kanten zwischen den Nachbarn N(z) und N(y) von z und y eingefiigt werden
vgl. S.122]. Ist aus dem Kontext klar, welche zwei Knoten fiir den Zusammenschluss
betrachtet werden, wird vereinfacht x geschrieben. Der Zusammenschluss von C4 und K3
ist in Abb. illustriert.

Die Kantenkontraktion in einem Graphen GG beschreibt die Operation eine Kante e = xy € E
zusammenzuziehen. Der neue Graph G’ entsteht aus G indem die Kante e und ihre inzidenten
Knoten {x,y} geloscht wird. Stattdessen wird ein neuer Knoten z eingefiigt, der zu allen
Nachbarn der geloschten Knoten  und y benachbart ist, also gilt N(z) = N(z)UN (y)\{z,y}
in G'.

2.3 Splitzerlegung

Die Splitzerlegung ist ein Werkzeug um einen Graphen in kleinere Teile zu zerlegen, um
mit diesen kleineren Teilen einfacher arbeiten zu kénnen. Durch die Eigenschaften eines
Splits werden bei der Zerlegung insbesondere einige Eigenschaften, wie beispielsweise die
Eigenschaft ein Kreissehnengraph zu sein, auf die kleineren Teile {ibertragen; genauer wird
darauf in Abschnitt eingegangen. In der englischsprachigen Literatur tauchen zwei
Begriffe fur die Splitzerlegung auf: Split-Decomposition [CFK13],[GPTC14],[Bou85] und
Join-Decomposition [GSH89],[HM79], [Spi03].

L 190

Den folgenden Notationen und Begrifflichkeiten liegen die Definitionen von Gioan et al.

GPTC14], sowie Spinrad [Spi94] [Spi94] zugrunde.

Definition 2.4. Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph und {Va,Vg} eine Parti-
tion der Knoten des Graphen G, d.h. V = Vs U Vg. Zusditzlich sei A C V4 die Menge aller
Knoten in Vg, die zu mindestens einem Knoten in Vg benachbart sind und B die Menge
aller Knoten in Vg, die zu Knoten in V4 benachbart sind. Die Partition {Va,Vp} heifst
Split genau dann, wenn alle Kanten zwischen den Knotenmengen A und B existieren, d.h.
{ab|a € A undbe B} C E. Kurz wird ein Split auch mit (A, B) bezeichnet.

Fiir einen Split werden die Mengen A und B als Splitgrenzen bezeichnet. Gilt fiir einen
Teil der Partition eines Splits |[V4| = 1 oder |Vp| = 1, dann heifit der Split trivial. Beachte,

10
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Abbildung 2.5: Fir den gegebenen Graphen G gibt es mehrere Splits. Zwei dieser Splits,
(A, B) und (A, B), sind hervorgehoben.

dass nach Definition einer Partition gilt () # V4, Vg. Im Folgenden werden die Mengen der
Knoten, welche nicht in der Splitgrenze liegen, mit s(A) := V4 \ A und s(B) = Vg \ B
notiert.

Allgemein lasst sich ein Split nach der Definition wie in Abbildung dargestellt auffassen.
Ein trivialer Split impliziert hierbei s(A) = 0 bzw. s(B) = (). Die Definition eines Splits
fordert alle Kanten zwischen den Splitgrenzen, verbietet jedoch keine Kanten zwischen
zwei Knoten derselben Splitgrenze. Insbesondere miissen alle V4 Vp-Pfade mindestens eine
Kante ab mit a € A und b € B enthalten.

In dem Beispielgraphen G aus Abb. bildet die Partition {{a,b,c},{d,e, f,g,h}} einen
Split mit Grenzen A = {c,b} und B = {d, ¢, f}. Ein Graph kann mehrere Splits enthalten,
beispielsweise wire (A, B) mit A = {e, f} und B = {g} ebenfalls ein Split in G.

Einige Graphklassen sind im Hinblick auf die Existenz von Splits gesondert zu betrachten
und zu benennen. Cliquen und Sterne werden degeneriert genannt, da jede Partition der
Knoten ein Split ist. Graphen die keinen nichttrivialen Split besitzen, werden prim genannt.
Nach dieser Definition sind C5, C5, 51 und S5 die einzigen Graphen die gleichzeitig prim
und degeneriert sind.

Mit Hilfe von Splits kann ein Graph rekursiv zerlegt werden. Dieses Vorgehen wird Split-
zerlegung genannt.

Definition 2.5. [Dah00]

Die Splitzerlegung eines Graphen G = (V, E) ist das folgende rekursive Verfahren. Hat G
einen nichttrivialen Split (A, B), dann erstelle zwei neue Graphen G4 == (VaU{wp}, E|y, U
{avy | a € A}) und Gp = (Vg U {v.}, Ely, U {bv, | b € B}). Die Knoten v, und v,
werden hierbei virtuelle Knoten genannt und sind adjazent zu allen Knoten in A bzw. in
B. Diese Zerlegung wird rekursiv auf den entstandenen Graphen durchgefiihrt. Ist einer
der entstandenen Graphen prim oder degeneriert, wird er nicht weiter zerlegt.

Beachte, dass die zwei durch die Splitzerlegung entstandenen Graphen G4 und Gp zu-
sammengeschlossen iiber die virtuellen Knoten wieder den urspringlichen Graphen G
ergeben, d.h. G4 Xy,4, G = G. Fiir den Graphen aus Abb. ist der erste Schritt der
Splitzerlegung mit dem Split (A, B) in Abb. dargestellt.

11
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Abbildung 2.6: Ein Graph G mit einem Split (A, B) und den aus der Splitzerlegung ent-
standenen Graphen G4 und Gp. Es gilt G4 X, G = G.

Cunningham zeigte, dass mit der Definition jede Splitzerlegung zur selben
Menge von Graphen fiihrt. Wichtig ist dabei, dass nur das Ergebnis eindeutig ist, jedoch
nicht die Abfolge der durchgefiihrten nichttrivialen Splits.

Satz 2.6. [Cun82]
Jeder zusammenhdngende Graph hat eine eindeutige Splitzerlegung in prime Graphen,
Sterne und Cliquen mit einer minimalen Anzahl von Splitteilen.

Wird im Folgenden von einer Splitzerlegung gesprochen, ist das eindeutige Ergebnis des
rekursiven Vorgehens gemeint.

2.4 Algorithmen zur Splitzerlegung

Um die eindeutige Splitzerlegung eines Graphen zu finden gibt es verschiedene Algorithmen
Spi03], [GSHYY|, [Dah00]. Exemplarisch wird hier der Algorithmus aus Spinrads Buch
[Spi03] Kap. 13] vorgestellt. Der Algorithmus testet fir den Eingabegraphen G = (V, E)
jede Kante zy € F und jeden Knoten z € V, ob es einen nichttrivialen Split (A, B)
mit x,z € A und y € B gibt, zwischen dem die Kante xy liegt. Hierdurch werden alle
moglichen nichttrivialen Splits in G gefunden. Wird einer dieser Splits durchgefiihrt, kann
auf die entstandenen Teile G 4, Gp wieder der Algorithmus angewendet werden um die

Splitzerlegung zu finden.

Fiir alle Kombinationen von Kanten zy € F und einen weiteren Knoten z € V' \ {z, y} wird
folgender Ablauf durchgefiihrt, in dem die Warteschlange @ ausschliellich Knoten aus Vy
enthalten soll. Zu Beginn wird nur z in @ eingefiigt. Die restlichen Knoten V'\ {z, z} werden
in zwei Mengen eingeteilt. Die zu x adjazenten Knoten, werden der Menge B* hinzugefiigt,
und die Knoten, welche nicht adjazent zu x sind, der Menge Vp~. Die Menge B* enthélt
danach mindestens ein Element, ndmlich den Knoten y. Die beiden Mengen B* und Vp«
sind die vorlaufige Splitgrenze bzw. der andere Teil des Splits (A, B). Im Folgenden wird
getestet, ob die Knoten in der Warteschlange () eine Kante zu y haben oder nicht. Knoten
sollen der Warteschlange ) nur hinzugefiigt werden, wenn sie sicher in V4 sind. Solange
die Warteschlange @) nichtleer ist, nehme v aus der Warteschlange und 16sche v aus Q.
Gibt es keine Kante zwischen v und g, kann v nicht in der gesuchten Splitgrenze A liegen.
Da v jedoch in V4 liegt, miissen auch alle Nachbarn von v in V4 liegen. Diese kénnen
also nicht Teil von Vg sein und werden in die Warteschlange @) eingefiigt werden. Aus
den Mengen B* und Vg« miissen demnach alle Nachbarn N(v) von v geléscht werden.
Die geloschten Knoten miissen iiberpriift werden, daher werden sie der Warteschlange @
hinzugefigt.

Gibt es jedoch die Kante vy € E, dann muss v in der Splitgrenze A liegen, da alle Knoten
in @ aus V4 sind. Die Nachbarn von v miissen in diesem Fall in B* oder in V4 liegen,
diirfen aber auf keinen Fall in s(B) sein. Zur Warteschlange @ werden daher alle Nachbarn
N (v) hinzugefigt, die noch in Vg« liegen, und diese werden aus Vg~ geloscht. Da zwischen
den zwei Splitgrenzen alle Kanten existieren miissen, kénnen Knoten, die keine Nachbarn

12
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von v sind, nicht in B sein. Losche daher alle Knoten aus B*, die keine Nachbarn von v
sind und fiige die geloschten Knoten der Warteschlange () hinzu. Ist die Warteschlange leer
wird getestet, ob die gefundene Splitseite Vp+ = B* U Vg« fiir die drei betrachteten Knoten
{z,y, 2z} mindestens zwei Knoten enthélt. Ist dies der Fall, war die Suche erfolgreich, denn
die Menge V4 enthélt ebenfalls mindestens die zwei Knoten = und z. Der vorgestellte
Algorithmus ist in Algorithmus als Pseudocode zu finden.

Algorithmus 2.1 : Splitzerlegungsalgorithmus nach Spinrad [Spi03] S. 214]
Eingabe : Graph G = (V, E)
Ausgabe : Alle moglichen Splits in G

1 for 2y € F do

2 for z € V\{z,y} do

3 Q={z};

4 B*={veV |vxeFE}\{x,z};

5 Ve ={veV]vx ¢ E}\{x,z};

6 while @ # 0 do

7 v Q;

8 Losche v aus Q;

9 M =VgnN N('U);
10 if vy ¢ E then
11 // Es gilt v € s(A), daher darf v keine Nachbarn in Vp haben.
12 N = B*N N(v);
13 B* = B*\ N(v);
14 Ve = Vi \ M;
15 else
16 // Knoten v hat demnach eine Kante zu Vp und muss somit in A

liegen. Die Nachbarn von v diirfen also nur in B oder Vy4 liegen,
nicht aber in Vg.

17 VB*:VB*\M;

18 N =B*Nn(V\N(v));
19 | B*=B"\N;

20 | @=QUNUM;

21 if |B* U Vp«| > 2 then
22 L A, B ist Split;

23 else

24 L A, B ist kein Split;

Zur Veranschaulichung zeigt Tabelle zwei Beispielabldufe fiir einen negativen und einen
positiven Splittest beim Anwenden des Algorithmus auf den Graphen G aus Abb. fiir
die gegeben Knotenkombinationen {a,b,c} und {b,e,a}.

Insgesamt liegt der Algorithmus von Spinrad mit |V| = n und |E| = m in einer Laufzeit
von O(m?), um einen einzigen nichttrivialen Split zu finden, und in O(nm?), um die
Splitzerlegung zu bestimmen.

In Abschnitt wird der momentan schnellste Algorithmus eine Splitzerlegung zu finden
von Gioan et al. vorgestellt, der in O ((n + m)a(n + m)) Zeit lauft. Dabei steht
« fir die inverse Ackermannfunktion, diese ist fiir alle in der Praxis verwendeten Graphen
durch 4 beschrénkt.
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getestete Kante B* Vi Q
initial {b} {d,e, f,g,h} ¢
cheFE {b} {g,h} def
db e E {b} {g,h} ef
ebe FE {b} {h} fg
fbeE {b} {n} g
gh¢ E {v} 0 h
hb ¢ E {b} 0 0
initial {c,d,e, f} {g,h} a
CL€¢E {d,e,f} {gah} c
cee B {d’evf} {g7h} 0

Tabelle 2.1: Fiir den Graphen aus Abb. wurde die Kante ab mit dem Knoten ¢ mit
Hilfe des Algorithmus aus darauf getestet, ob es einen nichttrivialen
Split mit a und ¢ auf einer Seite, b auf der anderen und der Kante ab iiber
den Split gibt. Da am Ende |B* U Vp«| < 2 gilt, ist dies jedoch nicht der Fall.
Fiir die Eingabe be als Kante und a als dritten Knoten, ist das Ergebnis des
Algorithmus hingegen positiv. Der gefundene nichttriviale Split (A, B) ist in
Abb. schwarz markiert.

2.5 Graph-labelled Trees und Splitbaum

Um die Struktur der eindeutigen Splitzerlegung in prime und degenerierte Teile zu verstehen,
gibt es in der Literatur unterschiedliche Ansétze. Schon Cunningham schrieb 1982
von einem Splitzerlegungsbaum, der die Struktur der Splitzerlegung widerspiegelte, wandte
diese jedoch auf gerichtete Graphen an. Courcelle [Cou07] nannte ein dhnliches Konstrukt
Splitzerlegungsgraph in seiner Veroffentlichung von 2008. Parallel verkniipften Gioan und
Paul diese Struktur der Splitzerlegung mit durch Graphen beschriftete
Béaume (GLTs). GLTs sind dabei ein tibergeordnetes Konzept fiir die einzelnen gefundenen
nichttrivialen Splits jeder Splitzerlegung eines Graphen.

Definition 2.7. [GP07, [GP12]

Ein mit Graphen beschrifteter Baum, kurz GLT fiir graph-labelled tree, ist ein Tupel
(T, F). Hierbei ist T ein Baum und F eine Familie von Graphen, sodass jeder Knoten v aus
T mit genau einem Graphen G(v) € F beschriftet ist. Zusdtzlich existiert eine Bijektion p,
zwischen zu v inzidenten Kanten und den Knoten von G(v).

Zur leichteren Beschreibung von GLTs wird hier die Notation von Gioan et al.
iibernommen. Sei (7, F) ein GLT. Der Graph G(v) € F fur den inneren Knoten v €
V(T) wird Beschriftungsgraph genannt. Die Knoten eines Beschriftungsgraphen werden
mit V(v) = V(G(v)) beschrieben und Markierer genannt. Die Kanten E(G(v)) heiflen
Beschriftungskanten. Fir eine Kante e = v\ € E(T) des Baums werden die Markierer
pv(e) € V(v) und pyr(e) € V(N) als ihre Extremitdten bezeichnet. Vereinfacht spricht man
dann davon, dass e inzident zu p,(e) und py(e) ist. Zwei Extremitdten einer Kante werden
als gegentiberliegend bezeichnet. Die Blattmenge L(q) fir einen Markierer ¢ = p,(e) ist
die Menge aller Blatter des Teilbaums von T — e, der nicht ¢ enthéalt. Beachte, dass die
Blattmenge nichtleer sein kann. Ein Beispiel fiir einen GLT ist in Abb. gegeben. Die
Blattmenge fiir = ist in dem genannten Beispiel gleich L(x) = {a,¢,d, f}.

Definition 2.8. [GPTC13, Def.2.2]
Sei (T, F) ein GLT. Ein Markierer ¢’ ist von einem Markierer q aus erreichbar, wenn es
eine Folge I1 von Markierern q,...,q gibt, sodass
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A
c b
@ V
f e

Abbildung 2.7: Der GLT (T, F) hat vier innere Knoten und die Blattmenge {a, b, c,d, e, f}.
Die inneren Knoten sind mit Graphen aus F' beschriftet. Fiir den Knoten v
und seinen Beschriftungsgraphen G(v) € F sieht die Bijektion p, zwischen
den zu v inzidenten Baumkanten und den Markieren V' (v) wie folgt aus:
pv(x) = A, py(y) = e und py,(z) = b. Fiir den Markierer z ist die Blattmenge
L(z) ={a,c,d, f}.

Gr(T,F)

c b

Abbildung 2.8: Der Erreichbarkeitsgraph Gr(T, F) zum GLT (T, F') aus Abb.

1. jedes aufeinander folgende Paar durch eine Baum- oder Beschriftungskante verbunden
18t,

2. die so definierten Kanten alternieren.

Wieder in dem Beispiel aus Abb. [2.7/sind die Blétter d und e voneinander aus erreichbar,
jedoch ist weder a von e aus erreichbar, noch = von z aus.

Insbesondere folgt aus der Definition die Eindeutigkeit der Folge II und dass diese einen
Pfad in T definiert. Fiir alle Markierer ¢, sei A(q) die Erreichbarkeitsmenge, welche alle
Knoten der Blattmenge L(q) enthilt, die von ¢ aus erreichbar sind.

Definition 2.9. [GPTC13, Def.2.5]
Sei (T, F') ein GLT. Der Erreichbarkeitsgraph Gr(T', F') von (T, F') ist der Graph, dessen
Knoten die Bldtter von T sind. Es existiert genau dann eine Kante zwischen zwei Knoten

in Gr(T, F), wenn die korrespondierenden Bldtter in T' erreichbar voneinander aus sind.
Umgekehrt wird (T, F) ein GLT fir Gr(T, F) genannt.

Der Erreichbarkeitsgraph zu (T, F') aus Abb. ist in Abb. dargestellt. Aus der
Definition des Erreichbarkeitsgraphen ergibt sich, dass jeder GLT genau einen Er-
reichbarkeitsgraphen hat. Umgekehrt konnen einem beliebigen Graphen mehrere GLTs
zugeordnet werden. Zuséatzlich folgen aus Definition einige wichtige Bemerkungen:

Bemerkung 2.10. [GPTC13, Rem. 2.4-2.7]
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2. Grundlagen

(i) Ein Graph G ist genau dann zusammenhdingend, wenn alle Beschriftungsgraphen
eines beliebigen GLT von G zusammenhdngend sind.

Sei (T, F) ein GLT mit einem zusammenhdangenden Erreichbarkeitsgraph Gr(T, F) = G.
(ii) Dann ist fir jeden Markierer q in (T, F') die Erreichbarkeitsmenge A(q) nichtleer.

(iii) Fir eine innere Baumkante e = pq von T ist die Partition (L(p), L(q)) ein nichttri-
vialer Split in G. Insbesondere sind A(p) und A(q) die Splitgrenzen.

(iv) Fiir jeden Beschriftungsgraphen G(v) € F existiert eine Teilmenge von Bldttern
L c L(T), sodass G(v) isomorph zu G|, ist. Die Menge L erhdlt man, wenn fir
jeden Markierer ¢ € V(v) genau ein Blatt aus A(q) gewdhlt wird.

Im Hinblick auf die Beziehung zwischen GLTs und nichttrivialen Splits definieren Gioan
et al. die Knotenteilung und den Knotenzusammenschluss. Sei e = vv/ eine
innere Baumkante eines GLT (7, F) und ¢ € V(v) und ¢’ € V(¢/) ihre Extremitéten.
Dann werden die Markierer ¢ und ¢’ auch virtuelle Knoten genannt. Der Knotenzusam-
menschluss von v und v/ kontrahiert die Kante e und erstellt einen neuen Knoten v, der
mit dem Zusammenschluss G(\) = G(v) X4y G(V') beziiglich ¢ und ¢ beschriftet wird.
Der Rest des Baums bleibt unverédndert. Die Knotenteilung ist die inverse Operation zum
Knotenzusammenschluss. Dabei existiert ein innerer Knoten v in T, sodass G(v) einen
Split (A, B) enthélt. Die Knotenteilung beziiglich (A, B) ersetzt den Knoten v durch zwei
neue Knoten A und X, die mit Gy, U {¢} und Gy, U{¢'} beschriftet sind, wobei N(¢) = A
und N(¢') = B gilt. Hierbei sind ¢ und ¢’ die Extremititen der neu eingefiihrten Kante
AN, Alle anderen Baumkanten, die zuvor adjazent zu u waren, bleiben unveriandert. Ei-
ne wichtige Beobachtung von Gioan et al. fiir den Erreichbarkeitsgraphen ist

Bemerkung

Bemerkung 2.11. Der Erreichbarkeitsgraph bleibt durch die Knotenoperationen, Knoten-
tetlung oder -zusammenschluss unverandert.

Betrachtet man eine innere Baumkante in einem GLT, die adjazent zu zwei mit Cliquen
beschrifteten Knoten ist, dann ergibt der Knotenzusammenschluss der beiden Knoten
wieder eine Clique. Gibt es zwei benachbarte innere Knoten beschriftet mit zwei Sternen,
dann ergibt der Kantenzusammenschluss ihrer inzidenten Kante genau dann wieder einen
Stern, wenn die Extremitédten der Kante ein Blatt des Sterns im einen Beschriftungsgraphen
und das Zentrum des Sterns im anderen Beschriftungsgraphen ist. In allen anderen Féllen,
wenn nicht genau eine Extremitét das Zentrum ist, ergeben sich keine Sterne als neuer
Beschriftungsgraph, siehe hierzu auch Abb. Andersherum betrachtet, hat man einen
Knoten in einem GLT beschriftet mit einer Clique oder einem Stern, die mindestens vier
Knoten haben, dann enstehen durch eine beliebige Knotenteilung wieder zwei Cliquen
beziehungsweise zwei Sterne.

Ein GLT, in dem kein Knotenzusammenschluss zweier benachbarter Sterne oder zweier
Cliquen mehr moglich ist, dessen Beschriftungsgraph wiederum degeneriert wére, heifit
reduzierter GLT.

Satz 2.12. [GPTC13, Thm 2.8]
Fiir jeden zusammenhdangenden Graphen G existiert ein eindeutiger reduzierter GLT (T, F),
dessen Beschriftungsgraphen entweder prim oder degeneriert sind, sodass Gr(T, F) = G.

Der eindeutige GLT, den es nach Satz gibt, wird Splitbaum von G genannt und mit

ST (G) bezeichnet. Ein innerer Baumknoten v von eines Splitbaums wird kurz auch prim
oder degeneriert genannt, wenn sein Beschriftungsgraph G(v) die genannte Eigenschaft
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Abbildung 2.9: Hier sind alle Moglichkeiten eines Stern-Stern-Zusammenschlusses darge-
stellt. Der einzige Zusammenschluss, bei dem wieder ein Stern entsteht, ist
der, bei dem ein Blatt und das Zentrum die Schnittstelle sind, siehe links.
Die beiden anderen Varianten in der Mitte und rechts ergeben keine Sterne.

hat. Da alle Beschriftungsgraphen des GLT (T, F) in Abb. degeneriert sind, kein
Knotenzusammenschluss von zwei Cliquen oder Sternen moglich ist und G' aus Abb.
den Erreichbarkeitsgraph von (T, F') darstellt, ist der GLT (7, F') der eindeutige Splitzerle-
gungsbaum ST (G) von G.

Satz 2.13. [GPTC14, Thm. 2.18, Cor. 2.19]
Sei G ein Graph und ST(G) = (T, F) sein Splitbaum. Eine Partition {Va,Vg} der Knoten

von G mit Grenzen A, B ist genau dann ein nichttrivialer Split (A, B) von G, wenn es eine
Kante e € E(T) mit Extremitaten p und q in T gibt mit A = A(q), Va = L(q), B = A(p)
und Vg = L(p) oder einen degenerierten Knoten v in ST(G) und einen Split (A,, B,) in
G(v) mit A= Ugea, L(q) und B =Upep, L(p)-

Aus Satz folgt die Eigenschaft des Splitbaums, dass dieser alle Splits, entweder durch
eine Baumkante oder einen Split in einem degenerierten Beschriftungsgraphen reprisentiert.
Auflerdem ist die Graphenfamilie der Beschriftungsgraphen genau die Splitzerlegung des
Erreichbarkeitsgraphen. Aufgrund dieser Eigenschaften eines Splitbaums lasst sich an ihm
gut untersuchen, welche Abfolgen von Splits es gibt um den Erreichbarkeitsgraphen zu
zerlegen und damit seine eindeutige Splitzerlegung zu erhalten.

2.6 Ein Splitbaum-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der Splitbaum-Algorithmus von Gioan et al. beschrie-
ben. Die Idee besteht darin, den Splitbaum eines Graphen G Schritt fiir Schritt durch
Hinzufiigen der Blétter zu finden. Dabei ist es entscheidend, dass durch das Hinzufiigen
immer ein zusammenhdngender Ereichbarkeitsgraph entsteht. Um zu entscheiden, welche
Knoten des vorherigen Baums angepasst werden miissen, wird mit Hilfe der Nachbarschaft
des hinzuzufiigenden Knoten der bis dahin erstellte GLT markiert.

Sei (T, F') ein GLT und sei g ein Blatt oder Markierer. Fiir eine Teilmenge S der Blattmenge
von T wird der Status von ¢ beziiglich S definiert.

(i) q ist perfekt (kurz: P), wenn S N L(q) = A(q).
(ii) ¢ ist leer (kurz: E), wenn S N L(q) = 0.

(iii) q ist gemischt (kurz: M), wenn weder noch [(ii)| gelten.

Fiir einen Knoten v des GLT (7', F') werden die Mengen P(v) = {q € V(v) | q ist perfekt},
M(v) = {q € V(v) | q ist gemischt} und NE(v) := P(v) U M(v) definiert. Eine Kante
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2. Grundlagen

M.

Abbildung 2.10: Hier ist ein Ausschnitt eines GLT ST(G) zu sehen, der einen hybriden
Knoten X hat. Perfekte Markierer sind mit P, leere mit £ und gemischte
mit M beschriftet.

von T erhélt ihren Status, durch ihre beiden Extremitéiten, sind beispielsweise beide
Extremitaten perfekt heifit die Kante ebenfalls perfekt oder PP-Kante. Die Mengen P*
und E* sind definiert fiir jeden Knoten v € V(T') durch

P* = {q € V(v) | q ist perfekt und nicht das Zentrum eines Sterns}
E* ={q € V(v) | ¢ ist leer oder perfekt und Zentrum eines Sterns}

Ein innerer Baumknoten v von T' wird als hybrid bezeichnet, wenn jeder seiner Markierer
perfekt oder leer ist und die in T jeweils gegeniiberliegenden Extremitéiten gemischt sind.
Ein Beispiel fiir einen hybriden Knoten ist der Knoten A in Abb.

Mit Hilfe dieser Definition des Status, identifizieren Gioan et al. sieben Fille. Diese werden
spater beim Hinzufiigen eines neuen Knotens entscheidend sein.

Satz 2.14. [GPTCL], Thm. j.1}]
Sei ST(G) = (T, F) der eindeutige Splitbaum zum Graphen G, dessen Knoten beziiglich

der Teilmenge S der Bldatter markiert ist. Dann gilt genau einer der folgenden Fdlle:

1. ST(G) enthdlt einen inneren Knoten v, der mit einer Clique beschriftet ist, deren
Markierer alle perfekt sind. Der Knoten v ist eindeutig.

2. ST(G) enthdlt einen inneren Knoten v, der mit einem Stern beschriftet ist, dessen
Markierer alle leer sind, aufer das Zentrum, welches perfekt ist. Der Knoten v ist

etndeutig.

ST(G) enthdlt einen eindeutigen primen hybriden Knoten.
ST(G) enthdlt einen eindeutigen degenerierten hybriden Knoten.
ST(QG) enthdlt eine PP-Kante. Diese Kante ist eindeutig.
ST(G)
S

T(G) enthilt eine PE-Kante. Diese Kante ist eindeutig.

A N

T(G) enthdlt einen eindeutigen Teilbaum, der vollstandig aus gemischten, also
MDM -Kanten, besteht.

Der Kern des Algorithmus besteht daraus, wie das neue Blatt x in jedem der Falle eingefiigt
wird. Sei der GLT von G markiert beziiglich der Nachbarschaft N(z) und seien G, sowie
G U {z} zusammenhéngend, dann kann das Blatt « mit Hilfe der identifizierten Fallen aus
Satz zum Splitbaum von G hinzugefiigt werden.
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2.7. Kreissehnengraphen

Fiir Fall wird ein neuer Markierer ¢, adjazent zu allen perfekt markierten Knoten in
G(v) eingefiigt und x zu seinem gegentiberliegendem Blatt gemacht.

In Fall 4| wird der eindeutige degenerierte hybride Knoten v einmal mit dem durch die
Knotenmengen P* und E* definiertem Split geteilt. Dabei kann entweder eine PP- oder
eine PE-Kante entstehen. Auf einer PP-Kante wird ein neuer innerer Knoten v, eingefiigt,
der mit einem K3 beschriftet ist, an dessen freien Markierer das Blatt z angehangt wird. Im
Fall einer PE-Kante e = pq, wobei p perfekt und ¢ leer ist, ist der neue Beschriftungsgraph
von v, ein Se. Das Zentrum von G(v,) ist die gegeniiberliegende Extremitét zum perfekten
Markierer p. Das eine Blatt von G(v;) liegt dem Markierer p gegeniiber und das andere
wird als x gegeniiberliegend definiert.

In Fall [5| und [6| wird analog zu den zwei Schemata aus Fall 4] fir eine PP- oder PE-Kante
vorgegangen und entweder ein neuer innerer Baumknoten beschriftet mit einer Clique oder
einem Stern auf dieser eingefiigt.

Die aufwindigste Vorgehensweise um z zu ST(G) hinzuzufiigen, muss in Fall 7| eines
Teilbaums mit gemischten Kanten, angewendet werden.

Satz 2.15 (Knotenaddition in Fall. [GPTC14), Prop. 4.20]
Sei ST(G) = (T, F) markiert beziiglich einer Teilmenge N(x) von Blattern. Falls ST (G)

eine gemischte Baumkante e enthdlt, wird ST (G + z) wiefolgt konstruiert:
1. Aufteilen: Splitte alle Sterne und Cliquen mit Hilfe der Mengen P* und E* auf.

2. Zusammenziehen: Schliefie alle Knoten des MM -Baums in einen Knoten v, zusam-
men.

3. Hinzufiigen: Erstelle einen neuen Markierer p, der zu P(v,) adjazent ist und mache
x zu seinem Blatt.

Die Vorgehensweise fiir einen Teilbaum mit komplett gemischten Kanten ist anschaulich so
zu verstehen: Zuerst werden alle relevanten Teile der degenerierten Knoten des Splitbaums
ST (G) identifiziert, dann werden diese in einen Knoten kontrahiert, um an diesen das neue
Blatt x anzuhéangen.

Sei G ein zusammenhéngender Graph, dann kénnen Gioan et al. mit der
vorgestellten Vorgehensweise und einer beliebigen Knotenordnung Knoten fiir Knoten den
Splitbaum von G erzeugen. Ist die Reihenfolge der Knoten zum Hinzufiigen durch eine
lexikographische Breitensuche (siche bspw. [Cor05]) ermittelt worden, zeigen Gioan et al.,
dass die Laufzeit ihres Algorithmus in O ((n + m)a(n + m)) liegt. Hierbei steht n fiir die
Anzahl der Knoten, m fiir die Anzahl der Kanten des betrachteten Gesamtgraphen G und
a fiir die inverse Ackermannfunktion.

2.7 Kreissehnengraphen

Wie schon in der Einleitung dargelegt sind Kreissehnengraphen Schnittgraphen. Fiir Schnitt-
graphen kann jeder Knoten des Graphen durch ein geometrisches Objekt repréasentiert
werden, sodass es genau dann eine Kante zwischen zwei Knoten gibt, wenn die geometrischen
Objekte sich schneiden. Schnittgraphen und somit Kreissehnengraphen sind insbesondere
hereditir, daher hat jeder knoteninduzierter Teilgraph eines Kreissehnengraphen ebenfalls
die Eigenschaft ein Kreissehnengraph zu sein.

Definition 2.16 (Kreissehnengraph). Ein Graph G = (V, E) ist genau dann ein Kreisseh-
nengraph, wenn jeder Knoten v € V' durch eine Kreissehne s, darstellbar ist, sodass zwei
Sehnen sy, sy sich genau dann schneiden, wenn es die Kante vw € E gibt.
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Abbildung 2.11: Der Graph G ist ein Kreissehnengraph. Ein moégliches Sehnendiagramm
um diesen darzustellen, ist das Sehnendiagramm C. Das im Uhrzeigersinn
abgelesene Wort von C' ist cbge fhghdacbadfe.

Die Darstellung eines Kreissehnengraphen durch Sehnen in einem Kreis wird Sehnendia-
gramm genannt. Ein Beispiel fiir einen Kreissehnengraphen und einem moglichen Sehnen-
diagramm, das ihn darstellt, ist in Abbildung gegeben.

Die Schnittreprasentation eines Kreissehnengraphen als Sehnendiagramm kann auch als
zirkuldres Wort aufgefasst werden, wobei jeder Buchstabe des Alphabetes > =V genau
zweimal auftritt. Das zirkuldre Wort wird vom Sehnendiagramm abgelesen, indem an die
Endpunkte der Sehnen die Bezeichnung des jeweiligen Knotens geschrieben wird und dann
im mathematisch negativen Sinn, d.h. im Uhrzeigersinn, die Endpunkte abgelesen werden.
Fiir das Beispiel in Abb. ergibt sich beispielsweise das Wort m = cbgefhghdacbadfe,
aber auch das Wort © = badfecbgefhghdac kann abgelesen werden. Da das Sehnendiagramm
jedoch als zirkuldres Wort interpretiert wird, gilt m# = 7. Fiir manche Betrachtungen ist
es sinnvoller das Sehnendiagramm selbst zu betrachten und in anderen das zugehorige
zirkuldre Wort. Das zu einem Sehnendiagramm C' gehorige zirkuldre Wort wird mit 7 (C)
notiert. Wird andersherum vom Sehnendiagramm eines zirkuldren Wortes gesprochen,
notiert man C(m).

Die Endpunkte einer Sehne s, alternieren genau dann mit den Endpunkten einer Sehne s,
im zirkuldren Wort 7 von G, wenn die Kante ab € F existiert.

Sei G ein Graph und G’ C G ein knoteninduzierter Teilgraph von G, der durch das
Sehnendiagramm C’ dargestellt wird. Das Sehnendiagramm C’ von G’ heif3t erweiterbar,
wenn es ein Sehnendiagramm von G gibt, dass C’ enthalt, d.h. es existiert ein zirkuléres
Wort g, welches den Graphen G reprasentiert, das eingeschréankt auf die Endpunkte der
Knoten V(G’) gleich dem zirkuldre Wort 7(C”) ist. Betrachte den Graph G des Beispiels
aus Abb. und das zusitzlich gegebene Sehnendiagramm C’ mit 7(C’) = cbedcbde fir
den Teilgraphen G’ = G|{c .4} Dann ist das Sehnendiagramm C” erweiterbar, da gilt

7(C)lv(ey = (cbgefhghdacbadfe)|s.p g1 = cbecbde = w(C").

Jedoch ist nicht jedes Sehnendiagramm eines Teilgraphs erweiterbar, ein Bespiel hierfiir ist

in Abb. gegeben.

Wenn ein Graph G ein Kreissehnengraph ist, stellt sich die Frage, wie viele Sehnen-
diagramme diesen darstellen. Hierbei muss gekléart sein, was der Begriff eindeutig fiir
Kreissehnengraphen bedeutet und wann es so eine eindeutige Darstellung gibt.

Sei C' die Sehnenreprésentation fiir einen Kreissehnengraphen G, dann wird die Spiegelung
dieser, an einer Achse, C" genannt. Fiir ein zirkuldres Wort 7 beschreibt 7" das genau
umgekehrt gelesene zirkuldre Wort von m. Beispielsweise gilt fiir m = abed, dass #" = dcba.
Fir das Wort 7(C) der Sehnenreprasentation C folgt m(C") = n(C)". Wenn die Spiegelung
eines Kreissehnendiagramms nicht als eine weitere Reprasentation betrachtet wird, lasst sich
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Abbildung 2.12: Fiir den Graphen G ist eines seiner Sehnendiagramme C' gegeben. Das
rechte Sehnendiagramm C” fiir den Teilgraphen G|y, ., 4} ist nicht erweiter-
bar zu einem Sehnendiagramm von G, da es unmoglich ist die fehlende
Sehne s, einzufligen, sodass sie alle anderen drei Sehnen schneidet.

eine Aussage iiber die Eindeutigkeit eines Sehnendiagramms fiir einen Kreissehnengraphen
machen.

Satz 2.17. [GSH89, S. 472] Ein Kreissehnengraph mit mindestens finf Knoten hat genau

dann eine bis auf Spiegelung eindeutige Darstellung, wenn der Graph prim ist.

Fiir manche Graphen ist es sehr leicht alle Sehnendiagramme zu finden. Dazu gehdren
Cliquen und Sterne. Fiir eine Clique ist jedes Sehendiagramm C', das diese reprasentiert,
durch ein zirkuldres Wort 7 der Form m = AA darstellbar, d.h. C = C(7), wobei A eine
Permutation der n Endknoten ist. Fiir Sterne mit Zentrum z sind alle Sehnendiagramme
die durch m = zAzA" beschrieben werden, gegeben. Hierbei ist A wieder eine beliebige
Permutation der n — 1 Endpunkte der Sehnen, die nicht das Zentrum reprisentieren, und
A" steht fiir die Umkehrung von A.

Im Hinblick auf Kreissehnengraphen ist ein Split eigenschaftserhaltend. Dies zeigten Gabor
et al. [GSH89], sowie Bouchet unabhéngig voneinander.

Lemma 2.18. [GSH89, Lem. 1]
Sei (A, B) ein Split in einem Graphen G. Dann ist G genau dann ein Kreissehnengraph,
wenn Ga und Gp Kreissehnengraphen sind.

Wenn die zwei Sehnendiagramme fiir die Graphen Cg, und Cg, aus Lemma gegeben
sind, lasst sich ein Sehnendiagramm C' fiir G in linearer Zeit konstruieren. Denn nach Lem-
ma kann unabhéngig voneinander eine Kreissehnendarstellung 7(Cg,) = mAvsT A,
m(Cap) = TRV,TRY, fir die beiden Graphen G4 und Gp gefunden werden. Hierbei sind
w4 und 74 Folgen von Sehnenendpunkten der Knoten aus V4 und v, bzw. v, die virtuellen
Knoten. Fiir die Endpunkte der Sehnen korrespondierend zu den Knoten aus der Grenze
A gilt, dass jeweils ein Endpunkt in m4 und der andere in 74 sein muss. Analog gilt dies
auch fur 7p und 7g, sowie die Knoten aus der Grenze B. Durch den virtuellen Knoten
vy, der in G4 zu allen Knoten aus A benachbart ist, ist in einem Sehnendiagramm von
G 4 die Position der Endpunkte der Sehnen aus B reserviert. Umgekehrt reserviert die
Sehne s,, in einem Sehnendiagramm fiir G zwei Positionen fiir die Endpunkte der Sehnen
korrespondieren zu den Knoten aus V4. Daraus ergibt sich beim Zusammensetzten der
Beiden ein Sehnendiagramm C' fiir G, d.h. 7(C) = mampTa7p. Ein Beispiel ist in Abbil-
dung fiir den Split (A, B) des Graphen G gegeben. Im Allgemeinen sind die Folgen
von Endpunkten 74 und 74 nicht eindeutig. Nur im Fall, wenn der Graph G4 prim ist,
sind 74 und 74 eindeutig und es gibt genau zwei Sehnendiagramme Cg, = mAvyTav, und
C"(Ga) = wpiyvpm’y, die G4 darstellen.

Insgesamt lasst sich also fiir die Splitzerlegung eines Graphen Folgendes zeigen.
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Abbildung 2.13: Fiir den Graphen G ist das Sehnendiagramm C¢g zu sehen, entstanden aus
den zwei fest gewdhlten Sehnendiagrammen Cg, und Cg, eines Splits
(A,B) von G. In Cg, und Cg, ist die Sehne des virtuellen Knoten v,
bzw. v, der Platzhalter fir die Sehnen der jeweils anderen Splitseite.

Satz 2.19. [GSHS89][Bou8|
Ein Graph G ist genau dann ein Kreissehnengraph, wenn jeder entstandene Graph der
Splitzerlegung von G ein Kreissehnengraph ist.

Fiir einen Kreissehnengraphen G ldsst sich nach Satz und der obigen Argumentation
aus den Graphen der Splitzerlegung von G zusammen mit Sehnendiagrammen dieser ein
Sehnendiagramm fiir den Graphen G erzeugen. In der Sichtweise auf die Splitzerlegung mit
einem Splitbaum formulieren Gabor et. al folgenden Satz aus Satz[2.19]

Satz 2.20. Sei (T, F) ein GLT. Dann ist der Erreichbarkeitsgraph Gr(T, F') genau dann
ein Kreissehnengraph, wenn jeder Beschriftungsgraph G(v) € F ein Kreissehnengraph ist.
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Graphen

Fir Kreissehnengraphen, wie sie in Kapitel |2 eingefiihrt wurden, ist es bei der Betrachtung
einer moglichen Darstellung hilfreich alle Sehnendiagramme zu kennen, die eine Reprisen-
tation des Graphen darstellen. In diesem Kapitel soll nun eine Bijektion zwischen Wahlen
eines Sehnendiagramms flir jeden Beschriftungsgraphen des Splitbaums, sowie Richtungen
der inneren Baumkanten und allen Sehnendiagrammen des Erreichbarkeitsgraphen dieses
Splitbaums konstruiert werden.

Wie schon in Abschnitt vorgestellt, hat nach Satz jeder zusammenhéngende Graph
eine eindeutige Splitzerlegung in prime und degenerierte Graphen mit einer minimalen
Anzahl von Splitteilen. Die Splitzerlegung ldsst sich auch in Form eines mit Graphen
beschrifteten Baums, kurz GLT, darstellen. In Abschnitt wurden diese GLTs genauer
vorgestellt und in Satz gezeigt, dass es zu jedem zusammenhédngenden Graphen genau
einen reduzierten GLT gibt, dessen Beschriftungsgraphen entweder prim oder degeneriert
sind. Dieser eindeutige GLT wird Splitbaum genannt. Zudem besagt Satz aus Ab-
schnitt beziiglich Kreissehnengraphen, dass der Erreichbarkeitsgraph eines GLTs genau
dann ein Kreissehnengraph ist, wenn jeder Beschriftungsgraph ein Kreissehnengraph ist.
Somit ist ein Graph genau dann ein Kreissehnengraph, wenn fiir jeden Beschriftungs-
graphen seines Splitums mindestens ein Sehnendiagramm existiert, das diesen darstellt.
Fiir degenerierte Graphen, also Sterne und Cliquen ist dies trivial. Fiir prime Graphen
gibt es einen Algorithmus, wie in Abschnitt vorgestellt, der mit einer Laufzeit in
O((IV|+|E)a(|[V|+ |E]|)) ein Sehnendiagramm erzeugt, falls es existiert. Hierbei steht o
fiir die inverse Ackermannfunktion.

Um mit den Darstellungen eines Kreissehnengraphen, also seinen Sehnendiagrammen, bes-
ser arbeiten zu kénnen, wird ein Sehnendiagramm auch als ein zirkuldres Wort aufgefasst.
Im Folgenden wird ein Sehnendiagramm C' als gleich zu einem zweiten Sehnendiagramm
C’ angesehen, wenn sie durch dasselbe zirkuldre Wort dargestellt werden konnen. Geome-
trisch betrachtet sind zwei Sehnendiagramme C und C’ genau dann gleich, wenn sich die
Sehnenendpunkte auf dem Kreis von C so verschieben lassen, dass jeweils benachbarte
Endpunkte nicht vertauscht werden und daraus C” entsteht.

Vorerst wird im Allgemeinen untersucht, wie sich Sehnendiagramme zusammensetzen lassen
und sich diese Operation definieren ldsst. Dazu werden den Sehnen teilweise Richtungen
zugewiesen, um die zwei Endpunkte einer Sehne unterscheiden zu kénnen. Das Richten
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einer Sehnen soll dabei die zwei Teilworter, die zwischen dem ersten und zweiten bzw. dem
zweiten und ersten Endpunkt platziert sind, unterscheidbar machen. Im Hinblick auf einen
Splitbaum, sollen die Sehnendiagramme der Beschriftungsgraphen zweier benachbarter
innerer Knoten zusammengesetzt werden. Um die Reihenfolge fiir diese Operation des
Zusammensetzens zu definieren, werden teilweise die inneren Kanten des Splitbaums
gerichtet.

3.1 Sehnendiagramme kombinieren

Da die inneren Knoten eines Splitbaums mit jeweils einem primen oder degenerierten Gra-
phen beschriftet sind, werden in diesem Abschnitt insbesondere die Sehnendiagramme dieser
Art von Graphen und im Allgemeinen die Zusammensetzung mehrerer Sehnendiagramme
beschrieben und untersucht.

Die Beschriftungsgraphen eines Splitbaums sind nach Satz|2.6/entweder prim, ein Stern oder
eine Clique. Thre moglichen Sehnendiagramme wurden schon in Abschnitt angerissen.
Ist ein Beschriftungsgraph prim und ein Kreissehnengraph, dann besagt Satz dass er
genau zwei Sehnendiagramme hat, die ihn représentieren und dass diese durch Spiegelung
ineinander iiberfithrt werden kénnen. Ist der Graph eine Clique K,, sind alle Sehnendia-
gramme der Form C(AA), wobei A eine Permutation aller n Knoten der Clique ist. Fiir
einen Stern Sy mit k Blittern und Zentrum z sind die Sehnendiagramme C(zAzA"), fir A
eine Permutation der k Blatter des Sterns, alle moglichen Sehnendiagramme. Hierbei steht
A" fiir die Umkehrung von A. Die Menge aller paarweise verschiedener Sehnendiagramme
die denselben Graphen G darstellen, werden in D(G) zusammengefasst und die Menge der
Darstellungen fiir G genannt. Fiir einen primen Graphen hat die Menge der Darstellungen
beispielsweise genau zwei Elemente. Auflerdem muss fiir ein Sehnendiagramm C' immer
auch seine Spiegelung C” in D(G) enthalten sein. Beachte, dass fiir einen Stern S ein
beliebiges Sehnendiagramm C = C(zAzA") gespiegelt wieder sich selbst ergibt:

C" = (C(zAzA")) = C((zAzA")") = C(AzA"z) = C(zAzA") = C.
Die Menge der Darstellungen D(S) eines Sterns S enthélt % Sehnendiagramme und
die Menge der Darstellungen D(K,) einer Clique K,, enthilt (n — 1)! Sehnendiagramme,

(n—=1)
2

wobei diese sich in ! Paare einteilen lasst, die jeweils durch Spiegelung ineinander

uberfithrbar sind.

Seien G und H zusammenhingende Graphen. Uber zwei ihrer Knoten x € V(G) und y €
V(H) ist der Zusammenschluss G' X, H definiert. Seien zusétzlich zwei Sehnendiagramme
Cq = C(ximgramy) und Cy = C(y1impyemyy) fir G bzw. H mit Richtungen der Sehnen s,
und s, gegeben. Dann ist {iber die Richtungen der Sehnen die Operation ®,, definiert mit

Ca ®uy Cn = C(mamumamy).

Uber ®gzy ist demnach ein Sehnendiagramm des Zusammenschlusses G x ., H von G und
H definiert. Die Definition der Operation ® ist an die Definition 2.7 von Gioan et al.
GPTC13| angelehnt.

Im Hinblick darauf, dass (N(z), N(y)) ein Split in G x4, H ist, werden die Knoten  und
y, sowie ihre korrespondierenden Sehnen s, und s, virtuell genannt. Die Operation ®g, ist
nicht kommutativ, da im Allgemeinen gilt 7(Cy ®ye Cq) = THTGT YT = TGTYyTETH #
nemumemy = T(Ca Qzy Ci). Ist aus dem Kontext klar, welche zwei Knoten fir den
Zusammenschluss verwendet werden, wird auch ® geschrieben. Entscheidend beim Zusam-
mensetzen der Sehnendiagramme ist die Nummerierung der Endpunkte mit x1x9 baw. y1yo
der Sehnen s, in Cg bzw. s, in Cp.
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Abbildung 3.1: Die Operation ® wurde auf den zwei Sehnendiagrammen Cg und Ci mit
den gerichteten Sehnen durchgefiihrt. Rechts ist das Ergebnis Cg ® C'y zu
sehen.

Geometrisch betrachtet haben die Sehnen s, und s, demnach eine Richtung, da s, = x122
und s, = y1y2. Anschaulich beschrieben, richtet die Operation ® fiir zwei Sehnendiagramme
Cqg und Cg das Sehnendiagramm Cg, sodass die Sehne s, von unten nach oben zeigt, und
C, sodass s, von links nach rechts zeigt. Dann wird der Endpunkt x3, auf den die Sehne
s; in Cg zeigt, durch die Sehnenendpunkte in Cp, die oberhalb der gerichteten Sehne s,
liegen, ersetzt und der untere Endpunkt xs, der gerichteten Sehne s, in Cg, durch die
Endpunkte unterhalb der gerichteten Sehne s, in C'y. Ein Beispiel fiir diese geometrische
Betrachtung der Operation ® ist in Abb. gegeben.

Lemma 3.1. Seien G und H zusammenhdngende Graphen und v € V(G), y € V(H).
Zusdtzlich seien zwei Sehnendiagramme Cg = C(xmgxyrb), Cu = C(pimgyerly) fir G
und H gegeben, wobei die Sehnen s; und s, in Cg bzw. Cy gerichtet sind. Dann gibt es
maximal acht unterschiedliche Sehnendiagramme, die aus einer beliebigen Kombination von

Ca, Cf, Cy und CY; entstehen. Die Menge dieser paarweise verschiedenen Darstellungen
fiir G x H ist R(Cg,Cg) =

{m =7(Ce®Cx) = naTuTaTy, ] = m(Ch ® CL) = nymamyns,
7o = m(Ch ® Cy) = TATHTET Y, 7y = m(Ch ® Cg) = THTeTyTE,
73 = 7(Cy ® Cg) = TymamyTe, 75 = m(Ch ® Cf) = namymemy,
ny =7(Cy ® CL) = Tynimyme, 7y =7(Ce ® Cl) = manhymemy}-

Der Beweis von Lemma 3.1 ergibt sich durch Nachrechnen der Kombinationen der insgesamt
vier Sehnendiagramme iiber ®. Im Folgenden wird sich auf die Elemente der Menge
R(Cq, Cp) je nach Bedarf als zirkuldre Worter oder Sehnendiagramme bezogen.

Lemma 3.2. Seien G und H zwei Graphen mit Sehnendiagrammen Cg = C(x1mgramy)
und Cg = C(y1may2mly).

(i) Dann gilt Cq @ C(yampyimy) = Cuy @ Cq. Somit ist das Vertauschen der Richtung
genau einer der virtuellen Sehnen, die fiir die Operation ® verwendet wird, dquivalent
zum Umkehren der Operationsreihenfolge.

(i) Dann gilt R(Cq,Cr) = R(Cq, C(yamuy1mhy)).

Beweis. Seien G und H Graphen mit Sehnendiagrammen Cg = z1mgxamy bzw. Cyg =
Y17 Y27y . Verkniipft man Cg und das Sehnendiagramm Cy=C (yomEy17y ), dann ergibt
sich Cg ® éH = namymeng = Cg ® Cg. Daher ist das Vertauschen der Richtung einer
verkniipfungsrelevanten Sehne édquivalent zum Umkehren der Reihenfolge der Operationsrei-
henfolgen von ®. Somit entstehen in dem Fall, dass Cg, C'y und ihre jeweiligen Spiegelungen
verkniipft werden, dieselben acht Sehnendiagramme fiir G x H, wie wenn Cg, C'y und ihre
Spiegelungen verkniipft werden, d.h. R(Cq, C(yemuy1my)) = R(Ca, C(y1imay2myy)). Ein
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Abbildung 3.2: In Abb. 3 1| wurden die Sehnendiagramme Cg und Cy iiber ® verkniipft.
Hier Werden die Ergebnisse fiir das Verkniipfen von C'¢ und dem Sehnendia-
gramm Cp mit umgekehrter Sehnenrichtung, benannt mit Cyy, dargestellt.
Darunter ist die Verkniipfung von C'y und Cg zu sehen. Beide erzeugen
dasselbe Ergebnis.

\\__//

anschauliches Beispiel hierfiir ist in Abb. [3.2]fiir die Sehnendiagramme aus Abb. [3.1] geben.
O

Fiir die Operation ® gelten noch einige weitere Eigenschaften.

Bemerkung 3.3. Seien C1,Cy und Cs drei Sehnendiagramme unterschiedlicher Graphen.

(i) Es gilt
(Cl & CQ)T = Cg X C{

Es wird also jedes Sehnendiagramm gespiegelt und die Operationsreihenfolge ver-
tauscht.

(ii) Die Operation & ist assoziativ, d.h.
(Cl & Cz) RC3=0C1® (CQ ® Cg).

Beweis. Seien C1 = C(z1mzam)) und Co = C(y1mayemh), dann gilt
(C1 Quy Ca)" = (C(mimamimy))" = C(mg my mymy)
Ch Qye CF = C(15 yamhy1) @ya C (7 xamim1) = C(ny mf whm]).

Somit ist die Aussage |(i) gezeigt, dass (C1 ®4y C2)" = C§ ®y, C7 gilt.
Sei nun Cy = C(z1maymhramiysmy’) und Cs = C(y1m3yems). Dann gilt
(C1 ®; C2) ®,y C3 = C(mmayimymimhyemy') @y Cy = C(mhymimhmamyy mimomny)
C1 ®z (Cy @,y C3) = C1 @, C(mhwamymsnly xymomsy) = C(mymamymymimhmsmh).
Fir Cy = C(xymoxemhyimhysml)’) ergibt sich
(C1 ®y C2) @y O3 = C(mimam oy myyemy ) ®y C3 = C(mymamy mimem) myms)
C1 ®4 (Co ®,y C5) = C1 @, C(mymamy v1moxamymy) = C(mmam| Tomymy T3y ).

Daher ist die Operation ® assoziativ und es gilt (C; ® C2) @ C3 = C1 ® (Co @ C3). O
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Abbildung 3.3: Links ist ein Splitbaum (T, F) fir den Kreissehnengraphen G und die

Konfiguration ({C,, C\}, {vA}) zu schen. Rechts ist der durch den Knoten-
zusammenschluss von v und A entstandene GLT (7°,{G(v) x G(\)}) und
das zu ihm assoziierte Sehnendiagramm C, ® C_"A dargestellt. Die Reihen-
folge, in der die Operation ® auf die zwei Sehnendiagramme C, und C,
angewandt wird, wird durch die Kante v A festgelegt.

3.1.1 Kombination iiber gerichtete Splitbaumkanten

Nachdem klar ist, wie zwei Sehnendiagramme zusammengesetzt werden konnen, soll diese
Operation auf die Kantenzusammenschliisse einer inneren Kante in einem Splitbaum und die
zugehorigen Beschriftungsgraphen mit gewdhlten Sehnendiagrammen tibertragen werden.
Um die Operationsreihenfolge festzulegen, wird der entsprechenden Kante eine Richtung
zugewiesen. Schlussendlich soll fiir jeden Beschriftungsgraphen ein Sehnendiagramm fest
gewihlt werden und damit auf ein Sehnendiagramm fiir den Erreichbarkeitsgraphen des
Splitbaums geschlossen werden. Hierbei werden Sehnendiagramme mit gerichteten Sehnen
verwendet. Wie genau diese Richtungen konstruiert werden kénnen, wird in Abschnitt
erlautert.

Sei G ein Kreissehnengraph mit Splitbaum ST(G) = (T, F), einer gerichteten Kante
e = v\ € E(Tg) mit Extremitéten z € V(v) und y € V()), sowie zwei fest gewéhlten
Sehnendiagrammen C),, und C fiir die zwei Beschriftungsgraphen der Knoten v und A.
Zusétzlich seien die zwei Sehnen s, € C, und s, € C) gerichtet. Wird der Knotenzusam-
menschluss der Knoten v und A zu einem neuen Knoten 7 ausgefiihrt, definiert die Richtung
der Kante e, dass der neue Knoten 7 mit dem Graph G(7) = G(v) x4, G(\) beschriftet und
mit dem Sehnendiagramm C = C, ®,, C) assoziiert wird. Die Richtung von e gibt also
vor, in welcher Reihenfolge die beiden Sehnendiagramme iiber die Operation ® verkniipft
werden. Ein Beispiel fiir das Vorgehen ist in Abb. zu sehen.

Sei zusétzlich eine Abbildung K gegeben, die jedem inneren Knoten v € I(T) ein Sehnen-
diagramm aus D(G(v)) zuordnet, welches zusétzlich fest gerichtete Sehnen hat. Fiir ein
Sehnendiagramm C € D(G(v)) wird das fest gerichtete Sehnendiagramm mit C notiert.
Dann ist K eine Abbildung mit K: I(Te) = Uyev (1) C(G(v)). AuBerdem sei jede innere

Kante e € E(T¢) gerichtet und E die Menge dieser gerichteten inneren Baumkanten. Das
Tupel (K, E) wird Konfiguration des Splitbaums ST(G) genannt. Das zu einem Beschrif-
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tungsgraphen G(v) gehorige gerichtete Sehnendiagramm K (v) wird auch zu G(v) assoziiert
genannt. In Abb. [3.3]links ist ein Splitbaum bestehend aus zwei inneren Knoten v und A
und einer Konfiguration (C, {vA}) zu sehen mit C(7) :== C; fir 7 € {v, \}.

Nach Satz sind alle Beschriftungsgraphen eines Splitbaums prim oder degeneriert und
mit den Beobachtungen fiir diese Art von Graphen aus Abschnitt ist die Menge der
Darstellungen D weder fiir einen primen noch einen degenerierten Graphen leer. Somit
kann fiir jeden Beschriftungsgraphen mindestens ein Sehnendiagramm gewahlt werden,
um eine Konfiguration fiir ST'(G) zu bilden und damit existiert fiir jeden Graphen G und
seinen Splitbaum mindestens eine Konfiguration.

Sei (¢ ein Kreissehnengraph mit einer Konfiguration (C, E) fiir den Splitbaum ST(G) =
(T, G). Fahrt man auf ST(G) in einer beliebigen Reihenfolge alle moglichen Knotenzu-
sammenschliisse durch, erhélt man den GLT (7°, F°) mit genau einem inneren Knoten.
Beachte hierbei, dass das Durchfiihren von ® nach Bemerkung assoziativ ist, d.h.
dieser hat wie der Splitbaum ST(G) den Graphen G als Erreichbarkeitsgraphen, da laut
Bemerkung die Operation des Knotenzusammenschlusses den Erreichbarkeitsgraphen
nicht verdndert. Somit muss der einzige innere Knoten des GLT (7°, F°) mit dem Graphen
G beschriftet sein. Fiir jeden dabei durchgefithrten Knotenzusammenschluss werden parallel
die Sehnendiagramme der Beschriftungsgraphen definiert durch die Abbildung C' kombiniert
iiber die Operation ®. Die Operationsreihenfolge ist hierbei definiert iiber die Richtung
der jeweiligen Kante aus E. Das neu entstandene Sehnendiagramm wird mit dem neu
entstandenen Knoten assoziiert. Rekursiv ergibt sich somit ein Sehnendiagramm fiir den
einzigen inneren Koten von 7T°, welches somit ein Sehnendiagramm fiir den Graphen G ist.

Bemerkung 3.4. Sei G ein Kreissehnengraph und ST(G) sein Splitbaum mit einer Kon-

figuration (C, E) Dann definiert diese Konfiguration genau ein Sehnendiagramm Cgq fiir
den Graphen G.

Das nach Bemerkung eindeutige Sehnendiagramm, welches sich einer Konfiguration
(K, E) eines Splitbaums fiir den Erreichbarkeitsgraphen zuordnen lasst, wird auch mit
C(K, E) notiert.

3.1.2 Voneinander verschiedene Konfigurationen

Nachdem von einem Splitbaum mit einer Konfiguration auf ein eindeutiges Sehnendia-
gramm geschlossen werden kann, soll die Frage untersucht werden, ob zwei unterschiedliche
Konfigurationen eines Splitbaums auch auf unterschiedliche Sehnendiagramme abgebildet
werden. Hierzu muss betrachtet werden, welche tatsachlich unterschiedlichen Mdoglichkeiten
bei der Kombination von zwei Sehnendiagrammen entstehen. In Lemma wurde gezeigt,
dass es bis zu acht verschiedene Ergebnisse bei Verkniipfung zweier Sehnendiagramme und
ihrer jeweiligen Spiegelung geben kann. Es ergeben sich nur acht verschiedene Sehnendia-
gramme, wie Lemma zeigt, wenn die beiden kombinierten Sehnendiagramme keinen
degenerierten Graphen reprasentieren. Darauffolgend wird untersucht, welche der acht
Moglichkeiten bei der Kombination mit mindestens einem degenerierten Sehnendiagramm
zusammenfallen.

Lemma 3.5. Seien G und H nicht degenerierte zusammenhdngende Graphen und Cg =
C(zmimgrany), Cu = C(yimuyemy) die bis auf Spiegelung eindeutigen Sehnendiagramme,
die sie darstellen. Dann enthdlt die Menge R(Cq, Cr) aus Lemmal3.1] genau acht paarweise
verschiedene Warter.

Beweis. Seien G und H zusammenhédngende und nicht degenerierte Graphen mit Cg =
C(zimgrany) bzw. Cyg = C(y1imay2my). Nehme an es gibt keine acht unterschiedlichen
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Abbildung 3.4: Beweisskizze zu Fall (i77) in Lemma .

zirkuldren Worter in R(Cg, Cp) (vgl. dazu Lemma fur {Cq,Ch} ® {Cu, Cy}, dann
missen mindestens zwei der zirkuldren Worter aus R(Cq, Crr) gleich sein. Vergleicht man
alle moglichen Wortpaare (7;, 7;) mit 7;, 7; € R(Cq,Ch) ergeben sich drei Falle fiir mg
und 7y, die analog auch fiir 75 und 7%, gelten miissen, wenn ein Wortpaar gleich ist.

(i) w = TG (ii) ma = v (iii) mg = 75, und 7 = (mg)"

Gilt einer der drei Félle (i), (ii) oder (iii), dann sind mindestens zwei Worter aus R(Cq, Crr)
gleich und es gibt nicht acht verschiedene Ergebnisse bei der Kombination von Cg, Cx
und deren Spiegelungen iiber die Operation ®.

Sei A := mg. Betrachtet man Fall (i), dann folgt Cq = C(x1Ax2A"), was genau die
Darstellung eines Sterns ist. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass GG nicht degeneriert
ist. In Fall (74) ist das Sehnendiagramm Cg = C(x1Ax2A) eine Clique mit einer gerichteten
Sehne. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass G nicht degeneriert ist. In Fall (4i7) miissen mg
und 7, gespiegelt wieder sich selbst ergeben, daher missen sie die Form ng = UzU" und
g = V2'V" haben mit U, V Permutationen der Endpunkte der Sehnen, wobei UNV = ()
gilt. Fir Cq folgt, Cq = x1(UzU")zo(VZ'V"), also gilt z = 2z’ und somit ist G ein Stern
(siehe auch Abb. . Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass G nicht degeneriert ist.
Daher unterscheiden sich alle acht Kombinationsergebnisse der Sehnendiagramme von
{Cq,Cr} @{Ch,Cl} in R(Cg,Cx), wenn G und H nicht degenerierte Graphen sind. [

Aus dem Beweis von Lemma folgt, dass im Hinblick auf die Kombination zweier Sehnen-
diagramme nur dann weniger als acht unterschiedliche Ergebnisse entstehen kénnen, wenn
eines oder beide der Sehnendiagramme eine Clique oder einen Stern reprasentieren. Betrach-
tet man zwei Graphen G und H mit gegebenen Sehnendiagrammen Cg = C(z1mgTomy;)
und Cy = C(yimuyemy), sowie ihre Spiegelungen Cf, und CF;, die tiber ® verkniipft
wurden, dann ergibt sich nach Lemma die Menge R(C¢q,Ch) =

{m =7(Cq ®Cq) = maTuTETy, = 7n(Ch ® CL) = Thnaryng,
7o = m(C ® Cy) = TATHTET Y, 7l = m(Cx ® Cg) = nhmamyng,
73 :=m(Cy ® Cq) = TETGT YT, 7 = m(Ch ® Cf) = nanhmemy,
7y =m(Cqy @ CL) = TETET YT, 7y =m(Cq ® C}) = nemhmany}.

fiir alle moglichen verschiedenen Ergebnisse. Sind zwei Worter aus R(Cq, Cp) gleich,
die durch unterschiedliche Verkniipfungen entstanden sind, dann muss dies auch fiir ihre
Spiegelung gelten, d.h. gilt beispielsweise m = 73 & Cg ® Cyg = Cyg ® Cg, dann gilt

m =7m(Cy ®Cg) =7((Ce ® Cn)") =7((Ch @ Cg)") = 7(C ® Cpy) = m3.
Als Vorbereitung um spéter einen Splitbaum, in ihm benachbarte innere Knoten und deren

Beschriftungsgraphen zu untersuchen, wird im Folgenden betrachtet, welche Worter aus
R(Cgq, Cp) gleich sind, wenn G oder H degenerierte Graphen sind.
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Abbildung 3.5: Das Sehnendiagramm Cg fiir den Stern Sy, links dargestellt, wurde gespie-
gelt. Die Spiegelung ist jedoch nichts anderes, als eine Rotation um 180
Grad.

Sei der Graph G ein Stern, wobei s, die Sehne des Zentrums ist. Dann gilt 7¢% = 7 und
damit
CG = C(a?17TGx27rlc) = O(wlﬂ'gxgﬂ'E) = Cgv

Ein Stern ist also seine eigene Spiegelung wie in Abschnitt aufgezeigt. Dazu ist ein
Beispiel in Abb. gegeben. Fiir das Verkniipfen mit den weiteren Seheindiagrammen Cpy
und C7; erhélt man

Ce®@Cyp=C;®Ch Cyp®Cq=Ch®Cg;
Oy @ CL=Ch @ Ca CL Ot = Cg @ CF.

Fiir die Worter aus R(Cg, Cr) bedeutet dies m1 = mo, m3 = m4, 1] = w5 und 75 = 7.
Wieder iibertragen auf den Fall, dass H ein Stern ist und s, die Sehne des Zentrums, gilt
Ty = Wy, m = Ty, 75 = mp und 7w} = my fir die Worter von R(Cq, Ch).

Sei G ein Stern und die Sehne s, korrespondiere zu einem Blatt, dann gilt mg = 7, und
g = wgh. Mit Lemma gilt fiir ein beliebiges weiteres Sehnendiagramm C’:
C' @ C(zargrimg) = Co @ C'.

Da Cg einen Stern représentiert gilt insbesondere Cq = Cf, wobei Cf = C(njzanx:) =
C(xompximy). Insgesamt ergibt sich also

C'®Cq =C" @ Clrangrany) = C' @ Clagniaimd) = C' @ CL = Co @ C'

und damit Cf, ® C'" = C"" @ Cf.. Somit ist beim Verkniipfen iiber ® mit Cg oder C7. die
Operation kommutativ. Es gilt jedoch weiterhin Cg # Cf. Daher gilt

CG®CH=CH®CE CE@CHZCH@JCG
Ol @ Cl = Co @ Cly Ol © Cg = CL @ Clp.

Fiir die Worter aus R(Cq,Ch) ergibt sich mp = w4, m2 = w3, 7] = 7 und 75 = 7j.
Ubertragen auf den Fall, dass H ein Stern ist und die Sehne s, ebenfalls zu einem Blatt
korrespondiert, ergibt sich somit 73 = 7, 7y = 7, 5 = m4 und my = 7y fiir die Worter
aus R(Cgq, Cp).

Sei der Graph G eine Clique, dann gilt 7 = 7. Damit ist es egal, in welcher Reihenfolge das
Sehnendiagramm Cg beziehungsweise C; mit einem weiteren Sehnendiagramm verkniipft
wird, da immer dasselbe Ergebnis entsteht. Ein Beispiel ist in Abb. gegeben. Es gilt
also

Ce®Cy=Cha®Cq Cq®Ch=Chr®Cgh
Cl @ CL = Cl i Oy Cr @ Cp = Co o Cly.
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Abbildung 3.6: Das Sehnendiagramm Cjg stellt eine Clique dar und Cpr ein weiteres Seh-
nendiagramm, welches keine Clique ist. Rechts sind jeweils die Sehnendia-
gramme die sich aus Cg ® Cg und Cg ® Cg ergeben dargestellt. Es gilt
Co®Chy=Cyg®Cq.

Cu

Da auflerdem gilt C # Cf. ergibt sich demnach iibertragen auf die Worter aus R(Cgq, Cr):
T = T3, Mg = My, | = 75, My = my. Ist H eine Clique, gilt ebenfalls m = 73, ™y = 74,
7] = 7y, my = my fur die Worter aus R(Cgq, Cr).

Betrachtet man wieder einen Splitbaum, dann kénnen innere Knoten auch mit Cliquen und
Sternen beschriftet sein. Insbesondere ist ein Splitbaum ein reduzierter GLT. Daher diirfen
zwei benachbarte innere Knoten weder mit zwei Cliquen beschriftet sein noch mit zwei
Sternen, fiir die die Extremitéiten im einen ein Blatt und im anderen das Zentrum sind. Im
Folgenden werden die sieben moglichen Félle betrachtet, die fiir einen Kantenzusam-
menschluss in einem Splitbaum auftreten kénnen, bei denen einer der Beschriftungsgraphen
degeneriert ist, und das daraus resultierende Sehnendiagramm. Siehe hierzu auch Abb.
in der alle moglichen in einem Splitbaum auftretenden Félle fiir Beschriftungsgraphen
benachbarter innere Koten dargestellt sind.

Seien G und H Kreissehnengraphen mit mindestens drei Knoten und gegebenen Sehnendia-
grammen Cg und Cg. In den nachfolgenden Féllen wird der Zusammenschluss von G und
H iber z € V(G) und y € V(H),sowie die moglichen zueinander verschiedenen Ergebnisse
fir das Sehnendiagramm der zirkuldren Worter aus R(Cgq, Cr) betrachtet. Die Ergebnisse
stiitzen sich insbesondere auf die Vorbetrachtungen.

i. G und H sind Sterne und z,y seien jeweils ein Blatt.
Dann gilt 71 = m4, ™ = 73, 7 = 7} und 75 = 75, mit den Eigenschaften von G und
m3 = Ty, Ty = m, Ty = M4 und mp = 7], mit den Eigenschaften von H. Insgesamt
ergibt sich daraus my = m = 75 = 75 und 7 = 7] = My = 73. Ausgedriickt in
Kombinationen der Sehnendiagramme Cg und Cy gilt also

CH®CE;:CG®CH:C;1®CGZC&®CITJ
Ca@Chr=CreCi=CroCy=C®Cq.

Da Cg # Cf und Cy # Cyy gilt, enthédlt R(Cq, CH) genau zwei verschiedene Worter.

ii. G und H sind Sterne und z,y sind jeweils das Zentrum.
Durch die Eigenschaften von G gilt wieder m; = mo, m3 = w4, T = 75, sowie



3. Alle Kreissehnendarstellungen eines Graphen

Abbildung 3.7: Es sind alle in einem Splitbaum moglichen Paarungen zweier benachbarter innerer Knoten und deren Beschriftungsgraphen dargestellt.

i. zwei Sterne verkniipft iiber jeweils ein Blatt, i. zwei Sterne verkniipft iiber jeweils ihr Zentrum, iii. ein Stern verkniipft iiber ein
Blatt zu einem primen Graphen, iv. ein Stern verkniipft iiber sein Zentrum zu einem primen Graphen, v. eine Clique verknipft zu
einem Stern {iber ein Blatt, vi. eine Clique verkniipft zu einem Stern iiber sein Zentrum, vii. eine Clique verkniipft mit einem primen
Graphen, viii. zwei prime Graphen
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3.1. Sehnendiagramme kombinieren

iii.

iv.

vi.

w5 = 7y und 73 = my, ™ = My, T3 = mp und 7] = 74 aus den Eigenschaften von H.
Daraus ergibt sich m = my = 75 = 7), 7] = 7 = w3 = m4 und formuliert fiir die
Kombinationen der Sehnendiagramme

Cg®CH:CE;®CH:CE;®C;I:CG®C}}
CreCL=CCe=Cg®Cq=Cy&Cg.

Angenommen es gilt Cg @ Cy = Cy @ Cg mit Cg = C(r1Az2A™) und Cy =
C(y1By2B") wobei A und B Permutationen der Sehnenendpunkte der Blatter des
Sterns G bzw. H sind. Dann folgt BAB"A"™ = ABA"B" und daraus A = A" oder
B = B". Dies ist jedoch ein Widerspruch, da A und B nach Voraussetzung mindestens
zwei Sehnenendpunkte enthalten miissen. Somit enthélt R(Cq, Cy) wieder nur zwei
verschiedene Worter.

G ist ein Stern, x ist ein Blatt und H ist nicht degeneriert.

Aus den Eigenschaften von G sind die Wérter m; = 14, mo = 73, 7] = 7y und 75 = 7}
gleich. Da H nicht degeneriert ist, gibt es dadurch keine weiteren Einschrankungen,
dass Kombinationen der Sehnendiagramme Cg, Cf und Cp, Cj zusammenfallen.
Daher gilt

Ce®Cy=Chy®Cg C;®Chx=Cn®Cq
Co®Cly = O @ CF Cro Ol = Oy @ Co

und es gibt vier Verschiedene Ergebnisse in R(Cq, Ch), da gilt Cy # C;.

G ist ein Stern, x ist das Zentrum und H ist nicht degeneriert.
Mit einer analogen Argumentation zu Fall [iii.] gilt

Ce®@Cyp=C;®CH Cag®Cq=Cn®Cg
@ CL = Ol @ Co CrL @ Cl = Caa Cly

und R(Cg, Cp) enthélt wieder vier verschiedene Ergebnisse.

G ist eine Clique, H ein Stern und y ein Blatt von H.

Aus den Eigenschaften fiir G und H ergibt sich m = 73, my = m4, 7] = 75, w5 = 7},
w3 = my, My = 1, T3 = m4 und mp = 7. Insgesamt folgt daraus m = w3 = 1) = 7
und 7] = 75 = m4 = mo. Formuliert fiir die Kombination der Sehnendiagramme gilt

Ce®@Cp=CgCe=CqeCy=0CCq
O ©Ca=CheCly=CheCh=CheoCy.

Da H ein Stern ist gilt Cy # C}; und daher enthélt R(Cgq, Cy) genau zwei verschie-
dene Worter.

G ist eine Clique, H ein Stern und y das Zentrum von H.

Aus den beiden Eigenschaften von G und H ergibt sich m; = 73 = 75 = 7 und
7l = 7§ = mg = my fiir die Worter aus R(Cg, C). Ubertragen auf die Ergebnisse
der Kombination der Sehnendiagramme ergibt sich

Ce®@Cgp=CgeCqg=0C3Cqs=Cc®Cyg
Ol ®CL=ChoCl =C0LoCh=Ch & Ch

Analog zu Fall [v.|enthélt R(Cq, Cx) genau zwei verschiedene Worter.
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3. Alle Kreissehnendarstellungen eines Graphen

vii. G ist eine Clique und H ist nicht degeneriert.
Analog zur Argumentation aus Fall ergeben sich vier verschiedene Ergebnisse,

Ca®Cy=Cg®Cq C&@CHZCH@)CE
ChroChL=CreCh Ch ®Cq=Cq®C.
Somit gibt es vier Worter in der Menge R(Cgq, Crr).

Nach der Betrachtung aller moglichen Falle, welche zwei Sehnendiagramme durch einen
Kantenzusammenschluss in einem Splitbaum kombiniert werden kénnen und welche ver-
schiedenen Ergebnisse dabei entstehen konnen, wird definiert, wann zwei Konfigurationen
als verschieden betrachtet werden.

Seien €' und ¢ gerichtete Sehnendiagramme. Beide werden als gleich aufgefasst genau dann,
wenn sie ungerichtet durch dasselbe zirkuliare Wort dargestellt werden, d.h. 7 (C) = 7(C").
Beispielsweise sind C= C(egayeicadibragebads) und O = C(erarezcidibrageabads) gleich,
da 7(C) = eaecdbacbd = w(C"). Ist dies nicht der Fall, sind die beiden Sehnendiagramme
verschieden voneinander.

Sei G ein Graph mit Splitbaum ST(G) = (T, F). Zusétzlich seinen zwei Konfiguratio-
nen (K1, E1) und (K3, Ey) gegeben. Die beiden Konfigurationen werden genau dann als
verschieden voneinander bezeichnet, wenn mindestens ein Kantenzusammenschluss einer
inneren Kante von T existiert, sodass die beiden Sehnendiagramme, definiert iiber beide
Konfigurationen, nicht gleich sind. Beachte, dass zum Vergleichen einer inneren Baum-
kante die jeweils gewédhlten Sehnendiagramme der Beschriftungsgraphen der inzidenten
inneren Knoten und die Richtung der inneren Baumkante herangezogen werden miissen. In
Fall |i.| bis wurde diskutiert, wann zwei Kombinationen von Sehnendiagrammen iiber
® verschieden voneinander sind. Ein Beispiel fiir zwei verschiedene Konfigurationen ist in
Abb. gegeben. Zwei Konfigurationen, die nicht verschieden sind, werden als dquivalent
betrachtet.

Lemma 3.6. Sei G ein Graph und (Kl,ﬁl) und (KQ,EQ) 2wei verschiedene Konfigura-
tionen fir den Splitbaum von G. Dann definieren die zwei Konfigurationen verschiedene

Sehnendiagramme fiir G, d.h. C(K1, Ey) # C(Ka, Es).

Beweis. Sei G ein Graph mit Splitbaum ST(G) = (T, F), sowie (K1, E1) und (Ks, Ey)
zwei verschiedene Konfigurationen fiir den Splitbaum von G. Fiihrt man fiir eine Kante e
aus T inzident zu v und A die zwei Kantenzusammenschliisse definiert iiber die Richtung
von e in El und Eg aus, dann entstehen zwei verschiedene Sehnendiagramme C bzw. C’
fir den Graphen G(v) x G()), d.h. 7(C) # 7(C"). Da ein Splitbaum reduziert ist, kann
aus keinem der moglichen Kantenzusammenschliisse als Beschriftungsgraph eine Clique
oder ein Stern entstehen. Fiihrt man parallel in einer beliebigen festen Reihenfolge alle
Kantenzusammenschliisse auf T aus, definiert iiber (K1, E) bzw. (Ka, E), dann ist keines
der Zwischenergebnisse gleich, da keiner der Fille auftreten kann. Somit ergeben
sich aus allen hintereinander ausgefithrten Kantenzusammenschliissen einmal definiert iiber
(K1, E}) und dann iiber (K3, Ey) nach Bemerkung 3.4 zwei verschiedene Sehnendiagramme
fir G. O

3.2 Sehnendiagrammen auf Konfigurationen abbilden

Bis jetzt kann von einer Konfiguration eines Splitbaums auf ein Sehnendiagramm des
Erreichbarkeitsgraphen geschlossen werden. Andersherum betrachtet stellt sich die Frage,
ob es moglich ist von einem Sehnendiagramm eines Graphen G auf die Sehnendiagramme
der Beschriftungsgraphen des Splitbaums ST'(G) und deren Zusammensetzung iiber ®
zu schlieflen. Courcelle beschéftigte sich schon 2007 mit dieser Fragestellung und
darauffolgend auch Gioan et al. [GPTC13]. Zentral war dabei folgender Satz
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Y2
c?

Cl = $1h1i1j1$2h2i2j2
C2 = w1hyiyjrxahaisjs

C3 = zyithyj1zoizhajo

C;lt = Zlm111k122m2l2k2
CIQL = ZlmlklllzngkQZQ
Cl?; = lelmlk‘lzglgmzkg

Abbildung 3.8: Links ist der Splitbaum (7', F') gegeben und rechts ein gerichtetes Sehnen-
diagramm fiir jeden Beschriftungsgraphen. Seien zusétzlich die Konfigura-
tionen (C4, E;) = ({CV,C)\,CT,C%,C;},{V)\,AT, Tn,Tp}) und (CQ,EQ) =
{Cy,,Cy, Cr, C’,Q], C}L}, {v\, 7A\,nT, ut}) definiert, die gegebenen Richtungen
der inneren Baumkanten und Sehnendiagramme sind jeweils farblich mar-
kiert. Die beiden Konfigurationen (Cy, E;) und (Cy, E») sind verschieden.
Fithrt man die Kantenzusammenschliisse fiir die Kanten A7 oder 77 durch,
ergeben sich iiber die definierten Sehnendiagramme und deren Zusam-
menschliisse zueinander verschiedene Sehnendiagramme.

Ve d
h

b ¢
a

(&
G ¥

Abbildung 3.9: Alle dargestellten Sehnendiagramme fiir den Graphen G sind dquivalent,
da sie sich nur durch die Richtungen ihrer Sehnen unterscheiden.

Satz 3.7. [Cou07, Prop. 9][GPTC13, Prop. 3.4]

Sei G ein zusammenhdangender Kreissehnengraph mit fest gegebenem Sehnendiagramm
Cq = C(m) und Splitbaum ST (G) = (T, F). Sei e eine innere Kante von T mit Extremitdten
p und q. Dann kann das zirkulare Wort 7 in vier konsekutive Teilfolgen mampnyny =7
zerlegt werden, wobei g und 7'y alle Sehnenendpunkte der Sehnen korrespondierend zu
Blattern aus L(p) enthalten und analog mp und ©'y die Sehnenendpunkte der Sehnen der
Knoten aus L(q).

Mit dem Ergebnis von Courcelle und Gioan et al. wird nun zuerst auf die einzelnen Sehnen-
diagramme der Beschriftungsgraphen des Splitbaums und dann auf deren Zusammensetzung
geschlossen. Diese Schlussfolgerung wird unter dem Aspekt gezogen, dass daraus genau das
vorgegebene Sehnendiagramm des Erreichbarkeitsgraphen entstehen soll.

Ein Sehnendiagramm fiir einen Graphen GG, welches sich zu einem anderen Sehnendiagramm
fiir G nur durch die Richtungen der Sehnen unterscheidet, wird im Folgenden als dquivalent
angesehen. Die Sehnendiagramme in Abb. sind alle 4quivalent zueinander.

Lemma 3.8. Sei G = (V, E) ein Kreissehnengraph mit Splitbaum ST(G) = (T, F) und
fir jeden Beschriftungsgraphen H € F seien die Sehnen fiir jedes Sehnendiagramm aus
der Menge seiner Darstellungen D(H) fest gerichtet. Sei Cq ein ebenfalls fest gewdhltes
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3. Alle Kreissehnendarstellungen eines Graphen

T! T?

Abbildung 3.10: Beweisskizze zur Teilung des Splitbaums 7" an der Kante e = v\ in zwei
Splitbdume 7" und 72 in Lemma

Sehnendiagramm fiir G. Dann gibt es, bis auf Aquivalenz, genau eine Konfiguration (K, E)
fiir den Splitbaum (T, F'), sodass C(K,E) = Cg.

Beweis. Sei G = (V, E) ein KSG mit Splitbaum ST'(G) = (T, F') und fiir jeden Beschrif-
tungsgraphen H € F seien die Sehnen fiir jedes Sehnendiagramm aus der Menge seiner
Darstellungen fest gerichtet, sowie Cg ein Sehnendiagramm fiir G. Die Behauptung wird
durch eine Induktion iiber die Anzahl der inneren Splitbaumknoten bewiesen. Sei n = |I(T')|.
n = 1: Dann besteht der Splitbaum aus einem inneren Knoten v und fiir den Beschriftungs-
graphen von v gilt G(v) = G. Sei C die Menge der Darstellungen fiir G und K¢ (v) .= C
die Abbildung, welche dem Knoten v das Sehnendiagramm C' zuordnet fiir alle C' € C.
Dann hat jede Konfiguration von ST(G) die Form (K¢, ) mit C' € C und ist genau dem
Sehnendiagramm C € C zugeordnet. Somit ist jedem Sehnendiagramm von G genau eine
Konfiguration von ST (G) zugeordnet.

n — n+ 1: Sei T ein Splitbaum mit n + 1 inneren Knoten und e = v\ eine innere Kante.
Seien p € V(v) und ¢ € V() die zwei Extremitéten von e. Dann gilt mit Satz dass sich
das zirkuldre Wort 7 mit C¢ = C(m) in vier Teilfolgen zerlegen lasst mit 7 = m,m\7, 7,
wobei 7, und 7, alle Endpunkte der Sehnen fiir Knoten aus L(g) enthalten und analog
7y und 7y alle Sehnenendpunkte fiir Sehnen zu L(p). Betrachte die zwei Hilfssplitbdume
T :=T\{X\UL(p)} Uby und T? := T|) ) U by, wobei by und b, jeweils Platzhalter in
Form eines Blattes, in dem jeweiligen Baum, fir den anderen sind. Die Zerlegunglitbaums
ist in Abb. veranschaulicht. Es sind C! = C(bym,by7,) und C? = C(b,myb, 7)) Seh-
nendiagramme der Erreichr Erreibarkeitsgraphen der Hilfssplitbaume T bzw. T2. Nach
der Induktionsvoraussetzung existiert fiir i = 1,2 genau eine Konfiguration (K;, EZ) fiir den
Splitbaum 7% bis auf Aquivalenz, die C? ergibt. Uber die beiden Konfigurationen lisst sich
durch eine beliebige Reihenfolge aller Kantenzusammenschliisse in 7! bzw. T2 ein Sehnen-
diagramm fiir die jeweiligen Erreichbarkeitsgraphen Gr(T*, F') und Gr(7?, F?) erzeugen,
welche gleich zu C! bzw. C? sind. Diese Sehnendiagramme enthalten eine Richtung fiir die
Sehne s, bzw. s5,. Zusammen mit dem Sehnendiagramm Cg definieren die Richtungen
der Sehnen genau eine Richtung € der inneren Kante e = v\, bis auf Aquivalenz. Somit ist
die Konfiguration (K, E) mit

B K (V), veTt
K(v) = { Ko(v), veT?
und E = By U Ey U {€} die eindeutige Konfiguration, die Cg zugeordnet werden kann. [

Es gibt also eine Abbildung von jedem Sehnendiagramm eines Kreissehnengraphen G auf
eine eindeutige Konfiguration bis auf Aquivalenz. Damit lisst sich nun die Hauptaussage
dieses Kapitels zeigen.

Satz 3.9. Sei G ein zusammenhdngender Kreissehnengraph mit Splitbaum ST(G). Dann
gibt es eine Bijektion zwischen allen Sehnendiagrammen von G und den Aquivalenzklassen
gleicher Konfigurationen des Splitbaums ST (G).
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3.3. Sehnendiagramme richten

Beweis. Sei G ein zusammenhéngender Kreissehnengraph mit Splitbaum ST(G) = (T, F).
Betrachte die Abbildung ®, die ein Sehnendiagramm auf genau eine Aquivalenzklasse glei-
cher Konfigurationen des Splitbaums ST'(G) abbildet. Nach Lemma 3.8]ist diese Abbildung
wohldefiniert. Nach Bemerkung wird eine Konfiguration auf genau ein Sehnendiagramm
abgebildet. Insbesondere werden zwei voneinander verschiedene Konfigurationen nach
Lemma auf verschiedene Sehnendiagramme abgebildet. Somit ist diese Abbildung eine
Inverse zur Abbildung ® und damit ist ® eine Bijektion. O

Es gibt also eine Bijektion zwischen allen Sehnendiagrammen eines Graphen und den
Veretern der Konfigurationsidquivalenzklassen seines Splitbaums. Im Folgenden wird jeweils
ein fester Vertreter fiir eine Aquivalenzklasse von Konfigurationen betrachtet.

3.3 Sehnendiagramme richten

Wie in Abschnitt dargestellt, konnen zwei Sehnendiagramme mit Hilfe gerichteter Sehnen
iiber ® verkniipft werden. Fiir einen Graphen G enthilt die Menge der Darstellungen
D(G) alle moglichen ungerichteten Darstellungen von G als Sehnendiagramm. Die Wahl
der Richtung der Sehnen des Sehnendiagramms C hat nach Lemma und Lemma
keinen Einfluss darauf wie viele verschiedene Ergebnisse es bei der Verkniipfung tiber die
Operation ® mit einem zweiten Sehnendiagramm C’ und den jeweiligen Spiegelungen C", C'"
gibt. Daher ist es ausreichend jeder verkniipfungsrelevanten Sehne eines Sehnendiagramm
aus D(G) eine Richtung zu zuweisen um beim spéteren Verkniipfen alle Moglichkeiten
abzudecken. Deshalb soll in diesem Abschnitt ein konsistentes Vorgehen zum Richten der
Sehnen eines Sehnendiagramms vorgestellt werden.

Sei G ein KSG mit Splitbaum ST(G) = (T, F) und o eine lineare Ordnung der Knoten
V(G) = L(T). Sei v ein innerer Knoten von 7" mit Beschriftungsgraph G(v). Fiir einen
Markierer p € V(v) ist das Minimum beziiglich o der Blétter aus seiner Blattmenge L(p)
definiert als b, := min {c(b) € L(p)}. Sei M C V(v). Ein Markierer p € M heiit minimal
beziiglich o in M, wenn er das kleinste Element in seiner Blattmenge L(p) im Vergleich zu
allen anderen g € M mit g # p enthélt, d.h. b, < b, fiir alle ¢ € M \ {p}.

Die Knotenordnung ¢ wird nun genutzt um alle Sehnen der Sehnendiagramme des Kno-
tens v zu richten. Dieses Vorgehen ldsst sich dann auf alle anderen inneren Knoten des
Splitbaums iibertragen.

Ist der Beschriftungsgraph G(v) eine Clique, dann sei p € V(v) der beziiglich 0 minimale
Markierer in V(v). Nehme einen der Endpunkte der Sehne s, in C' und richte die Sehne
zu diesem hin. Von diesem Endpunkt werden alle |V (v)] — 1 weiteren Endpunkte im
Uhrzeigersinn gelesen und ihre zugehorigen Sehnen zu dem zuerst gelesenen Endpunkt hin
gerichtet. Siehe hierzu auch Abb. links. Beachte, dass es hierbei egal ist, welcher End-
punkt der Sehne s, gewéhlt wird, da beide Ergebnisse dasselbe gerichtete Sehnendiagramm
ergeben. Fiir die Clique K4 mit dem ungerichteten Sehnendiagramm C = C(abcdabed)
und dem minimalen Knoten ¢ beziiglich o, ergeben sich die gerichteten Sehnendiagramme
C’ = C(agbycidiarbicads) und C” = C(ay1bicadaasbacidy). Hierbei sieht man ebenfalls
c'=C".

Ist der Graph G(v) prim oder ein Stern, dann sei M = {p € V(v) | N(p) # V(v) \ {p}}
die Menge aller Knoten in G(v), die nicht zu allen anderen Knoten benachbart sind. Sei p
minimal beziiglich o in M. Zusétzlich sei ¢ minimal beziiglich ¢ in V' (v) \ N(p). Sei weiter
C' eines der moglichen Sehnendiagramme fiir G(v), dann wird es so rotiert, sodass die
Sehne s, senkrecht steht und die Sehne s, rechts von ihr liegt. Dann wird die Sehne s, nach
oben gerichtet. Ab dem oberen Endpunkt von s, wird der Kreis von C' im Uhrzeigersinn
abgelaufen und jede Sehne wird zu ihrem zuerst gelesenen Endpunkt hin gerichtet. Ein
Beispiel fiir dieses Vorgehens findet sich in Abb.
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Abbildung 3.11: Alle drei Sehnendiagramme C4,Cy und C5 von links nach rechts fiir eine
Clique, einen Stern und einen primen Graphen wurden mit Hilfe einer
zuvor gewahlten Knotenordnung o gerichtet. Der duflere Pfeil gibt die Le-
serichtung im Uhrzeigersinn an. Beachte, dass es flir das Sehnendiagramm
der Clique keinen Unterschied macht, ob die Pfeilspitze nach oben oder
unten zeigt, da beide Diagramme durch Rotation ineinander iiberfiihrbar
sind.

Cy

Beachte, dass im Fall eines Sterns oder eines primen Graphen immer ein Knoten existieren
muss, der nicht zu allen anderen Knoten des Graphen benachbart ist, da es sich ansonsten
um eine Clique handeln wiirde. Daher schneiden sich die Sehnen s, und s, nicht und somit
ist das Richten der Sehnen fiir jedes Sehnendiagramm eines Beschriftungsgraphen G(v) des
Splitbaums T" von G wohldefiniert. Ein Sehnendiagramm C' fiir einen Beschriftungsgraphen
G(v) mit durch eine Knotenordnung o gerichteten Sehnen wird gerichtet genannt und mit
C notiert. Die Menge der durch o gerichteten Sehnendiagramme von G(v) ist definiert
als D, (G(v)) = {C | C € D(G(v))}, wobei D(G(r)) die Menge der Darstellungen des
Beschriftungsgraphen G(v) ist.

Zu beachten ist, dass fiir ein Sehnendiagramm C' € D(G(v)) eines Beschriftungsgraphen
G(v), der keine Clique ist, welches durch eine Knotenordnung o gerichtet wird, gilt

() #C.

Ein anschauliches Beispiel hierfiir ist in Abb. gegeben. Diese Tatsache ist jedoch kein
Problem beim Verkniipfen der Sehnendiagramme C' € D(G(v)) und C"™ € D(G(v)) mit
einem weiteren Sehnendiagramm, da nach Lemma (3.1 und Lemma [3.2) gelten muss

R(C,C" = R(C",C")

fiir ein ebenfalls gerichtetes Sehnendiagramm C" des Beschriftungsgraphen G(\), wobei A
und v benachbart sind.
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Spiegelachse
N

C/

Abbildung 3.12: Fiir das mit Hilfe von s, und s, gerichtete Sehnendiagramm C = C(7) €
D, (@) ist die Spiegelung €’ = C(n") in der Mitte dargestellt, diese ist
jedoch nicht in ﬁg(G) enthalten. Stattdessen ist C enthalten, welches die
Spiegelung des ungerichteten Sehnendiagramms von C' ist, gerichtet durch
die Sehnen s, und s,.
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4. Struktur von Teilreprasentationen

Wie schon in Kapitel [2] eingefiihrt, kann die Splitzerlegung eines Graphen durch den
Splitbaum dargestellt werden. Insbesondere besteht nach Kapitel |3| eine Bijektion zwischen
den Sehnendiagrammen eines Graphen und den Konfigurationen seines Splitbaums. Im
Hinblick auf das simultane Kreissehnengraphenproblem ist es wichtig zu wissen, welche
Knoten der Splitbdume ST(G;), i = 1,...,k der Eingabegraphen G4y, ..., Gk, Knoten des
Splitbaums ST'(S) des Schnitts S beeinflussen. Ziel dieses Kapitels ist es deshalb vorerst
flir einen Graphen G und einen knoteninduzierten Teilgraphen S von G eine Abbildung
zwischen den Kanten des Splitbaums ST (G) und dem Splitbaum ST'(S) zu finden. Die
Abbildung soll dabei beriicksichtigen, welche Teile von ST'(S) von inneren Knoten und
Kanten von ST'(G) beeinflusst werden.

4.1 Blattpartitionen von Splitbaumen

Zu Beginn wird ein Alleinstellungsmerkmal fiir jeden inneren Knoten eines Splitbaums
bendtigt. Dafiir wird eine durch jeden inneren Knoten induzierte Partition der Blatter
eines GLT definiert. Die Partition P(v) = {L(p) | p € V(v)} wird Knotenpartition beziiglich
v genannt. Da fiir einen inneren Knoten v eines GLTs die Knotenpartition P(v) tiber
die Markierer V (v) definiert ist, kann jede Menge der Partition P(v) ebenso einer Kante
inzident zu v zugeordnet werden. Die Knotenpartitionen P(v) und P(A) der inneren Knoten
v und A eines GLT (7', F') unterscheiden sich genau dann, wenn es zwei Blétter b # a € L(T)
gibt, die im selben Partitionsteil M € P(v), aber in verschiedenen Teilen von P(\) liegen.

Definition 4.1. Ein Baum T, fiir den jeder innere Knoten mindestens Grad 3 hat, heifst
verastelt.

Lemma 4.2. Sei G ein Graph mit mindestens drei Knoten und ST(G) = (T,F) der
eindeutige Splitbaum von G. Dann ist ST(G) verdstelt.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph und ST(G) = (T, F) sein eindeutiger Splitbaum. Die
Definition eines GLT besagt, dass ein Knoten v € T genau so viele Nachbarn hat, wie
der Beschriftungsgraph G(v) Knoten. Weiter gilt fiir einen nichttrivialen Split (A, B)
der Splitzerlegung von G, dass |[V4|,|Va| > 1 und V4 NV = 0 sein muss. Bei der
Erstellung des Splitbaums wird nach Definition |2.5|ein virtueller Knoten zu G 4 hinzugefiigt
und der neue Graph weiter zerlegt. Der neu entstandene Graph G4 = G|y, U {v} =
(VU{w}, EU{avy | a € A}) hat mindestens drei Knoten. Hat er genau drei Knoten,
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v (T,F) A

Abbildung 4.1: Beweisskizze zu Lemma fiir einen veréstelten GLT (T, F') und zwei
innere Knoten v und A, die durch einen Pfad P verbunden sind.

kann es keinen nichttrivialen Split mehr geben, da eine der Seiten Grofle Eins haben
muss. Daher hat jeder Beschriftungsgraph in F' von ST'(G) mindestens drei Knoten und
somit jeder innere Knoten v € I(7") mindestens Grad drei. Somit ist der Splitbaum ST'(G)
verastelt. O

Lemma 4.3. Sei (T, F) ein verdstelter GLT. Dann gilt fir zwei innere Knoten v und A
mit v # A, dass ihre Partitionen P(v) und P(X\) nicht gleich sind. Somit ist jedem inneren
Knoten aus der Menge der knoteninduzierten Partitionen genau eine Partition zuzuordnen.

Beweis. Sei (T, F') ein veréstelter GLT und seien v und X innere Knoten in 7. Da T ein
Baum ist, existiert ein eindeutiger vA-Pfad P. Aufgrund der Verastelung von T haben v und
A mindestens zwei Nachbarn, die nicht auf P liegen. Fiir die zwei Markierer p, g € V(v), die
diesen zwei Nachbarn von v gegeniiberliegen, sind die zwei Mengen L(p) und L(q) Teile der
Knotenpartition P(v). Fiir den Markierer s € V()), der inzident zum Pfad P ist, gilt jedoch
L(p) U L(q) C L(s). Daher sind die zwei Mengen L(p) und L(q) in einem Teil der Partition
P(\) enthalten. Also kénnen P(v) und P(\) nicht gleich sein. Zur Veranschaulichung siehe
Abb. O

Mit Lemma [4.2| und Lemma [4.3|ldsst sich nun die Folgerung [4.4] fiir Splitbdume ziehen.

Folgerung 4.4. Fir einen Graphen G und seinen Splitbaum ST(G) = (T, F) gilt, dass
sich die Knotenpartitionen aller inneren Knoten paarweise unterscheiden, d.h. es gilt
P(v) # P(\) fir alle inneren Knoten v # .

Somit kann in einem Splitbaum jeder innere Knoten eindeutig mit Hilfe seiner Knotenparti-
tion identifiziert werden. Im Folgenden werden Knotenpartitionen als eindeutiges Kriterium
fiir die inneren Knoten eines Splitbaums verwendet.

4.2 Darstellungsrelevante innere Knoten

Ein Sehnendiagramm eines Graphen kann durch das Wahlen eines Sehnendiagramms fiir
jeden Beschriftungsgraphen seines Splitbaums und rekursives Ausfithren jedes moglichen
Kantenzusammenschlusses erzeugt werden, wie in Abschnitt gezeigt. Betrachtet man
die Situation eines Graphen G und eines knoteninduzierten zusammenhingenden Teilgra-
phen S von G, dann soll nun untersucht werden, welche Knotenzusammenschliisse einer
inneren Kante des Splitbaum ST(G) die Platzierung der Sehnenendpunkten einer Sehne
korrespondierend zu einem Knoten aus .S festlegen.

Betrachtet man einen zusammenhéngenden Graphen H mit einem oder zwei Knoten, dann
ist H isomorph zu einem der Graphen ({z},0) oder ({z,y},{zy}). Fiir die Kreissehnen-
diagramme gilt, dass sie eindeutig sind, da beide Graphen prim sind und Spiegeln ist eine
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H,y Hy
x Ty
[ ]

(H) — ,  R(H)y — , R(H), — 4
I

Abbildung 4.2: Alle zusammenhéngenden Graphen mit zwei oder weniger Knoten und
ihre eindeutigen Sehnendiagramme. Fiir Hs ist die Spiegelung dquivalent
zu einer Rotation, d.h. R(H3) = R"(Hz). Daher gibt es jeweils nur ein
Sehnendiagramm, das die beiden Graphen H; und Hs représentiert.

I>Z L

Y z z

R(H}) R ( H Hg RT Hg

Abbildung 4.3: Alle zusammenhéngenden Graphen mit drei Knoten, wobei H5 isomorph
ist zu allen Graphen mit drei Knoten und zwei Kanten. Darunter sind die
jeweiligen Sehnendiagramme dargestellt. Fir H5 und HY lassen sich die
Spiegelungen ihrer beiden dargestellten Sehnendiagramme nicht ineinander
iiberfithren und sind somit verschieden.

Identitatsabbildung. Daher enthélt die Menge der Darstellungen C fiir jeden dieser Graphen
genau ein Sehnendiagramm. Die beiden Félle sind in Abb.[4.2|zu sehen. Erst wenn ein Graph
drei Knoten hat, gibt es mindestens zwei unterschiedliche Sehnendiagramme, die diesen
darstellen. Fir alle Graphen mit drei Knoten werden diese voneinander unterschiedlichen
Sehnendiagramme in Abb. gezeigt.

Sei G ein Kreissehnengraph mit Splitbaum ST(G) = (T, Fg) und S ein zusammenhén-
gender knoteninduzierter Teilgraph von G. Betrachtet man einen Beschriftungsgraphen
G(v) € Fg eines inneren Knotens v von T, dann korrespondiert jeder Knoten p € V(v)
genau zu der Menge L(p) in der Knotenpartition P(v). Seien V(v)|s die Knoten p € V(v),
deren Blattmenge L(p)|y(s) eingeschrénkt auf die Blitter V' (S) nichtleer ist. Dann ist
der auf V(v)|s eingeschrinkte Beschriftungsgraph G(v)|y ()|, zusammenhéngend, da S
zusammenhéngend ist. Ansonsten wiirde es zwei Blatter by, by aus V(S) C L(T) geben,
zwischen denen es keinen alternierenden b;bs-Pfad aus Baum- und Beschriftungskanten
gibt, was ein Widerspruch zur Voraussetzung darstellt, dass S zusammenhéngend ist.

In dem Splitbaum ST(G) hat jeder Beschriftungsgraph mindestens drei Knoten, jedoch
kann ein Beschriftungsgraph G(v) eingeschrankt auf die Knoten V(v)|s weniger als drei
Knoten haben. Sei |V (v)|g| < 3 fiir einen inneren Knoten v aus ST(G). Dann gilt fir
alle Sehnendiagramme C' € D(G(v)) von G(v), dass sie eingeschrankt auf die Sehnen von
V(v)|g isomorph zu H; oder Hs sind. Ist V(v)|s = {z}, dann steht die Sehne s, in jedem
Sehnendiagramm C' € D(G(v)) als Platzhalter fir ein Sehnendiagramm das alle Sehnen des
Teilgraphen S enthlt. Sei (K, E) eine Konfiguration von ST'(S), die den inneren Knoten
v auf C abbildet, d.h. K(v) = C. Dann wird durch das Sehnendiagramm C' festgelegt, wie
Sehnen korrespondieren zu Knoten V(G \ S) zueinander in dem Sehnendiagramm C/(K, E)
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stehen miissen. Uber das Sehnendiagramm C wird jedoch nicht festgelegt wie zwei Sehnen
korrespondierend zu je einem Knoten aus V (S) zueinander in dem Sehnendiagramm C/(K, E)
platziert sein missen. Gilt V(v)|s = {x, y}, dann schneiden sich die beiden Sehnen s, und
sy in jedem Sehnendiagramm C € D(G(v)). Jedes dieser Sehnendiagramme ist ebenfalls
nicht entscheidend fiir die Positionen der Sehnen der Knoten V' (S) im Sehnendiagramm
C(K, E) fir G, da die zwei Sehnen s, und s, nur besagen, dass jede Bipartition der Knoten
von S durch mindestens eine Kante verbunden sein muss. Dies ist jedoch trivialerweise
in jedem Sehnendiagramm der Fall, da S ein zusammenhéngender Teilgraph von G ist.
Beim Erstellen des Sehnendiagramms C'(K, E) ist demnach erst ein Sehnendiagramm C),
eines Beschriftungsgraphen G(v) entscheidend fiir das Teilsehnendiagramm des Graphen S,
wenn durch C, mindestens die Endpunkte von drei Sehnen korrespondierend zu Knoten
von S festgelegt werden. Fiir den inneren Knoten v gilt in diesem Fall V(v)|g > 2 und
fir V(v)|s = 3 ist C, eingeschrankt auf die Sehnen zu V(v)|g isomorph zu einem der
Sehnendiagramme aus Abb.

Sei G ein Graph mit Splitbaum ST (G) = (T, F¢) und S ein knoteninduzierter Teilgraph
von G mit Splitbaum ST'(S) = (Ts, Fs). Ein innerer Knoten v des Splitbaums ST(G)
wird S-relevant genannt, wenn seine Kotenpartition eingeschrankt auf die Blatter V (.S)
mindestens drei Teile enthélt, d.h. [P(v)[y(g)| > 3. Aus der vorherigen Argumentation sind
in einer Konfiguration nur die Sehnendiagramme S-relevanter Knoten ausschlaggebend fiir
die Position von Sehnen korrespondierend zu einem Knoten aus V' (.5) im zur Konfiguration
gehorigen Sehnendiagramm von G. Die Menge der Kanten in T, die inzident zu v und
einem Markierer in V' (v) sind, welcher zu einem Teil aus P(v)|y(g) korrespondiert, wird
ebenfalls S-relevant genannt. Die Teilmenge der Nachbarschaft von v, die zu v iiber eine
S-relevante Kante benachbart ist, wird mit Ng(v) C N(v) bezeichnet. Insbesondere sind
alle Blatter, die inzident zu v sind und in V(S) liegen, Elemente in Ng(v). Mit dieser
Definition hat jeder S-relevante innere Knoten mindestens drei zu ihm inzidente S-relevante
Kanten.

Betrachtet man einen zusammenhéngenden Graphen G und einen zusammenhéngenden
knoteninduzierten Teilgraphen S C G, dann reicht es fir das weitere Vorgehen, nur die
S-relevanten Knoten von ST(G) = (T, Fg) zu betrachten. Hierfiir wird der zu ST(G)
S-relevante Splitbaum Rel(ST(G), S) := (T', F') definiert. Der Baum 7" wird dabei aus T¢
gebildet, indem zwei Reduktionsschritte auf T ausgefithrt werden.

(i) Seien v und A innere Knoten von T, deren vA-Pfad P nichttrivial ist, d.h. P =
vry ... TpA fir K > 0, und dessen Knoten 7; fiir ¢ = 1,...,k nicht S-relevant sind.
Dann wird P bei der Konstruktion von 7" aus T durch die direkte Kante v\ ersetzt.

(ii) Sei v € I(T) ein S-relevanter Knoten, ¢ € V(v) mit L(p) C V(G) und e € E(T¢q)
die zu p inzidente Kante. Dann ersetze den Teilbaum von Ty — e, der nicht v enthélt,
durch ein Blatt aus A(q).

Die Menge aller Beschriftungsgraphen F’ ergibt sich aus der Einschrankung von I auf alle
nach den Schritten (i) und|(ii)| noch vorhandenen inneren Knoten, d.h. F' := {G(v) | v € T'}.
Beachte, dass damit 7" wohldefiniert ist, da nach Bemerkung fiir jeden Markierer
p eines Beschriftungsgraphen die Menge A(q) nichtleer ist, wenn G zusammenhéngend ist.

Lemma 4.5. Sei G ein zusammenhdngender Kreissehnengraph und S ein zusammenhdn-
gender knoteninduzierter Teilgraph von G. Dann gilt:

1. Es existiert eine Bijektion zwischen allen inneren Knoten von Rel(ST(G),S) und
den S-relevanten Knoten von ST(G). Insbesondere sind alle inneren Knoten in
Rel(ST(G), S) S-relevant.

2. Der Graph G' == Gr(Rel(ST(G),S)) ist ein knoteninduzierter Teilgraph von G.
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3. Der Graph G’ ist ein Kreissehnengraph und jedes Sehnendiagramm C' von G’ ist zu
einem Sehnendiagramm C von G erweiterbar. Die Menge aller méglichen Erweite-
rungen fiir alle Sehnendiagramme von G’ zu einem Sehnendiagramm von G ergibt
die Menge der Darstellungen D(G) von G.

Beweis. Sei G ein zusammenhédngender Kreissehnengraph und S ein zusammenhéngender
knoteninduzierter Teilgraph von G.

Zu|1l: Aus der Konstruktion des S-relevanten Splitbaums Rel(ST(G), S) = (T’, F’) von
ST(G) = (Tg, Fg) tber die Schritte |(i)| und folgt direkt, dass jeder innere Knoten von
Rel(ST(G), S) S-relevant ist, da jeder nicht S-relevante innere Knoten aus T entweder
durch eine Kante oder ein Blatt ersetzt wurde um 7" aus T zu erzeugen. Insbesondere
wurde bei diesem Vorgehen keiner der S-relevanten inneren Knoten von T ersetzt und
damit existiert eine Bijektion zwischen allen inneren Knoten von Rel(ST(G), S) und den
S-relevanten Knoten von ST(G).

Zu : Seien b; und by Blitter des Baums 7. Dann sind b; und by nach Konstruktion
ebenfalls Blatter des Baums T¢;. Die Kante by by existiert genau dann in E(G), wenn es einen
alternierenden Pfad P = b1q; ... qeb2 von Baum- und Beschriftungskanten zwischen b; und
by in T gibt. Existiert dieser alternierende Pfad P, dann wird dieser durch die Schritte |(i)
und nur verkiirzt, da dabei Teile des Pfades P durch kiirzere alternierende Pfade ersetzt
werden. Im Fall, dass Schritt den Pfad P bei der Konstruktion von Rel(ST(G),S)
beeinflusst, wird ein Teilpfad, der mit einer Baumkante beginnt und endet, in P durch
eine einzelne Baumkante ersetzt. Betrifft Schritt den Pfad P, wird einer oder beide der
Teilpfade by ... ¢q; oder g;...by fiir 1 <14 < j < /¢ durch die Kante b1¢g; beziehungsweise q;b2
ersetzt. Somit gibt es zwischen b; und by wieder einen aus Baum- und Beschriftungskanten
alternierenden Pfad in 7" und daher gilt b1be € E(Gr(T", F")).

Existiert umgekehrt die Kante biby € E(Gr(T”, F')), dann gibt es einen mit Baum- und
Beschriftungskanten alternierenden bibso-Pfad in T”. Dieser Pfad ldsst sich durch das
Ersetzen einzelner Kanten des Pfades mit den passenden alternierende Teilpfaden, die
durch Schritt |(i)| und geloscht wurden, wieder in einen alternierenden b;bo-Pfad in T
tiberfithren. Also gilt, dass eine Kante b1by genau dann in Gr(7”, F’) existiert, wenn sie in
G existiert. Somit ist Gr(7”, F') = Rel(ST(G), S) ein knoteninduzierter Teilgraph von G.
Zu|3: Da G ein Kreissehnengraph ist und Kreissehnengraphen hereditéir sind, ist G’
ebenfalls ein Kreissehnengraph. Nach Bemerkung ist tiber eine Konfiguration (X, E)
von Rel(ST(G), S) ein Sehnendiagramm C’ = C(K, E) fiir Gr(Rel(ST(G), S)) definiert.
Beachtet man, dass beim Erstellen von 7" in Schritt und jeweils Teilbdume von
Ta durch eine Kante ersetzt wurden, dann lassen sich fiir diese Teilbdume ebenfalls
Sehnendiagramme {iber eine auf ihnen gewdhlte Konfiguration erzeugen. Die Sehnen die zu
den ersetzten Teilbéiumen aus ST(G) in C(K, E) korrespondieren, lassen sich jeweils durch
das erzeugte Sehnendiagramm des Teilbaums ersetzten. Also ldsst sich ein Sehnendiagramm
C’ fir den Graphen Gr(Rel(ST(G),S)) zu einem Sehnendiagramm C' von G erweitern.
Zusétzlich ist die Menge aller Erweiterungen von Sehnendiagrammen von Gr(Rel(ST'(G), S))
zu Sehnendiagrammen von G gleich der Menge aller Darstellungen von G. 0

Sei G ein Graph mit Splitbaum ST(G) = (1¢, Fi), S ein knoteninduzierter, zusammen-
héngender Teilgraph von G und Rel(ST(G), S) = (1", F') der S-relevante Splitbaum. Bei
der Reduktion von ST(G) zu Rel(ST(G), S) kann es passieren, dass in Schritt |(i) ein Pfad
in T zwischen zwei degenerierten inneren Knoten v und A durch eine Kante ersetzt wird,
sodass in 7" der Knotenzusammenschluss der Kante v\ wiederum einen degenerierten
Knoten erzeugt. In diesem Fall ist der GLT Rel(ST(G), S) nicht reduziert. Fiithrt man
auf Rel(ST(G), S) jedoch alle moglichen Stern- und Cliquenzusammenschliisse durch, er-
hélt man einen reduzierten GLT, der nach Bemerkung den Erreichbarkeitsgraphen
Gr(Rel(ST(G), S)) unverdndert lasst und nach Satz der eindeutige Splitbaum von
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Gr(Rel(ST(G), S)) ist. Daher kann fiir die restliche Arbeit ohne Beschrénkung der Allge-
meinheit angenommen werden, dass der S-relevante Splitbaum Rel(ST(G), S) tatséchlich
der eindeutige Splitbaum von Gr(Rel(ST(G), S)) ist.

Betrachtet man eine simultane Instanz (G, Ga, S), dann ergibt sich mit Lemma dass
es dquivalent ist die simultane Instanz (Gr(Rel(ST(G1),S)), Gr(Rel(ST(G2),5),S) zu
betrachten, da diese genau dann losbar ist, wenn die simultane Instanz (G, G, .S) losbar
ist. Da ein S-relevanter Splitbaum nur aus S-relevanten inneren Knoten besteht, ist dieser
insbesondere veréstelt, da S-relevante Knoten per Definition mindestens Grad 3 haben
miissen. Zuséatzlich ist jede Kante in einem S-relevanten Splitbaum ebenfalls S-relevant, da
jede Kante inzident zu zwei S-relevanten Knoten ist.

4.3 Innere Kanten abbilden

Fiir den Rest dieses Kapitels sei G ein Graph, .S ein knoteninduzierter zusammenhéangender
Teilgraphen von G mit Splitbaum ST(S) = (Ts, Fs) und Rel(ST(G), S) = (T, Fg) der
S-relevante Splitbaum von G.

Nachdem aus Abschnitt klar ist, welche inneren Knoten von ST(G) die Position
einer Sehne zu einem Knoten aus V(S) beeinflussen und es reicht den S-reduzierten
Splitbaum Rel(ST(G), S) zu betrachten, stellt sich die Frage, welche inneren Knoten in
Ts dies ebenfalls tun. Hierzu werden vorerst innere Kanten des S-reduzierten Splitbaums
Rel(ST(G), S) in Zusammenhang mit Teilen des Baums T'g gebracht. Dabei muss ein Split
in G in Bezug zum Splitbaum 7 und zu einem Split in S gesetzt werden. Nach Satz[2.13]
von Gioan et al. in sind alle Splits eines Graphen in dessen Splitbaum als Kante
oder moglicher Split in einem Beschriftungsgraphen wiederzufinden.

In einem zusammenhéngenden Graphen H mit Splitbaum ST(H) = (Ty, Fy) ist die
Bipartition {V4, Vp} genau dann ein nichttrivialer Split, wenn entweder eine Kante e €
E(Ty) mit Extremitéten p und q existiert, fiir die gilt A = A(q), Va = L(q), B = A(p)
und Vg = L(p), oder ein degenerierter Knoten u in ST(H) mit einem Split (A,, By) in
G(u) existiert, sodass A = ,ea, L(q) und B = Upep, L(p) gilt.

Bemerkung 4.6. Fir einen Graphen H mit Splitbaum ST(H) = (Tw,Fu), a € V(H)
und die Bipartition mit {{a},V(H)\ {a}} gilt analog zu Satz|2.13, dass der triviale Split
genau auf die zum Blatt a inzidente Kante in Ty abgebildet wird.

Bemerkung [4.6] ist korrekt, da Splitbdume nach Lemma [4.2] veréstelt sind und somit jedes
Paar von Kanten eine jeweils andere Bipartition der Blétter erzeugt, wie sich aus Lemma [4.3]
ableiten ldsst.

Folgerung 4.7. Jeder Split in G lasst sich eindeutig einer Kante seines Splitbaums ST (G)
oder einem inneren Knoten und einem Split in dessen Beschriftungsgraph zuordnen.

Betrachtet man eine S-relevante Kante e des Splitbaums ST'(G) und den eindeutigen, der
Kante e zugeordneten Split (A, B), dann muss Aly () # 0 und By (gy # 0 laut Definition
einer S-relevanten Kante gelten. Somit ist jeder Split (A, B) induziert durch eine S-relevante
Kante eines Splitbaums wieder ein Split in S. Dieser Split (Ay(g), By(s)) ist wiederum
genau einer Kante oder einem inneren Knoten, also einem Split dessen Beschriftungsgraphen,
im Splitbaum ST'(S) zugeordnet.

Folgerung 4.8. Alle Kanten des S-relevanten Splitbaums Rel(ST(G), S) lassen sich ein-
deutig auf eine innere Kante oder einen inneren Knoten des Splitbaums ST (S) von S
abbilden, da alle seine Kanten S-relevant sind.
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(Th, Fu)

Abbildung 4.4: In dem Splitbaum (T, Fr) des Graphen H sind die zwei Moglichkeiten
der Abbildung eines Splits (A, B) entweder auf eine Kante e (links) oder
einen inneren Knoten p (rechts) dargestellt. Zusétzlich sind die dadurch
induzierten Teilbdume T4 und Tz zu sehen, definiert durch die Blattmengen
V4 bzw. Vp. Links ist die Wurzel von T4 der Knoten v und fiir den Teilbaum
Tp der Knoten A. Im Fall rechts ist die Wurzel fiir beide Teilbdume pu.

4.4 Stammbaume

Nachdem in Abschnitt die S-relevanten Knoten gefunden wurden und das Problem
auf den S-relevanten Splitbaum reduziert wurde, ist die Frage noch offen, welche Knoten
in ST(S) ebenfalls Platzierungsforderungen an dieselben Blattmengen wie ein einzelner
innerer Knoten in Rel(ST(G), S) stellen. Dazu werden die inzidenten Kanten eines inneren
Knoten in Tz zurate gezogen.

Sei (A, B) ein Split im Graphen H mit Splitbaum ST(H) = (Tx, Fu). Aus Satz und
Bemerkung lasst sich ableiten, dass es jeweils einen Teilbaum T4 und T von Tx mit
Blattmengen V4 bzw. Vg gibt. Es ergeben sich zwei verschiedene Situationen, je nachdem,
ob der Split (A, B) auf eine Kante oder einen Knoten abgebildet wird.

1. Der Split (A, B) wird auf eine Kante e = v in Ty mit v € T4 und A € T abgebildet.
Dann gilt, dass T4 und T’p disjunkt sind und T bis auf die Kante e iiberdecken, d.h.
TaNTg =0 und Ty \ (TA UTB) = {6}

2. Der Split (A, B) wird auf einen inneren Knoten p in Ty abgebildet. Dann gilt, dass
T4 und T den Splitbaum T} iiberdecken und sich genau im Knoten v schneiden,
dh Ty =Tp4UTgund ToNTp = {,u}

Die beiden Badume T4 und T’g sind also in beiden Fillen kantendisjunkt. Im Fall [1| werden
die zur Kante e inzidenten Knoten v bzw. A Wurzel von T4 bzw. Ty genannt. Im Fall |2/ wird
der Knoten in dem sich beide Teilbdume schneiden, als Wurzel von Ty und Tg bezeichnet.
In Abbildung sind die zwei Varianten schematisch dargestellt, wie die Teilbdume T4
und T fiir einen Split (A4, B) in G im Splitbaum Ty aussehen kénnen.

Definition 4.9. Sei v ein innerer Knoten in T und e = v eine zu v inzidente Kante.
Zusdtzlich sei (Ayx, Bux) = (L(pa(e))lv(s), L(pv(e))|v(s)) der zur Kante e gehérige Split
eingeschrinkt auf die Knoten V(S). Seien Tx,, und T, die Teilbdume von Ts, die durch
den Split (Ayx, Bya) induziert werden. Der Schnitt T, = Mxen@) Ta,, tber alle Nachbarn
N(v) von v wird Stammbaum von v in Ts genannt.

Ein Stammbaum ist wohldefiniert, da nach Folgerung jede Kante des S-relevanten
Splitbaums ein eindeutiges Bild in T hat. Somit lassen sich alle Teilbaume T}y , fiir
alle Nachbarn A € N(v) der Definition bestimmen. Da der Schnitt von Badumen wieder

zusammenhédngend und azyklisch ist, ist ein Stammbaum tatséchlich ein Baum.

Bemerkung 4.10. Sei e = v\ eine innere Kante von Tg und e korrespondiere zu einer
Kante e,y in Ts. Dann liegt € = w,wy € E(Ts) weder in T, noch in Ty, wobei w, und w)
Wurzeln von T, bzw. Ta,, sind.

47



4. Struktur von Teilreprasentationen

Abbildung 4.5: Links ist der Splitbaum T von G dargestellt mit einem S-relevanten
Knoten v und paarweise verschiedenen Knoten A, 7 und p in N(v). Rechts
ist der Splitbaum Ts und der wyw,-Pfad P dargestellt. P liegt komplett in
T4,, und schneidet sich nur in w, mit Ty, ..

Lemma 4.11. Sei v ein innerer Knoten in Tg. Dann ist der Stammbaum T,, C T von v
nichtleer und enthdlt alle Wurzeln der Baume Ty, C Ts fir alle Nachbarn A € N(v) C
V(Tq).

Beweis. Sei v ein innerer Knoten von T, Dann hat v laut Voraussetzung mindestens Grad
drei und jede zu v inzidente Kante ist S-relevant.

Seien A # 7 € N(v), ¢ := v\ und €’ := v7. Werden ¢’ und ¢” auf denselben Knoten
v € V(Ts) abgebildet, dann gilt dies fiir jedes Paar verschiedener Nachbarn von v und
damit haben alle Baume T},, die Wurzel © fiir alle 4 € N(v). Somit ist die Behauptung
trivial erfilllt, da ({#},0) = T, gilt.

Seien daher fiir mindestens ein Paar X\ # 7 € N(v) die Wurzeln wy und w; der Bidume
Ty, und Ty, verschieden. Zusétzlich sei p € N(v) \ {\,7}. Seien B(X\), B(1), B(n) €
P(v)|y(s) die nichtleeren paarweise disjunkten Blattmengen der auf V(S) eingeschréinkten
Knotenpartition von v, die zu den Kanten ¢’ := v\, ¢’ := v7 und € := vu korrespondieren.
Der beschriebene Knoten v und seine drei Nachbarn sind in Abb. links veranschaulicht.
Fiir die zwei Blattmengen der Teilbdume T}, und Ty, gilt

L(Ta, ) N L(Ta,,) = B(p),  L(Ta, )\ L(Ta,,) = B(1), L(Ta,,)\ L(Ta,,) = B(}).

Sei P der eindeutige wyw, -Pfad in Tg. Ziel ist es zu zeigen, dass P komplett im Schnitt
von Ty, und Ty, liegt.

Angenommen P liegt komplett in T4, und schneidet T4, nur in w,, wie in Abb.
rechts dargestellt. Dann muss fiir die Blatter der Badume T4, und T4, gelten, dass
L(T4,.) C L(T4,,) gilt. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass L(T4,,)\ L(T4,,) = B(X) # 0
und L(Ta,,) \ L(Ta,,) = B(7) # 0 gilt. Da beide Badume T, und T}y, ein gemeinsames
Blatt b aus B(u) enthalten, muss P in Ty, N1y, liegen.

Da fiir jedes n € N(v) und die Wurzel w;,, von Tjy,, die Wurzel w, im Schnitt von T4,
und Ty, liegt fiir alle u € N(v) \ {n}, folgt insbesondere, dass w;, in T}, liegt. Also liegt
die Wurzel jedes Baums Ty, fiir alle Nachbarn A von v in T,,. O

Nach Lemma ist die Abbildung der S-relevanten Knoten aus T auf die Knotenmenge
ihrer Stammbédume in Tg wohldefiniert, da kein Stammbaum leer ist. Sie wird auch
Verwandtschaftsfunktion ® genannt. Die Verwandtschaftsfunktion ® bildet also von I(T¢)
nach {T'|T C T} ab.

Folgerung 4.12. Seien v und \ zwei verschiedene S-relevante Knoten aus T. Dann sind
thre Stammbdume T, und Ty in Ts kantendisjunkt. Wird zusdtzlich die Kante e = v\ €
E(Tq) auf die Kante é = w,wy € E(Tg) abgebildet, dann enthdlt jeder V(T,)V (T\)-Pfad
in Tg die Kante €.

48



4.4. Stammbdume

Die Behauptung folgt aus der Definition von Stammbédumen, Bemerkung und Lem-
ma [4.11]

Um das Bild der Verwandtschaftsfunktion ® besser charakterisieren zu kénnen, werden
in den folgenden beiden Lemmata, die Bilder zweier verschiedener S-relevanter innerer
Knoten aus ST(G) von ® und deren Schnitt betrachtet, sowie der Fall, dass einem Knoten
ein trivialer Stammbaum zugeordnet wird. Im Fokus steht dabei insbesondere die Art der
Beschriftungsgraphen des jeweiligen Stammbaums.

Lemma 4.13. Fir zwei S-relevante innere Knoten v, A € V(1) gilt, dass

(i) der Schnitt ihrer Stammbdaume maximal einen inneren Knoten des Baums Ts enthdlt,
d.h. |T,NT\| <1, und

(ii) der Beschriftungsgraph G(u) € Fs des Schnitts T, N T\ = {u} degeneriert ist.

Beweis. Sei G ein Graph mit Splitbaum ST(G) = (T, F) und S ein knoteninduzierter
zusammenhéngender Teilgraph von G' mit Splitbaum ST'(S) = (T’s, Fs). Seien v und A zwei
S-relevante innere Knoten des Splitbaums 7. Nach Folgerung sind die Stammbédume
T, und T kantendisjunkt. Angenommen die beiden Baume schneiden sich in mindestens
zwei inneren Knoten p, 7 € V(Ts). Da T,, ein Baum ist, gibt es einen eindeutigen pr-Pfad Py
in T, und ebenso einen eindeutigen p7-Pfad P, in T)\. Weil 7, und T kantendisjunkt sind,
iibertréagt sich dies auf P; und P». Somit ist P, P» ein Kreis in T. Dies ist ein Widerspruch
dazu, dass T ein Baum ist. Damit folgt |7, N 73| < 1 und es gilt Behauptung

Sei T, N Ty = {u}, dann muss jeder Baum T4, und T}y, fiir alle Nachbarn 7 € N(v) C
V(Tg),n € N(\) € V(Tg) induziert durch den Schnitt (A,., B,;) bzw. (Ayy, By,;) ebenso
den Knoten p € V(Ts) enthalten, da ein Stammbaum genau der Schnitt dieser Baume
ist. Da T ein Baum ist, existiert ein eindeutiger vA-Pfad P mit P = vy ... T\, welcher
auch trivial sein kann. Da beide Knoten v und A S-relevant sind, miissen die Kanten v7;
und 7\ ebenfalls S-relevant sein, d.h. 71 € N(v) und 7, € N(\). Insbesondere gilt dann
Ayxs,, C Byr,. Der Pfad P, sowie die Blattmengen der Splits induziert durch die Kanten vy
und 7 A sind links in Abb. schematisch dargestellt.

Angenommen die Kante v € E(T) wird auf eine innere Kante in Tg abgebildet, dann
muss die Kante inzident zu u € V(Ts) sein und p € Ta,., gelten, da ansonsten £ nicht in
T, lage. Da zusatzlich Ay, C B, gilt, folgt fiir die Teilbdume in T, dass TAMk C TBW1
gilt, wie in Abb. rechts gezeigt. Dann gilt jedoch u ¢ TAMk. Laut Definition eines
Splitbaums ist T ein Teilbaum von T’ A, dies ist ein Widerspruch dazu, dass p € T) ist.
Demnach muss die Kante v auf den Knoten v in Ts abgebildet werden. Analog lasst sich
dies fiir alle S-relevanten Kanten des Pfades P zeigen. Somit enthélt der Beschriftungsgraph
G(v) einen Split und ist damit degeneriert, wie in behauptet. O

Bemerkung 4.14. Seien {T,,,...T,,} alle Stammbdume S-relevanter Knoten v € V(1g),
die sich in p € V(Ts) schneiden.

(i) Dann definieren die Stammbdume eine Partition P, der Markierer V (u) in k Teile,
wobei jeder Teil genau einem der Stammbdiume zugeordnet werden kann. Sei T,
der Stammbaum, der zum Partitionsteil P; € P, korrespondiert, dann ist fiir jeden
Markierer p € P;, der einem Blatt b € V(S) gegeniiberliegt, dieses Blatt auch ein
direkt zu p; inzidentes Blatt in Tq.

(ii) Enthdlt der Splitbaum ST(G) nur S-relevante Knoten, dann ist der durch {T,,,...T,, }
induzierte Teilgraph von Tg ein Teilbaum.

Lemma 4.15. Sei v ein S-relevanter Knoten in Tg mit einem trivialen Stammbaum
T, ={u} in Ts. Wenn G(v) eine Clique ist, dann ist G(u) auch eine Clique. Ist G(v) ein
Stern, dann ist G(u) ebenfalls ein Stern.

49



4. Struktur von Teilreprasentationen

Abbildung 4.6: Beweisskizze zu Lemma . Links ist die Situation im Splitbaum Tg
von G zu sehen. Die inneren Knoten v und A, sowie die Kanten v und
A des vA-Pfads P sind S-relevant. Fiir die durch die Kanten vy und
A induzierten Splits (A7, Bur,) und (Axr,, Bar,,) in G gilt insbesondere
Ays. C Byr,. Wird die Kante v € E(Tg) auf eine Kante in T'g abgebildet,
ergibt sich die Situation, welche rechts dargestellt ist. Hierbei muss gelten
T, C TAArk C TBW1 .

Beweis. Sei v ein S-relevanter Knoten in 7 mit einem trivialen Splitbaum 7, = {u}. Dann
werden alle S-relevanten zu v inzidenten Kanten entweder direkt auf den Knoten p oder eine
zu 1 inzidente Kante in Ts abgebildet. Daher gilt P(u) = P(v)]y(s)- Nach dem Beweis von
Folgerung gibt es insbesondere fiir jede Extremitéit g einer S-relevanten Kante inzident
zu v in T ein Blatt b € A(q)NV(S). Sei G, ein zum Beschriftungsgraphen G(v) isomorpher
Teilgraph von G, den es nach Bemerkung gibt, mit der maximalen Anzahl an
Knoten aus V/(S), also [N (v)| Stiick. Dann ist G [y(g) isomorph zum Beschriftungsgraph
G(p) von p.

Ist der Beschriftungsgraph G(v) von v eine Clique, gilt dies auch fiir den isomorphen
Teilgraph G, in G und jede beliebige Einschriankung von G,. Daher ist G(u) isomorph zu
Guly(s) und ebenfalls eine Clique.

Ist der Beschriftungsgraph G(v) von v hingegen ein Stern, dann gilt die Argumentation tiber
Guly(s) nur, wenn das Zentrum des Sterns G, ein Knoten in V/(S) ist. Angenommen das
Zentrum von G, ist nicht in V(.5), dann ist der Beschriftungsgraph G(u) isomorph zu einem
nicht zusammenhéngenden Teilgraphen G, [y(g) von S. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass
jeder Beschriftungsgraph eines zusammenhéngenden Graphen wieder zusammenhangend
sein muss. O

Um iiber die Verwandtschaftsfunktion ®, die innere Knoten von T auf ihren Stammbaum
abbildet, eine Knoteniiberdeckung der inneren Knoten des Splitbaums Ts zu definieren,
fehlt noch ihre Surjektivitét eingeschréinkt auf das Bild ®(I(1¢))|r(rg)- Diese Eigenschaft
der Verwandtschaftsfunktion liefert Lemma

Lemma 4.16. Fir jeden inneren Knoten u € Tg gibt es mindestens einen S-relevanten
Knoten v € Tg, sodass p im Bild der Verwandtschaftsfunktion ® von v liegt, d.h. p € ®(v).

Bewets. Laut Folgerung kann jede innere Kante von Tz nach T abgebildet werden.
Durch diese Abbildung der Kanten von T wird eine Partition der Kanten von Tg vor-
genommen. Alle Kanten, die das Bild einer Kante aus T sind, bilden eine Menge der
Kantenpartition. Die jeweils anderen maximal zusammenhédngenden Teile des Baums Ty,
die weder Kanten noch Knoten aus dem Bild einer Kante aus T enthalten, bilden die
restlichen Teile der Kantenpartition. Eine schematische Darstellung findet sich in Abb.
Jeder Knoten ist somit Teil mindestens eines durch die Partitionsteile induzierten Teilbaums.
Da alle Knoten, die in mindestens zwei dieser kanteninduzierten Teilbdume vorkommen,
Wurzeln des Baums T4, der Urbildkante aus T sind, folgt zusammen mit Lemma [4.11] dass
jeder Knoten von Ty in einem Stammbaum eines S-relevanten Knoten von T enthalten
ist. Somit existiert fiir jeden inneren Knoten p in Ts ein S-relevanter Koten v in T mit
p e d(v). O
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Abbildung 4.7: In dem Splitbaum T von G links sind alle Blitter aus V(S) farblich
markiert, sowie alle S-relevanten Kanten und inneren Knoten. Rechts ist der
Splitbaum Tg von S dargestellt und alle Bildkanten der S-relevanten Kanten
von T sind ebenfalls farblich markiert. Die farblich markierten Kanten in
Tg ergeben einen Partitionsteil der durch sie induzierten Kantenpartition.
Zusitzlich ist laut Definition {e} der zweite Partitionsteil.

Uber die Verwandtschaftsfunktion ®: I(Tg) — {T | T C Ts} lisst sich mit Lemmaund
Folgerung also sagen, dass die Bildmenge ®(I(7Tg)) eine kantendisjunkte Uberdeckung
von Teilbdumen der inneren Knoten des Splitbaums ST'(S) darstellt. Zusétzlich lésst
sich folgern, das jeder Pfad nicht iiberdeckter Kanten trivial ist. Mit Lemma und
wiederum Folgerung ergibt sich insbesondere, dass das Bild aller auf Ts abgebildeten
S-relevanten Kanten aus T, vereinigt mit dem Bild ®(I(Tg)), eine Uberdeckung des
kompletten Splitbaums ST(S) bis auf seine Blitter ergibt. In dieser Uberdeckung werden
maximal degenerierte innere Knoten von T mehrfach tiberdeckt.
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5. Simultanes
Kreissehnengraphenproblem

Ziel dieses Kapitels ist es das simultane Kreissehnengraphenproblem fiir einen zusammen-
hidngenden und in ausschlielich nicht degenerierte Teile zerlegbaren Schnittgraphen zu
16sen. Dabei wird das Verstédndnis aller Sehnendiagramme eines Kreissehnengraphen beno-
tigt, welches in Kapitel |3| iiber eine Bijektion zwischen den Konfigurationen des Splitbaums
und den Sehnendiagramme eines Graphen beschrieben wurde. Zusétzlich werden die Ver-
wandtschaftsfunktion, definiert in Kapitel [4] die Stammbé&ume, sowie deren Eigenschaften
auf dem Splitbaum eines Teilgraphen verwendet.

Definition 5.1 (Simultanes Kreissehnengraphenproblem — SIM(CIRCLE)). [CFK13]

Eingabe: Eine Menge von Graphen G1,...,Gy mit einem paarweise identischen Schnitt S,
d.h. G;NGj =8 fiir alle i # j.
Frage: Gibt es Kreissehnendiagramme C4,...,Cy fir Gy,...,Gy, sodass diese, paarweise

eingeschrankt auf die Sehnen der Knoten von S, gleich sind, d.h. Ci|s = Cj|s fiir alle
i1#£g7?

Die Frage des simultanen Kreissehnengraphenproblems SIM(CIRCLE) ldsst sich auch umfor-
mulieren zu: Existiert ein Sehnendiagramm Cg von S, sodass Cg erweiterbar ist fir jeden
Graphen G1,...,G2?

Wie schon in Abschnitt eingefiihrt, ist fiir einen Graphen GG und einen knoteninduzierten
Teilgraphen G’ C G mit einem Sehnendiagramm C’, das Sehnendiagramm C’ genau dann
erweiterbar, wenn ein Sehnendiagramm Cg von G existiert mit C|g = C’. Aus dieser
Definition fiir Erweiterbarkeit folgt direkt fiir einen Kreissehnengraph G, dass

{C|e | C ist ein Sehnendiagramm fiir G, G’ C G knoteninduzierter Teilgraph}

die Menge aller Sehnendiagramme ist, die erweiterbar ist zu einem Sehnendiagramm fiir
G. Deshalb ist es das Ziel des Abschnitts fiir jedes Sehnendiagramm C' eines Graphen
und einen knoteninduzierten Teilgraphen S, das eingeschriankte Sehnendiagramm C'|g als
Konfiguration auf den Splitbaum ST(.S) zu tibertragen. Diese Konfigurationen sollen dann
als Losungsmenge einer aussagenlogischen Formel interpretiert werden. Die Losungsmenge
dieser aussagenlogischen Formel sind demnach dquivalent zu den Eingaben des Erweiterungs-
problems REPEXT(CIRCLE), fiir die eine Losung existiert. Die Laufzeit des betrachteten
Erweiterungsproblems wird in Abschnitt untersucht. Mit Hilfe der entwickelten aussagen-
logischen Formel fiir jeden der Eingabegraphen des simultanen Kreissehnengraphenproblems
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kann dann in Abschnitt das simultane Kreissehnengraphenproblem fiir einen, in aus-
schliellich nicht degenerierte Teile zerlegbaren, Schnittgraphen gelost werden. Dabei wird
fiir eine Eingabe von k Graphen G, ..., G} eine Laufzeit in O(X%_, [V(G;)[?) erreicht.

Vorerst werden jedoch einige vereinfachende Annahmen in Abschnitt gemacht, einerseits
um triviale Féalle auszuschlieen und andererseits um ein leichteres Problem zu betrachten,
in dem zusétzliche Forderung an den Schnittgraphen gestellt werden.

5.1 Vereinfachende Annahmen

Betrachtet man das simultane Kreissehnengraphenproblem néher, ergeben sich direkt einige
Fille, in denen die Losung sehr einfach ist oder das Problem keine Losung besitzt.

Lemma 5.2. Sei G ein Kreissehnengraph und S ein nicht knoteninduzierter Teilgraph von
G. Dann existiert kein Sehnendiagramm fir S, dass zu einem von G erweiterbar ist.

Beweis. Sei G ein Kreissehnengraphen mit einem nicht knoteninduzierten Teilgraph S. Da
S nicht knoteninduziert ist fiir G, muss es eine Kante zy € E(G) mit z,y € V(S) geben, die
nicht in S ist, daher zy ¢ E(S). Sei C ein beliebiges Sehnendiagramm fiir G, dann miissen
sich die Sehnen s, und s, die zu z und y korrespondieren in C' schneiden, da 2y € E(G). In
einem Sehnendiagramm fiir S diirfen sich diese beiden Sehnen jedoch nicht schneiden. Bei
der Erweiterung eines Sehnendiagramms diirfen nur neue Sehnen hinzugefiigt werden und
die Endpunkte der Sehnen im zu erweiternden Sehnendiagramm nicht vertauscht werden.
Daher kann kein Sehnendiagramm von S zu einem von G erweitert werden. O

Fir den restlichen Teil dieser Arbeit werden drei Annahmen getroffen um einige einfache
Falle des simultanen Kreissehnengraphenproblems auszuschlieflen, in denen die Losung
trivial ist.

1. Der Schnittgraph .S sei nichtleer.
2. Der Schnittgraph S sei ein knoteninduzierter Teilgraph von G; fiir alle i =1,... k.
3. Die Eingabegraphen G, ..., G} seien Kreissehnengraphen.

Die Annahme (1| wird getroffen, da fiir einen leeren Schnittgraphen S die Losbarkeit des
simultanen Kreissehnengraphenproblem nur dadurch bestimmt ist, ob die Eingabegraphen
Kreissehnengraphen sind oder nicht. Ist einer der Eingabegraphen kein KSG, dann gibt
es keine Losung und ansonsten gibt es eine, ndmlich einen leeren Kreis fiir S, da S =
(), und jeweils ein Sehnendiagramm fiir G, ...,Gy. Nach Lemma ist das simultane
Kreissehnengraphenproblem nicht 16sbar, wenn S kein knoteninduzierter Teilgraph aller
Eingabegraphen ist. Daher schliefit Annahme [2| wiederum einen trivial nicht 16sbaren Fall
aus. Annahme[3|beruht darauf, dass die Eingabegraphen G, . .., G, alle KSGen sein miissen,
damit es eine Losung gibt. Da KSGen hereditér sind, folgt im Fall, dass alle Eingabegraphen
KSGen sind direkt diese Eigenschaft auch fiir den Teilgraphen S. Annahmen sind
demnach keine Einschrankungen des simultanen Kreissehnengraphenproblems, sondern
schliefen nur trivial l6sbare beziehungsweise nicht l6sbare Fille des Problems aus.

Sei H ein Graph. Dann heifit H prim-zerlegbar, wenn alle inneren Knoten seines Splitbaums
ST (H) mit nicht degenerierten Graphen beschriftet sind.

Als einzige vereinfachende Einschrdankung wird in dieser Arbeit angenommen, dass der
Schnittgraph des simultanen Kreissehnengraphenproblems zusammenhédngend und prim-
zerlegbar ist. Ist der Schnittgraph S der Eingabegraphen G, ..., G zusammenhéngend,
dann ist es ausreichend, die Zusammenhangkomponente von GG; zu betrachten, die S enthélt,
fir allei =1,...,k.
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Seien (1, ..., Gy zusammenhédngende Kreissehnengraphen mit einem paarweise nichtleeren
Schnitt S = G; N Gj fiir alle ¢ # j und 4,5 = 1,...,k, sowie S ein knoteninduzierter,
prim-zerlegbarer und zusammenhéingender Teilgraph jedes Eingabegraphen. Dann wird
das (k + 1)-Tupel (Gi, ..., Gk, S) eine simultane Kreissehnengrapheninstanz (kurz: SKI)
genannt. Eine SKI beriicksichtigt damit genau die Annahmen sowie die Vereinfachung,
dass S als zusammenhédngend und prim-zerlegbar angenommen wird.

Wie schon in Abschnitt in Kapitel [4] untersucht, ist es fiir eine simultane Instanz
(G1,G2, S) aquivalent die simultane Instanz (Gr(Rel(ST(G1,95))), Gr(Rel(ST(G2), 5)), S)
auf eine Losung zu untersuchen. Dies gilt natiirlich auch fiir eine SKI. Deshalb wird in diesem
Kapitel fiir alle betrachteten simultanen Kreissehnengrapheninstanzen (G, ...,Gy,S)

zusétzlich angenommen, dass die Splitbdume ST(G;) fir alle i« = 1,...,k nur aus S-
relevanten inneren Knoten bestehen, d.h. ST(G;) = Rel(ST(G;),S) fur allet =1,... k.

5.2 Losung des Erweiterungsproblems

In diesem Abschnitt sollen fiir einen Kreissehnengraphen und einen knoteninduzierten, prim-
zerlegbaren und zusammenhéngenden Teilgraphen alle Sehnendiagramme des Teilgraphen
gefunden werden, die erweiterbar sind. Hierzu werden vorerst noch einige Zusammenhénge
zwischen den Splitbdumen beider Graphen benétigt, sowie zwischen deren Konfigurationen.
Laut Kapitel |3|ist es dquivalent alle Konfigurationen eines Splitbaums zu betrachten anstatt
alle Sehnendiagramme eines Graphen. Die Menge aller erweiterbaren Sehnendiagramme
des Teilgraphen wird dann als Losungsmenge eines Erfiillbarkeitsproblems mit bindren
Entscheidungsvariablen formuliert.

Bemerkung 5.3. Sei G ein Graph und S ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und
zusammenhdngender Teilgraph von G. Dann ist iber die Menge aller Stammbdume definiert
dber die inneren Knoten von ST(G) eine eindeutige Partition der inneren Knoten von

ST(S) definiert.

Bemerkung resultiert daraus, dass sich zwei Stammbéaume nur in degenerierten Knoten
schneiden koénnen, wie in Lemma gezeigt, und nach Lemma jeder innere Knoten
von ST(S) in mindestens einem Stammbaum enthalten ist.

Sei H ein Graph mit Splitbaum ST(H) = (Ty,Fy) und T ein iber innere Knoten
von Ty definierter knoteninduzierter Teilbaum von Ty. Dann ist der Teil-GLT induziert
durch T in ST(H) der GLT, der aus dem Teilbaum 7" und der Vereinigung aller Kanten
e=v\ € E(Ty \ T) entsteht mit v € V(T'), die zu einem beliebigen Blatt b aus A(p,(e))
adjazent gemacht werden. Die Menge der Beschriftungsgraphen des Teil-GLTs ist durch die
Einschrankung von Fp auf die Beschriftungsgraphen der Knoten aus 7' definiert. Beachte,
dass durch die Definition ein Teil-GLT im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Hingegen ist
fiir jeden moglichen Teil-GLT induziert durch T' sein Erreichbarkeitsgraph ein knotenin-
duzierter Teilgraph von H, da sich durch die Definition des Teil-GLTs genau dieselben
Erreichbarkeiten seiner Blatter, wie in ST(H) ergeben. Auflerdem ist jeder Teil-GLT genau
der Splitbaum seines Erreichbarkeitsgraphen, da wie in ST(H) keine Stern- bzw. Cliquen-
zusammenschliisse moglich sind. Ein Beispiel ist in Abb. gegeben.

Sei (K, E) eine Konfiguration des Splitbaums ST(H) und T ein beliebiger Teilgraph von
Ty . Die Einschrankung der Konfiguration (K, E) auf die Sehnendiagramme der Beschrif-
tungsgraphen der inneren Knoten aus 7' und Kanten von T wird Teilkonfiguration von
ST(H) genannt und mit (K|, E| p(7)) notiert. Beachte, dass T weder knoteninduziert

noch zusammenhéngend sein muss. Sei (K’, E') eine Konfiguration eines Teil-GLTs (T', F")
induziert durch den Teilbaum 7', dann ist diese ebenfalls eine Teilkonfiguration von ST'(H).
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Abbildung 5.1: Links ist der Splitbaum ST (H) = (Ty, Fy) des Graphen H und der durch
die Knoten A und 7 induzierte Teilbaum T gegeben. Fiir den Markierer
t € V(A) ist die Erreichbarkeitsmenge A(t) = {a,b,d}. Rechts ist ein
moglicher erweiterter Teil-GLT (77, F') induziert von T in ST(H) gegeben.
Ersetzt man das Blatt b in 7" durch eines der Blitter a oder d erhalt man
einen weiteren giiltigen Teil-GLT induziert von 7" in ST(H ).

Lemma 5.4. Sei G ein Graph mit Splitbaum ST (G) = (T, Fa) und S sei ein knotenin-
duzierter, zusammenhdngender und prim-zerlegbarer Teilgraph von G mit Splitbaum ST(S).
Weiter sei v € V(Tg) ein S-relevanter innerer Knoten. Dann gilt:

(i) Die Wahl eines Sehnendiagramms C,, fir den Beschriftungsgraphen G(v) definiert
eine eindeutige Teilkonfiguration fir ST(S).

(ii) Der Beschriftungsgraph G(v) € F¢ ist nicht degeneriert.

Beweis. Sei G ein Graph mit Splitbaum ST(G) = (Tg, Fg) und S sei ein knotenin-
duzierter, zusammenhingender und prim-zerlegbarer Teilgraph von G mit Splitbaum
ST(S) = (Ts, Fg). Sei v € V(TIz) ein S-relevanter innerer Knoten. Zuerst wird gezeigt
welche Beziehung zwischen dem Beschriftungsgraphen G(v) und einem Teil-GLT induziert
durch den Stammbaum 7T, in Ts besteht. Nach Bemerkung existiert fiir den
Beschriftungsgraphen G(v) € F¢ eine Teilmenge von Blattern L C L(T¢), sodass G(v)
isomorph zu G|, ist. Die Menge L erhilt man, wenn fiir jeden Markierer ¢ € V(v) genau
ein Blatt aus A(q) gewdhlt wird. Da v laut Voraussetzung S-relevant ist, gilt A(p)|y(g) # 0
fir mindestens drei Markierer p € V' (v). Sei nun L eine Menge von Bléttern, die einen zu
G(v) isomorphen Teilgraphen von G mit einer maximalen Anzahl von Blittern aus V()
definiert. Dann wurde fiir jeden Markierer ¢ € V(v), dessen Erreichbarkeitsmenge A(q)
eingeschriankt auf V'(S) nichtleer ist, ein Blatt aus A(q)|y(s) gewéhlt. Sei L= Lly(s), dann
ist G| ein knoteninduzierter Teilgraph von G|r. Sei T, der Stammbaum von v in Ts. Da S
prim-zerlegbar ist, schneiden sich keine zwei Stammbéume, weil sie sich nach Lemma [4.13]
nur in einem degenerierten Knoten schneiden kénnen. Insbesondere gibt es also keinen
Stammbaum, der sich mit 7, schneidet. Mit Bemerkung folgt daher, dass alle direkt
zu T, inzidenten Blétter ebenfalls inzident zu v in T sind. Auflerdem lésst sich, wegen der
Definition eines Stammbaums, fiir jeden Markierer p mit |L(p)| > 1 eines inneren Knotens
p € T, genau ein Blatt b wihlen mit b € A(p) N L. Also existiert ein Teil-GLT (7, F,)
induziert durch T}, in Ts mit L(T,) = L und es gilt Gr(T,, F,) = G|;.

Zu Wihlt man nun ein Sehnendiagramm C,, fiir den Beschriftungsgraphen G(v), dann
ist die Einschrinkung C, [y (g) ein Sehnendiagramm fiir G|; und somit fiir den Erreichbar-
keitsgraphen des Teil-GLT (T, F},). Nach Bemerkung ist eine eindeutige Konfiguration
fiir den Teil-GLT (T, F},) durch Cyly(s) definiert. Damit ergibt sich eine Teilkonfiguration
fiir den Splitbaum ST'(.S) und Behauptung (i) gilt.

Zu : Da S prim-zerlegbar ist, sind auch alle Beschriftungsgraphen in dem Teil-GLT
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5.2. Lésung des Erweiterungsproblems

(T,, F,) von ST(S) nicht degeneriert. Insbesondere ist damit der Erreichbarkeitsgraph
Gr(T,,, F,) nicht degeneriert. Da jeder knoteninduzierte Teilgraph einer Clique oder eines
Sterns wieder eine Clique bzw. ein Stern ist und Gr(7},, F,,) = G|; ein nicht degenerierter
Teilgraph eines zu G(v) isomorphen Graphen ist, ist der Beschriftungsgraph G(v) ebenfalls
nicht degeneriert. Es gilt daher Behauptung O

Lemma 5.5. Sei G ein Graph mit Splitbaum ST (G) = (T, Fg) und S sei ein knotenin-
duzierter, zusammenhdngender und prim-zerlegbarer Teilgraph von G. Sei zusdtzlich v ein
innerer Knoten in T, C,, ein Sehnendiagramm fir G(v) und (K, E) die implizierte Teilkon-

figuration durch den Stammbaum T,, auf ST(S). Dann impliziert C], die Teilkonfiguration
(K", E") mit K'(p) .= K(p)" fir alle p € I(Ts) und E' == {7u | ur € E}.

Beweis. Nach Bemerkung gilt fiir zwei Sehnendiagramme C; und C5 die iiber ®
und die Sehnen s, € Cq bzw. s, € Cy verkniipft werden:

(Cl ®my CZ)T = Cg ®ym C{

Zusammen mit Lemma folgt direkt die Behauptung. O

Sei fiir den Rest dieses Abschnitts G ein Kreissehnengraph und S C G ein knoteninduzierter,
prim-zerlegbarer und zusammenhangender Teilgraph. Weiter sei jeder innere Knoten
des Splitbaums ST(G) = (T1q, Fg) ein S-relevanter Knoten und ST'(S) = (T, Fis) der
Splitbaum von S.

Fiir ein gegebenes Sehnendiagramm C' des Graphen G und seine Konfiguration soll die
Einschrankung C|g und die zugehorige Konfiguration von ST (S) betrachtet werden. Sei
(Ka, Eg) die Konfiguration von ST(G) mit C(Kg, Eg) = C. Da iiber die Funktion
K¢ fir jeden inneren Knoten v in Tg ein Sehnendiagramm gewéhlt wird, wird nach
Lemma jedes dieser auf eine Teilkonﬁgufation des Splitbaums ST'(G), genauer
gesagt den Stammbaum T, abgebildet. Sei (K, F,) die Teilkonfiguration impliziert durch
das Sehnendiagramm K¢ (v) fir jeden inneren Knoten v € V(T). Da S prim-zerlegbar
ist, ist jeder Beschriftungsgraph in Fg nicht degeneriert. Nach Lemma konnen sich
zwei Stammbédume nur in einem degenerierten Knoten von ST'(S) schneiden, daher gilt
T,NTy = 0 fiir alle v # X € I(T;). Mit Lemmal4.16/folgt, dass die Funktion Kg(u) == K, ()
fiir alle p € (Ts) wohldefiniert ist, da jeder innere Knoten pu € I(Ts) genau in einem
Stammbaum enthalten ist. Wieder aufgrund der Tatsache, dass jeder Beschriftungsgraph
von ST'(S) nicht degeneriert ist, muss jede innere Kante e des Splitbaums ST(G) auf eine
innere Kante in ST'(S) abgebildet werden. Sei E' C E(Ts) die Menge der inneren Kanten
von ST(S), auf die die inneren Kanten E(T¢) abgebildet werden. Aus der Definition von
Stammbaumen folgt direkt, dass E' NT, = ( fiir alle v € I(T¢) gilt. Mit Bemerkung
folgt also V(Ts) = Uyeriry)V (Ty) und E(Ts) = E'U (Unuer(ry) B(T,)). Damit definiert
die Konfiguration (Kg,EG) iiber die zu jeder Kante ¢ € E’ inzidenten Knoten, deren
Sehnendiagramme festgelegt sind, ebenfalls eine Richtung und somit die Teilkonfiguration
(0, E’ ). Insgesamt ergibt sich also eine Konfiguration fiir den ganzen Splitbaum ST'(S),
diese wird mit (K¢, ECG) notiert und als die von Cg auf ST(S) implizierte Konfiguration
bezeichnet. Aus der obigen Argumentation ergibt sich demnach die Folgerung

Folgerung 5.6. Fin Sehnendiagramm Cs = C(Kg, Es) von S ist genau dann erweiterbar,
wenn die Erweiterungsbedingung gilt mit

3C € D(GW)) W € I(Tg): (Ko, E¢) = (Kg, Es)|1, -
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5. Simultanes Kreissehnengraphenproblem

Da der Splitbaum ST'(G) des betrachteten Graphen G nur aus S-relevanten Knoten besteht
und S prim-zerlegbar ist, folgt aus Lemma dass alle Beschriftungsgraphen von G
nicht degeneriert und prim sind. Nach Satz gibt es somit genau zwei Sehnendiagramme
fir jeden Beschriftungsgraphen G(v) € Fg, die diesen darstellen. Fiir jeden inneren Knoten
v € V(Tg) enthilt die Menge der Darstellungen seines Beschriftungsgraphen D(G(v))
demnach nur zwei Sehnendiagramme fiir die gilt: C € D(G(v)) impliziert C" € D(G(v)).

Ziel ist es nun, mit dieser Vereinfachung fiir die Erweiterungsbedingung ein Erfiillbarkeits-
problem zu definieren. Als Grundlage, fiir welches Sehnendiagramm beziehungsweise welche
Kantenrichtung einer inneren Kante eine Variable in dem Erfiillbarkeitsproblem steht, wird
vorerst eine Referenz benotigt.

Sei H ein Graph und ST(H) = (Tu, Fu) sein Splitbaum. Sei fiir jeden inneren Knoten
v des Splitbaums ST(H) jedes Sehnendiagramm C' aus der Menge der Darstellungen
D(G(v)) von G(v) zusétzlich mit Richtungen fiir die einzelnen Sehnen ausgestattet. Diese
Mengen gerichteter Sehnendiagramme seien in der Menge D(v) == {C | C € D(v)}

zusammengefasst. Dann wird das Produkt aller dieser Mengen mit D = X, c;(r,) D(v)

bezeichnet und Sehnendiagrammbasis fur ST(H) genannt. Fir einen |I(Ty)|-Vektor t =
(G CVII(TH)I) € D ist die bijektive Abbildung K;: I(Ty) — t definiert mit K;(v) =
K, fur alle v € I(Ty). Diese Abbildung K; wird Sehnendiagrammreferenz genannt. Ist
fir den Stammbaum ST(H) eine Sehnendiagrammbasis D gegeben, dann werden alle
Konfigurationen (K, E) von ST(H) iiber einen |I(T4)|-Vektor ¢ € D definiert. Sei zusiitzlich
& die Menge der Kanten von Ty, in der jeder Kante eine feste Richtung zugewiesen ist.
Diese Menge wird eine Kantenreferenz genannt. Fiir eine Sehnendiagrammbasis D wird ein
Tupel R = (K}, E) aus einer Sehnendiagramm- und Kantenreferenz K; mit t € D bzw. &

als eine Referenz fiir ST (H ) bezeichnet.

Lemma 5.7. Sei ein prim-zerlegbarer Graph H gegeben, mit einer Sehnendiagrammbasis
D und einer Referenz R = (K,&) fir ST(H) mit einem festen t € D. Sei zusdtzlich
(K, E) eine Konfiguration von ST (H) eines fest gewdhlten Vektors s € D. Dann gilt fir
einen inneren Knoten v € V(Tx)

KW =KW) v KW =E) (5.1)
und fiir eine innere Kante e € E(Th)

ecENE Vv e¢&NE. (5.2)

Beweis. Sei H ein prim-zerlegbarer Graph. Sei ST(H) = (Tx, F) der Splitbaum von H
und G(v) der Beschriftungsgraph des inneren Knotens v € V(Tx). Dann ist G(v) nicht
degeneriert und besitzt nach Satz[2.17 genau zwei verschiedene Sehnendiagramme, die ihn
darstellen und sich durch Spiegelung ineinander iiberfithren lassen. Seien C' und C” die
beiden ungerichteten Sehnendiagramme, die G(v) darstellen. Fir eine Sehnendiagrammbasis
D, kann jeder Eintrag fiir v eines |Ty|-Vektors ¢ € D nur ein Sehnendiagramm enthalten,
welches entweder gleich zu C oder C" ist. Sei R = (K, ) eine Referenz fiir ST(H) mit
t € D. Dann gilt fir jede Konfiguration (KS,E) mit s € D. Da eine innere Kante
e € E(Ty) zwischen Knoten v und A nur die Richtung v\ oder A\v haben kann, gilt

(5:2). 0

Seien die Voraussetzungen wie in Lemma dann lasst sich fiir jeden inneren Knoten
v € V(Ty) und jede innere Kante e € E(Ty) eine aussagenlogische Variable x, bzw. y.
definieren tiber

x, =1: Ki(v) = C(v) x, =0 Ki(v) = (Ki(v))"
%Zl:@@éé’ﬂﬁ ye:0:<:>e¢5m§.
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5.2. Lésung des Erweiterungsproblems

ST(H) = (Tu, Fu)

X

b oa € k j i b ¢ :
J p2 2 a1 €1 f 91 J1
0y e Y1 Y2
a2 C2
q1 L1
d b k2 f2 11 h
. 2
R 7 c1 d . h To k1 . J2 h1 in 92
Cy C; Cy

Abbildung 5.2: Fiir den prim-zerlegbaren und zusammenhéngenden Graphen H ist sein
Splitbaum ST'(H) gegeben. Zusétzlich ist ST(H) mit der Referenz ¢ =
(C cr.cC 'n), der Kantenbasis € = {u7, 70} und den Entscheidungsvariablen
{2y, x7, Ty, €1, €2} ausgestattet.

Diese Variablen z, fiir alle inneren Knoten v € V(Ty) und vy, fiir alle inneren Kanten
e € E(Ty) werden Entscheidungsvariablen genannt. Beachte, dass der Wert der Ent-
scheidungsvariablen von der Wahl der Sehnendiagrammbasis und der jeweiligen Referenz
abhéngen. Nach Lemma lasst sich jede Konfiguration (K, E) mit s € D durch genau
einen Vektor v = (Zuy, -+, Zuyypy s Yers - - Ye 5) € {0, 1}TI+E| qusdriicken. Da Bemer-
kung besagt, dass jede Konfiguration eines Splitbaums genau einem Sehnendiagramm
des Erreichbarkeitsgraphen zugeordnet ist, lasst sich ebenfalls jedem Sehnendiagramm C
von H ein eindeutiger Vektor v € {0, 1}/(Tm)+El zuordnen.

Sei H ein prim-zerlegbarer Graph. Der Splitbaum S7T'(H) zusammen mit einer Referenz, ei-
ner Kantenbasis und zugehorigen Entscheidungsvariablen ausgestatteter Splitbaum genannt.
Ein Beispiel fiir einen ausgestatteten Splitbaum ist in Abbildung gegeben.

Sei H ein prim-zerlegbarer Graph mit einem ausgestattetem Splitbaum ST'(H). Sei dazu
D die Sehnendiagrammbasis, ¢ € D die Referenz und & die Kantenbasis und (K, E) eine
Konfiguration des Splitbaums ST(H) mit r € D. Das Erfiillbarkeitsproblem von (K, E) ist
definiert iiber die konjunktionale Verkettung einer Klausel fiir jede innere Kante e = ur
von ST (H), welche durch die Art des Knotenzusammenschlusses auf dieser Kante definiert
ist. Die Klausel wird wie folgt impliziert:

K. (p)=Ki(p) N ee€& AN Ky (r)= K1) = (Ty ANye N 1) (5.3)
Ke(p) = Ki(p) N ed& N K(1)=K{(1) = (euA-yeNoar)  (54)
K. (u)=K{(p) N ee& AN K (r)=Ki(r) = ("2y AYe N 27) (5.5)
K =Kly) A egE A K=K > (o A-wA-w)  (5.6)
Kp(p)=Ki(p) AN egé N K(1)=EK(r) = (A ye ) (5.7)
K (p)=K{(p) N e€& N KJ(r)=K[(1) = (zyAyeAz;) (5.8)
Kp(p)=Ki(p) N e¢g& N K(r)=Kir) = (zph-gerar)  (5.9)
Ky (p)=Kip) N e€& N K(1)=K{(1) = (xuAYe2,) (5.10)
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Fiir den Graphen H aus Abb. ergibt sich fiir die Konfiguration (K,.,E) mit r =
(C,, Crau, C, ) und E = {vr,nr} das Erfiillbarkeitsproblem:

(Ty AYey N 2) A (T A Wey A Tp) = Ty A Yey A7 A Yoy A Ty

Das Erfiillbarkeitsproblem einer Konfiguration hat also genau eine Lésung, welche gleich dem
Vektor v = (2, ..., Tu 1 ryy )2 Yers - - ’yelﬁl) € {0, 1}HTmHEN ist der zu der betrachteten
Konfiguration gehort. Mit Lemma folgt, dass durch die Klauseln (5.3)-(5.10) alle
voneinander verschiedenen Moglichkeiten zwei Sehnendiagramme und ihre Spiegelungen
zu kombinieren, abgedeckt sind. Da alle Beschriftungsgraphen eines prim-zerlegbaren
Graphen nicht degeneriert sind, ergibt jede der Kombinationen laut Lemma ein anderes
Sehnendiagramm.

Mit Hilfe eines ausgestatteten Splitbaums fiir den Teilgraphen S und den Klauseln des
Erfillbarkeitsproblems einer Konfiguration, soll nun entschieden werden, welche Sehnendia-
gramme des Teilgraphen zu einem Sehnendiagramm des gesamten Graphen G erweiterbar
sind. Hierfiir soll eine aussagenlogische Formel hergeleitet werden {iber die Entscheidungs-
variablen des ausgestatteten Splitbaums und die Erweiterbarkeitsbedingung definiert iiber
die Stammbaume. Die Losungsmenge dieser Formel soll zu allen Konfigurationen bezie-
hungsweise der Menge der Sehnendiagramme des Teilgraphen korrespondieren, die zu einem
Sehnendiagramm des gesamten Graphen erweiterbar sind.

Betrachte also den Graphen G zusammen mit seinem knoteninduzierten, prim-zerlegbaren
und zusammenhéngenden Teilgraphen S. Zusétzlich sei der Splitbaum ST'(S) = (Ts, Fs)
von S ausgestattet mit einer Sehnendiagrammbasis Dg, einer Referenz (Kyy, Eg),ts € Dg,
sowie zugehorigen Entscheidungsvariablen x,, fiir alle u € I(Ts) und y, fiir alle inneren
Kanten e € E(Ts). Sei D¢ eine Sehnendiagrammbasis fiir den Splitbaum ST(G) = (¢, Fg),
sowie tg € Dq ein fest gewahlter Vektor.

Da alle inneren Knoten von ST(G) S-relevant sind und S prim-zerlegbar ist, folgt zusam-
men mit Lemma dass alle Beschriftungsgraphen Fg nicht degeneriert sind. Nach
Satz gibt es jeweils genau zwei Sehnendiagramme, die einen der Beschriftungsgraphen
aus F darstellen. Sei v ein innerer Knoten von T mit Stammbaum T, dann sind Ky, (v)
und Ky, (v)" genau die beiden Sehnendiagramme, die G(v) darstellen. Sei (K, E) eine
Konfiguration von ST'(S) mit Sehnendiagramm Cyg := C(Ky, E) und t € Dg. Nach Folge-
rung ist ein Sehnendiagramm genau dann erweiterbar, wenn die Erweiterungsbedingung
gilt. Das Sehnendiagramm C'g ist demnach genau dann erweiterbar, wenn fiir alle v € I(T¢)
gilt

(Kt B)lz, = (Kk, ) Exov) V' Ky E)lg, = (KK[G(v)aEK{G(V))'

Sei v ein innerer Knoten von T¢;. Dann folgt mit Lemma fiir die auf Ts induzierten

Teilkonfigurationen, dass K, (,)(1) = (Kgr (,)(p))" fiir alle p € T, gilt und aus ur €

— — ¢ el

Eth(l,) folgt T € Exr w)- Auf jeder Kante eines Stammbaums gilt demnach entweder
e

eine der Klauseln (a A b A ¢) von (5.3)-(5.10) oder die Klausel (-a A =b A —¢). Somit muss
auf jeder Kante e = pr in T, C Tg eine der Klauseln (5.11))-(5.14) gelten, welche durch die
Teilkonfigurationen (KKtG(V)7EKtG(V)) und (KKZ ), Exr (v)) impliziert werden.

G G

(T A ye Nxr) V (m)y A —Ye A 2r) (5.11)
(mzp Aye Nz7) V() A e A 2y) (5.12)
(@p AN e NTr) V (mZy A ye A 2y) (5.13)

(" A Ye Nxr) V (Tp A Ye A y) (5.14)
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5.3. Laufzeituntersuchung des Erweiterungsproblems

Fiir eine innere Kante e von Tg, die in keinem Stammbaum 7, fiir v € I(T) liegt, ist
die Wahl ihrer Richtung unabhéngig von allen anderen Wahlen in einer erweiterbaren
Konfiguration von ST'(S). Somit ist jede Richtung fiir diese Kante wéhlbar. Als Klausel
ausgedriickt gilt also

(Ye Vye) Vereg¢T, Yvel(Tlg) (5.15)

Verkniipft man fiir jede innere Kante ihre Formeln, die von der Form wie — oder
sind, iiber Konjunktionen zu einer groflen aussagenlogischen Formeln, erhélt man
ein groferes Erfiillbarkeitsproblem, welches alle der Entscheidungsvariablen enthélt. Das
entstandene Erfiillbarkeitsproblem wird dquivalentes Erweiterungsproblem genannt. Beachte,
dass Klauseln der Form auch weggelassen werden konnen, ohne die Losungsmenge zu
verdndern. Eine Losung des dquivalente Erweiterungsproblem definiert nach der Definition
der Entscheidungsvariablen genau eine Konfiguration des Splitbaums ST'(S).

Satz 5.8. Die Losungsmenge des dquivalente Erweiterungsproblem von S ist dquivalent zu
allen erweiterbaren Sehnendiagrammen von S beziehungsweise deren Konfigurationen.

Der Beweis von Satz ergibt sich direkt aus der obigen Argumentation und Definition
des dquivalenten Erweiterungsproblems.

5.3 Laufzeituntersuchung des Erweiterungsproblems

Dieser Abschnitt untersucht in welcher Laufzeit ein dquivalentes Erweiterungsproblem
gelost werden kann. Vorerst wird dafiir analysiert, in welcher Zeit die zugrundeliegenden
Strukturen, wie die Splitbdume und Referenzen berechnet werden kénnen. Basierend darauf
wird dann die Zeit analysiert, die maximal zum Lésen des dquivalenten Erweiterungsproblem
bendtigt wird.

Bemerkung 5.9. Sei H = (V, E) ein Graph.

(i) Dann ist die Anzahl der inneren Kanten und Knoten seines Splitbaums ST(H)
beschrinkt durch die Anzahl der Knoten von H.

(it) Sei ST(H) = (T, F), dann ldsst sich Y qer |V(G)| in O(|V(H)|) Zeit berechnen.

Beweis. Sei H ein Graph und ST(H) = (T, F) sein Splitbaum. Zu |(i):Ein Splitbaum ist
nach Lemma veréstelt und somit hat jeder innere Knoten mindestens Grad Drei, also
auch 7. Nach Lemma gilt daher fiir T: |L(T)| > 1|V(T)| + 1. Da die Blitter des
Splitbaums ST(H) genau die Knoten des Graphen H sind, folgt |V(H)| > 3|V(T)| + 1.
Fiir einen Baum gilt nach Lemma ebenfalls |E(T)| = |[V(T')| — 1. Insgesamt ist also
die Anzahl der inneren Knoten und Kanten des Splitbaums ST (H) beschrénkt durch die
Anzahl der Knoten von H.

Zu |(ii): Aus dem Handshake Lemma folgt fiir T, dass Y, cpdeg(v) = 2|E(T)]| gilt.
AuBlerdem gilt fir Badume |E(T)| = |V(T)| — 1 nach Lemma Aus der Definition von
Splitbdumen folgt fiir jeden Beschriftungsgraphen G(v) € F, dass |V(G(v))| = deg(v) gilt.
Insgesamt folgt also Y qcp [V(G)| = 2(|]V(T)| — 1). Zusammen mit Behauptung (i)| ergibt
sich direkt Behauptung O

Im Folgenden sei ng = |V (H)| die Anzahl der Knoten eines Graphen H und my = |E(H)|
die Anzahl seiner Kanten. Ist H' C H ein Teilgraph von H, dann gilt ng < nyg und
mpg < mpy.
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Lemma 5.10. Sei G ein Graph und S ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und zusam-
menhdangender Teilgraph von G. Fin ausgestatteter Splitbaum ST (S) fir S, der Splitbaum
ST(G) = (Tg, Fg) und ein Sehnendiagramm fir jeden Beschriftungsgraphen G(v) € Fg
eines S-relevanten inneren Knotens v € V(1) ldsst sich in O ((ng + ma)a(ng +ma))
Zeit berechnen.

Beweis. Sei G ein Graph und S ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und zusammenhén-
gender Teilgraph von G. Dann lésst sich der Splitbaum ST(S) = (Ts, Fs) von S sowie ein
Sehnendiagramm fiir jeden Beschriftungsgraphen und ein Sehnendiagramm fiir den Graphen
S mit dem Algorithmus von Gioan et al. berechnen in O ((ns + mg)a(nsg + mg))
Zeit, wobei « fiir die inverse Ackermannfunktion steht. Da im Algorithmus von Gioan et
al. fiir jeden primen Beschriftungsgraphen ein Sehnendiagramm vorgehalten wird, kénnen
diese als Teil der Ausgabe des Algorithmus gefordert werden. Seien C’q,“, e ,5uk diese
Sehnendiagramme aller Beschriftungsgraphen fir die inneren Knoten {p1, ..., ux} = I(Ts).
Dann gibt es eine Sehnendiagrammbasis Dg von ST'(S), die den Vektor ¢ := (C_"m, e ,C_"uk)
enthélt und somit ist tg eine Referenz fiir den Splitbaum ST'(S). Damit der Splitbaum
ST(S) ausgestattet ist, fehlt noch eine Kantenbasis €. Da fiir eine Kante e = pur € E(Ts)
entweder die Richtung pur oder 7 gewéhlt werden kann, ist es ausreichend fiir jede Kante
die Entscheidung fiir eine der Richtungen zu treffen. Laut Bemerkung ist die Anzahl
der inneren Kanten und somit die Entscheidung fiir ihre jeweilige Richtung durch ng
beschriankt. Also kann eine Kantenbasis in O(ng) Zeit gefunden werden. Analog lésst
sich der Splitbaum ST(G) = (T, Fg) fir den Graphen G und ein Sehnendiagramm fiir
jeden nicht degenerierten Beschriftungsgraphen in Fg in O ((ng + mg)a(ng + mq)) Zeit
finden. Also lédsst sich in dieser Zeit ein Sehnendiagramm fiir jeden S-relevanten inne-
ren Knoten von ST(G) finden, da nach Lemma jeder Beschriftungsgraph eines
S-relevanten Knotens nicht degeneriert ist, wenn S knoteninduziert, prim-zerlegbar und
zusammenhéngend ist. Zusammengefasst ldsst sich der ausgestattete Splitbaum ST'(.S) und
ein Sehnendiagramm fiir jeden Beschriftungsgraphen eines S-relevanten inneren Knoten in
Te in O ((ng + ma)a(ng + mea)) Zeit berechnen. O

Lemma 5.11. Sei G ein Graph und S ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und zu-
sammenhangender Teilgraph von G. Zusdtzlich seinen die Splitbaume ST(G) = (Tq, Fa)
und ST(S) = (Ts, Fs) gegeben. Die Menge aller Stammbdiume T = {T, | v € I(Tg)},
etne Beschriftung jeder Splitbaumkante mit ihrem zugehdrigen eindeutigen Split und die
Bijektion zwischen allen S-relevanten Kanten in Tg und den Kanten in Ts, die nicht in T
liegen, lasst sich in O(ng) Zeit berechnen.

Beweis. Sei G ein Graph mit Splitbaum ST(G) = (T, Fg) und S C G ein knoteninduzier-
ter, prim-zerlegbarer und zusammenhéngender Teilgraph mit Splitbaum ST'(S) = (s, Fgs).
Nach Lemma enthilt Rel(ST(G), S) alle S-relevanten Knoten von ST(G) und es ist
dquivalent diesen Splitbaum zu betrachten. Aus der Definition eines Stammbaums folgt
direkt, dass es ausreichend ist alle Kanten von Rel(ST(G), S) auf ST'(S) abzubilden, um die
Menge der Stammbéume auf ST(S) zu bestimmen. Entferne daher alle Blatter V(G)\ V(.5)
von ST(G). Entferne danach rekursiv jeden inneren Knoten der Grad Eins hat und ersetzte
jeden inneren Knoten mit Grad Zwei durch eine Kante. Dann erhélt man Rel(ST(G), S)
in O(|E(T¢)|) Schritten.

Um die Kanten von Rel(ST'(G), S) auf die in ST'(S) abbilden zu kénnen, muss jede Kante
mit ihrem zugehorigen Split beschriftet werden. Sei ST(H) = (Ty, Fg) ein Splitbaum.
Wurzele den Splitbaum ST'(H) fiir einen beliebigen inneren Knoten w € V(Tx), dann
hat w Niveau 0 und jede Kante erbt das gréflere Niveau ihrer inzidenten Knoten. Ziel ist
es durch eine Rekursion jeder Kante die Menge M aller Blétter zu zuweisen, die in dem
Teilbaum unter ihr liegen, sowie die Menge V(H) \ M und somit ihren induzierten Split.

62



5.3. Laufzeituntersuchung des Erweiterungsproblems

Beachte, dass ein Split eindeutig durch einen Teil definiert ist, da fiir eine Split {V4, Vp} in
H gilt V(H) \ V4 = Vp. Initialisiert wird die Rekursion durch ein leeres Tupel (A, Be) an
jeder Kante e. Im ersten Schritt wird fiir alle Kanten inzident zu einem Blatt dieses Tupel
wie folgt aktualisiert. Sei b € V(H) ein Blatt mit Kante e = bv, dann wird der Kante e
der Split ({b}, V(H) \ {b}) zugewiesen. Nun wird rekursiv fiir alle Kanten des Niveaus ¢,
ausgehend vom grofiten Niveau, der folgende Schritt durchgefiihrt: Fiir die Kante e = vA
mit Niveau ¢ wird dem Split der Kante e, = Ay mit Niveau i + 1 die Menge A, zu A,
hinzugefiigt. Die Rekursion wird abgebrochen, wenn der Knoten A die Wurzel ist. Da jede
Kante genau einmal abgearbeitet werden muss fiir die Rekursion, hat diese eine Laufzeit in
O(|E(Tx)|). Somit kénnen die Kanten von Rel(ST(G), S) bzw. ST(S) in O(|E(T¢)|) bzw.
O(|E(Ts)|) Zeit mit ihrem zugehorigen Split beschriftet werden.

Nach der Definition eines Stammbaums und Bemerkung ist es ausreichend alle
Kanten von Rel(ST(G), S) auf die Kanten von ST'(S) abzubilden, um alle Stammbéume
identifizieren zu konnen. Beachte, dass der Splitbaum Rel(ST(G), S) durch Kantenkontrak-
tionen aus ST'(S) erzeugt werden kann.

Sei b € V(S) fest gewéahlt. Wurzele Rel(ST(G), S) und ST'(S) mit dem inneren Knoten,
welcher in seiner Nachbarschaft das Blatt b hat. Initial werden alle Kanten in Rel(ST'(G), S)
inzident zu einem Blatt a € V(S) der Kante in ST(G) zugeordnet, die ebenfalls inzident
zu dem Blatt a ist. Die Initialisierung erfolgt also in ng Schritten.

Nun sollen rekursiv in jedem Schritt alle Kanten eines Niveaus in Rel(ST(G), S) der Kante
in ST(S) mit demselben Split zugeordnet werden. Sei e = v eine Kante mit Niveau i
in Rel(ST(G), S). Der Split der e zugeordnet ist, enthalt alle Blétter unterhalb von e in
dem gewurzelten Baum und ist insbesondere die Vereinigung der Splitteile der Kanten mit
Niveau i + 1 in Rel(ST'(G), ), die inzident zu v sind. Diesen Kanten mit Niveau 7 + 1 in
Rel(ST(G), S) wurden durch die Rekursion schon Bildkanten in ST'(.S) zugeordnet, welche
ebenfalls denselben Split in S darstellen. Sei £ die Menge aller dieser Bildkanten in ST'(.S).
Betrachte die Bildkante ¢’ € £ mit dem groften Niveau. Starte von €’ aus eine Tiefensuche,
bis alle Kanten aus £ besucht wurden. Der Knoten mit dem niedrigsten Niveau j in dem
Suchbaum muss dann inzident zu der Kante mit dem Split (A., Be) und Niveau j sein.
Da Rel(ST'(G), S) durch Kantenkontraktionen aus ST'(S) entstanden ist, kann keine noch
nicht abgebildeten Kanten von Rel(ST'(G),S) in den Suchbaum abgebildet werden. Losche
daher den Suchbaum fiir den néchsten Abarbeitungsschritt. Nach Cormen hat die
Tiefensuche eine lineare Laufzeit in der Anzahl der Kanten und Knoten des betrachteten
Graphen. Damit ergibt sich fiir die gesamte Rekursion eine lineare Laufzeit, die nach
Bemerkung 5.9 in O(ng + ng) liegt.

Insgesamt ergibt sich also eine lineare Laufzeit in O(ng). O

Lemma 5.12. Sei G ein Graph und S C G ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und
zusammenhdngender Teilgraph. Dann ldsst sich das dquivalente Erweiterungsproblem in
O(nd,) Zeit aufstellen.

Beweis. Sei G ein Graph und S C G ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und zu-
sammenhéngender Teilgraph. Nach Lemma lasst sich ein ausgestatteter Splitbaum
ST(S) = (Ts, Fs), der Splitbaum ST(G) = (T, Fg), sowie ein Sehnendiagramm fiir jeden
S-relevanten inneren Knoten von T in O ((ng + ma)a(ng + ma)) Zeit berechnen. Mit
dem Laufzeitbeweis aus Lemma kann die Menge aller Stammbéaume 7 :={T, | v €
I(T¢)}, eine Beschriftung jeder Splitbaumkante mit ihrem zugehorigen eindeutigen Split
und die Bijektion zwischen allen S-relevanten Kanten in Tz und den Kanten in Tg, die
nicht in 7 liegen, in O(ng) Zeit berechnet werden.

Sei C, das berechnete Sehnendiagramm fiir den Beschriftungsgraphen G(v) € Fg von
v € V(Ti). Dann lésst sich in O(|G(v)]) Zeit die Einschrinkung C, |y (g) auf die Sehnen
korrespondierend zu Markierern, die inzident zu S-relevanten Kanten sind, berechnen.
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5. Simultanes Kreissehnengraphenproblem

Nach Bemerkung also in O(ng) Zeit. Nach dem Beweis von Lemma [5.4] ist das
Sehnendiagramm C, |y (s) isomorph zu einem Sehnendiagramm fiir einen Teil-GLT (7", F”)
von ST(S) induziert durch 7, und induziert eine Teilkonfiguration auf 7). Jeder (A, B)
Split in Gr(T”, F') ist durch eine Kante in 7" représentiert und zerlegt nach Abschnitt
das zu Cy |y (g) korrespondierende Wort in vier Teilwérter, d.h. 7(Cy |y (g)) = TaTBTYTp.
Sei u € V(Ts) ein innerer Knoten, 7, der Stammbaum mit v € V(7,), sowie C, sein
zugehoriges berechnetes Sehnendiagramm fiir den Beschriftungsgraphen G(v) € Fg. Zu-
satzlich sei e = ur € E(Tg) eine zu p inzidente Kante. Dann lésst sich in O(1) Zeit auf
den Split (4, B;) zugreifen mit dem e beschriftet ist. In O(m7y) Zeit ldsst sich 7(Cy |y (g))
in vier Teilfolgen AMT(BTT(AH T, zerlegen. Weiter lassen sich in O(1) Zeit die Worter mp,
und 7 durch die Sehnenendpunkte der Sehne s, fiir den Markierer p := p,(e) ersetzten.
Verfahrt man so rekursiv mit jeder zu p inzidenten Kante in F(Ts), dann erhélt man in
O(deg(p)mry) € O(n%) Zeit ein Sehnendiagramm fiir den Beschriftungsgraphen G(p) € Fys.
In O(ng) Zeit lasst sich tiberpriifen, ob dieses gleich zu dem Sehnendiagramm gegeben in
der Referenz fiir ST'(S) ist. Da fiir jeden Beschriftungsgraphen in Fg tiberpriift werden
muss, ob das Sehnendiagramm der Teilkonfiguration gleich der Referenz ist, lasst sich diese
Entscheidung in O(n}) Zeit 1osen.

Nun fehlt fiir eine vollstandige Teilkonfiguration des Teilbaums | Jpo7 1" eine korrekt gerich-
tete Kantenmenge E. Sei e = ur € E(Ts), sowie p := pu(e) und q := p,(e) die Markierer
in G(p) bzw. G(7). Zusétzlich seien C_"M und C, die beiden gerichteten Sehnendiagramme,
die je nachdem welche Entscheidung zuvor berechnet wurde in der Referenz vorliegen oder
die Spiegelung des Sehnendiagramms der Referenz sind. Betrachtet man die Richtungen
der beiden Sehnen s, in éu und s, in C,, dann lisst sich in O(mry) Zeit die bendtigte
Richtung von e entscheiden. Insgesamt lisst sich demnach in O(n%) Zeit die Richtung aller
Kanten in (Jpc7 1" entscheiden.

Iteriert man iiber jede innere Kante von ST'(S) mit Information iiber ihre Richtung und
den festgelegten Sehnendiagrammen ihrer inzidenten Knoten, dann lésst sich in O(mry)
Zeit das dquivalente Erweiterungsproblem iiber eine der Formeln (5.11)-(5.15) erzeugen.
Zusammengefasst lisst sich in einer Zeit von O(nd,) das Erweiterungsproblem fiir die
Eingabe des Graphen G und S C G erzeugen. O

Satz 5.13. Sei G ein Graph und S ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und zusam-
menhdngender Teilgraph von G. Dann ldsst sich das dquivalente Erweiterungsproblem in
O(n,) Zeit losen.

Beweis. Sei G ein Graph und S ein knoteninduzierter, prim-zerlegbarer und zusammenhén-
gender Teilgraph von G. Nach Lemma lasst sich das dquivalente Erweiterungsproblem
fiir G und S in O(n,) Zeit aufstellen. Betrachtet man das dquivalente Erweiterungsproblem,
dann ist jede der konjunktiv verkniipften Klauseln von der Form

(anNbAc)V (maA=bA-c)

=(aV-a) AV -a)A(eV-a)A(aV=b)A (DY -b)A(cV-b)A
(aV=c)A(bV=c)A(eV-c)

=V -a)A(cV=a)A(aV=b)A(cV-=b)A(aV—c)A(bV-c).

Somit ist jede der Klauseln (5.3)-(5.10) ein 2-SAT Problem, also ein Erfiillbarkeitsproblem,
in dem je zwei Entscheidungsvariablen einer Klausel iiber eine Disjunktion verkniipft
sind. Nach kann jedes 2-SAT Problem in linearer Zeit beziiglich der Anzahl der
Entscheidungsvariablen gelost werden. Das dquivalente Entscheidungsproblem kann also in
O(n +ng +mg) = O(nd,) Zeit geldst werden. O
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5.4. Lésung des simultanen Kreissehnengraphenproblems

Abbildung 5.3: Fir die simultane Instanz (G, G, S) = (SU {2/, 2"}, SU{y'},S) ist die
Vereinigung G1 U G2 dargestellt. Der Schnittgraph S ist prim-zerlegbar
vergleiche hierzu auch den Splitbaum ST'(S) in Abb.

Fiir einen Graphen G und einen prim-zerlegbaren zusammenhéngenden Teilgraphen S
kann also in polynomieller Zeit die Menge der Sehnendiagramm von S berechnet werden,
welche zu einem Sehnendiagramm von G erweiterbar sind.

Bemerkung 5.14. Es kann in polynomieller Zeit von einer Losung des dquivalenten
Erweiterungsproblems mit Eingabegraphen G und S C G prim-zerlegbar und zusammen-
hingend auf das zugehorige Sehnendiagramm von S geschlossen werden, welches zu einem
Sehnendiagramm von G erweiterbar ist.

5.4 Losung des simultanen Kreissehnengraphenproblems

Bis jetzt wurde nur das Erweiterungsproblem mit einem prim-zerlegbaren Schnittgraphen
betrachtet. Nun soll betrachtet werden, wie sich das Erweiterungsproblem mit einem
prim-zerlegbaren und zusammenhéngenden Schnittgraphen auf das simultane Kreissehnen-
graphenproblem mit denselben Anforderungen fiir den Schnittgraphen tibertragen lésst.
Beachte, dass in diesem Kapitel nach Abschnitt jeder Schnittgraph einer simultanen
Kreissehnengrapheninstanz knoteninduziert, prim-zerlegbar und zusammenhéngend ist.

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels beschrieben, ist es zum Losen des simultanen Kreis-
sehnengraphenproblems aquivalent fiir eine SKI (G, ..., Gk, S) die Fragestellung zu
beantworten, ob es ein Sehnendiagramm von S gibt, welches erweiterbar zu jeweils einem
Sehnendiagramm von G; fiir alle ¢ = 1,..., k ist. In Abschnitt wurde beschrieben, wie
sich jedes dieser Erweiterungsprobleme als eine aussagenlogische Formel mit derselben
Losungsmenge formulieren lasst, das dquivalente Erweiterungsproblem. Verkniipft man
tiber Konjunktionen fiir eine SKI (G4, ..., Gk, S) jedes der k dquivalenten Erweiterungspro-
bleme fiir die Eingabe (G, S), dann erhilt man wieder ein Entscheidungsproblem, welches
aquivalentes simultanes Kreissehnengraphenproblem genannt wird.

Ein Beispiel fiir eine simultane Kreissehnengrapheninstanz (G, Gz, 5) mit k = 2 ist in
Abb. gegeben. Die zugehorigen Splitbaume ST(S) = (Ts, Fs), ST(G1) = (11, F1),
ST(G2) = (Ty, F») und eine fest gewéhlte Ausstattung R = (K,,E) fiir ST(S) sind in
Abb. dargestellt. Zuséitzlich sind die Stammbé&ume der inneren Knoten von ST (G)
und ST(G2) in Abb. auf ST'(S) veranschaulicht. Sei eine Sehnendiagrammbasis D;
fir ST(G1), sowie Dy fur ST(G2) gewéhlt und ¢; € Dy bzw. to € Dy. Weiter seien x,
die Entscheidungsvariablen fiir alle v € I(Ts) und y. die Entscheidungsvariablen fiir alle
inneren Kanten e € E(Ts). Dann ergeben sich die dquivalenten Erweiterungsprobleme E;
fiir die Eingabe (G1,.5) und E, fiir die Eingabe (G2, S):

Ey: ((".T))\ A Yy A xl’) \4 (IE,\ A Yey N _‘xu)) A ((mT N Yes N xu) V (_‘ffq— N WYes N _\IE/J))
Eo: (7 ANYes Nxp) V (727 A= Wey A7) A (X7 A —Yey ANTy) V (227 A Yey A y)) -
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5. Simultanes Kreissehnengraphenproblem

cS da tf eu wp yv h] Zk: om nf
Cybc a’ ol c,9%%P Cuxh J C'nzo 7°

k

ST(G1) = (Th, I1) ST(Ga) = (Ty, F)

Abbildung 5.4: Es sind die Splitbdume ST'(S), ST(G1) und ST (G2) abgebildet. Die Er-
reichbarkeitsgraphen ergeben zusammen die simultane Instanz (G, Ga, S),
welche in Abb. dargestellt ist. Der Splitbaum ST'(S) ist mit einer
Referenz R = (K, &) definiert iiber r = (C,,C\,C;,C,,Cy) € D und
E = {vA, 7\, n7, ut} versehen. Die Sehnendiagramme aus 7 sind unter dem
Splitbaum ST(S) dargestellt und die Richtungen aus £ auf den Kanten
von Tg eingezeichnet.
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5.4. Lésung des simultanen Kreissehnengraphenproblems

.

Ts L7 val
AN
/> A

Abbildung 5.5: Fir die simultane Instanz (G, Ge, S) aus Abb. ist zweimal der Split-
baum ST(S) = (Ts, Fs) von S dargestellt. Links sind die Stammbéume
T,,,T,, und T,, der inneren Knoten von ST(G;) und rechts die Stamm-
béaume TY,, Ty, und T, der inneren Knoten von ST'(G2) abgebildet.

Insgesamt ergibt sich fir die SKI (G1, G2, S) das dquivalente simultane Kreissehnengra-
phenproblem

((mZA A Yy Axy) V(TN AYey Axy)) A
(@7 AYey ANxp) V (7 A ey A y)) A (5.16)
(@7 A ey Axy) V (727 AYey A 2Tn)) A (Yeo V Yer)-

Untersucht man die Losungen des Erfiillbarkeitsproblems ergibt sich, dass jede Losung
(:I}lh IX, L7y Ty Ty Yeq s Yea s Yes s ye4) in £ hegt mit

£={(1,0,1,1,1,0,1,1,0),(0,1,0,0,0,1,0,0, 1),
(1,0,1,1,1,0,0,1,0),(0,1,0,0,0,1,1,0,1),
(1,0,0,0,0,0,1,0,1),(0,1,1,1,1,1,0,1,0),
(1,0,0,0,0,0,0,0,1),(0,1,1,1,1,1,1,1,0)}.

—

Fiir die Losung ¢ = (1,0,1,1,1,0,0,1,0) € L ergibt sich die Konfiguration (K, E') mit
t=(C,,C%,Cr,Cu,Cp) und E = {Av, AT, v7, T}

Folgerung 5.15. Sei (Gy,...,Gyg,S) eine SKI.

Dann ist die Losungsmenge des zu (Gi,...,Gk,S) gehorigen dquivalenten simultanen
Kreissehnengraphenproblems, dquivalent zur Lésungsmenge des simultanen Kreissehnengra-
phenproblems.

Die Aussage von Folgerung folgt daraus, dass das Verkniipfen von Erfiillbarkeitspro-
blem iiber Konjunktionen genau das Schneiden ihrer Lésungsmengen bedeutet. Da die
Losungsmenge jedes dquivalenten Erweiterungsproblems genau die Menge der erweiterbaren
Sehnendiagramme des Schnittgraphen repréasentiert, werden alle diese Mengen geschnitten.

Satz 5.16. Sei (G1,...,Gy,S) eine SKI mit einem knoteninduzierten, prim-zerlegbaren
und zusammenhdngenden Schnittgraphen S, dann ist das dquivalente simultane Kreisseh-
nengraphenproblem in O(XF_, |V(G))|?) Zeit losbar-.

Beweis. Sei (Gq,...,Gg,S) eine SKI mit einem knoteninduzierten, prim-zerlegbaren und
zusammenhéngendem Schnittgraphen S. Dann ldsst sich nach Lemma fiir jedes Tupel
(G;, S) das dquivalente Erweiterungsproblem E; in O(|V(G;)|?) Zeit fiir alle i = 1,...,k
erstellen. Nach Satz ist jedes dieser Erfiillbarkeitsprobleme ein 2-SAT Problem und in
O(|V(G;)]) Zeit 16sbar. Verkniipft man alle dquivalenten Erweiterungsprobleme FE; iiber
Konjunktionen, hat das entstandene Erfiillbarkeitsproblem genau die Losungsmenge, welche
aus dem Schnitt der Losungsmengen L£(E;) jedes Erweiterungsproblems E; entsteht. Da
E = A\F_, E; ebenfalls ein 2-SAT Problem ist, ist es nach in O(|V(S)| + |E(S))
Zeit 16sbar. Insgesamt lisst sich das dquivalente simultane Kreissehnengraphenproblem fiir
die Eingabe (Gy,...,Gp, S) in O(XF_ | [V(G)P) Zeit 16sen. O
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde fiir das simultane Kreissehnengraphenproblem unter der Bedingung,
dass der Schnittgraph der Eingabegraphen prim-zerlegbar und zusammenhéngend ist, ein
Polynomialzeitalgorithmus angegeben. Dabei wurden in Kapitel [3| und Kapitel [4] zwei
neuartige Hilfsmittel fiir Kreissehnengraphen und ihre Splitbdume entwickelt.

Besonders priagnant ist die Definition einer Bijektion zwischen allen Sehnendiagrammen
eines Graphen G und einer Konfiguration seines Splitbaums S7'(G) in Kapitel 3. Zuvor war
es nicht moglich einem Sehnendiagramm eine eindeutige Darstellung auf dem Splitbaum
zuzuordnen. Dabei wurden zuerst die moglichen voneinander verschiedenen Kombination
zweier Sehnendiagramme untersucht. Eine Kombination zweier Sehnendiagramme erzeugt
ein neues Sehnendiagramm. Das aus der Kombination zweier Sehnendiagramme entstandene
Sehnendiagramm ist eine Représentation des Graphen, der aus dem Zusammenschluss der
beiden Graphen entstanden ist. Bei der Kombination nicht degenerierter Graphen ergeben
sich genau acht verschiedene Sehnendiagramme. In allen anderen Féllen sind es weniger.
Entscheidend ist beim Kombinieren eine feste Richtung der virtuellen Sehnen, die fiir die
virtuellen Knoten des Zusammenschlusses der beiden reprasentierten Graphen steht.

Fiir einen Graphen G und einen knoteninduzierten Teilgraphen S analysiert Kapitel |4/ den
Zusammenhang zwischen ihren beiden Splitbdumen ST'(G) und ST'(S). Dabei wurden die
inneren Knoten von ST(G) identifiziert, die fiir ein beliebiges Sehnendiagramm von G
iiber ihr zugeordnetes Sehnendiagramm in der zugehorigen Konfiguration, Positionen von
Sehnen eines Knotens aus V(S) festlegen. Fiir jeden dieser S-relevanten inneren Knoten
von ST(G) wurde ein eindeutiger nichtleerer Teilbaum in ST'(S) lokalisiert, der ebenfalls
in einem Sehnendiagramm von S dieselben Sehnen und ihre Positionen im Vergleich zu
anderen Sehnen festlegt. Jeder dieser Teilbdume in ST'(S) wird Stammbaum genannt. Die
Menge aller Stammbéume erzeugt eine Kantenpartition der inneren Kanten von ST(.5)
und zwei Stammbédume schneiden sich maximal in einem degenerierten inneren Knoten. Ist
der Graph S zusétzlich prim-zerlegbar, dann definieren die Stammb&ume nicht nur eine
Kantenpartition, sondern auch eine Knotenpartition der inneren Knoten von ST'(S), wie
in Kapitel 5| gezeigt.

Genauer wurde in Kapitel |5/ das simultane Kreissehnengraphenproblem fiir einen prim-
zerlegbaren und zusammenhingenden Schnittgraphen betrachtet. Der Losungsansatz be-
steht daraus, fiir jeden der Eingabegraphen einer simultanen Kreissehnengrapheninstanz
(G1,...,Gg,S) die Menge aller erweiterbaren Sehnendiagramme von S zu einem Seh-
nendiagramm von G; zu finden. Die Menge von erweiterbaren Sehnendiagrammen des
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Schnittgraphen wurde als dquivalente Losungsmenge eines Erfiillbarkeitsproblems formu-
liert. Es wurde gezeigt, dass dieses in polynomieller Zeit 16sbar ist, da es in einer solchen Zeit
aufgestellt und auf ein 2-SAT Problem zuriickgefithrt werden kann. Da 2-SAT Probleme in
linearer Zeit 16sbar sind, kann die Menge erweiterbarer Sehnendiagramme des Schnittgra-
phen in polynomieller Zeit berechnet werden. Fiir jeden der Eingabegraphen lasst sich ein
solches Erfiillbarkeitsproblem aufstellen. Das Schneiden von Losungsmengen von Erfiillbar-
keitsproblemen ist dquivalent zum Verkniipfen jedes der Probleme iiber eine Konjunktion.
Somit konnte gezeigt werden, dass auch das simultane Kreissehnengraphenproblem in
polynomieller Zeit 16sbar ist.

Um eine schirfere Laufzeitabschétzung fiir die vorgestellte Losung des simultanen Kreisseh-
nengraphenproblems unter Einschrankungen aus Kapitel |5/ zu finden, sollte das Berechnen
einer Konfiguration aus einem gegebenen Sehnendiagramm betrachtet werden. Alle anderen
Berechnungen kénnen mit einer linearen Laufzeit abgeschitzt werden, bis auf diese, die
mit einer polynomiellen Laufzeit abgeschéatzt wurde. Hierfiir konnte die Baumstruktur
der Splitbdume ausgenutzt werden, indem eine modifizierte Tiefensuche definiert iiber das
gegebene Sehnendiagramm untersucht wird. Der néchste Schritt fiir die weitere Unter-
suchung des simultanen Kreissehnengraphenproblems kénnte sein, die Einschrankungen
an den Schnittgraphen der Eingabegraphen zu minimieren. In Kapitel [4| werden einige
Ergebnisse im Bezug auf degenerierte Beschriftungsgraphen présentiert, daher kénnte eine
Betrachtung eines zusammenhéngenden Schnittgraphen sinnvoll sein. In diesem Fall kénnen
die inneren Knoten des Splitbaums des Schnittgraphen auch mit degenerierten Graphen
beschriftet sein. Eventuell muss hierbei das Richten der Sehnen in Sehnendiagrammen, was
in Abschnitt vorgestellt wurde nocheinmal iiberdacht werden. Die Einschriankung, dass
der Schnittgraph S zusammenhéngend ist, scheint bis jetzt die schwerwiegendste zu sein, da
es im Fall, dass S nicht zusammenhéngend ist nicht mehr moglich ist den Graphen durch
einen Splitbaum darzustellen. Ein Ansatz kénnte sein stattdessen mehrerer Splitbdume fiir
den Schnittgraphen zu betrachten und diese durch einen zusétzlichen Knoten beschriftet
mit einer unabhéingigen Menge zu verkniipfen.
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