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Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

Dies ist die Ausarbeitung der zum Studium geforderten Wissenschaftlichen
Arbeit fiir das Lehramt an Gymnasien.

Es geht hierbei um das automatisierte Zeichnen planarer Graphen. Die
Arbeit wurde durch zwei Artikel [3] und [4] von Therese Biedl inspiriert. In
diesen geht es unter anderem um sogenannte LL-Zeichnungen. Bei diesen wird
ein partitionierter Graph G = (AU B, E)) so gezeichnet, dass alle Knoten aus
A auf einer geraden Linie und alle Knoten aus B auf einer dazu parallelen
Linie gezeichnet werden, zudem werden alle Kanten zwischen den Knoten
geradlinig gezeichnet.

In [3] beschreibt T. Biedl LL-Zeichnungen partitionierter planarer Gra-
phen und wie man sie in linearer Zeit anfertigen kann. Diese Ergebnisse wer-
den hier in Kapitel 3 kurz vorgestellt, nachdem in Kapitel 2 die wichtigsten
Grundlagen zur Graphentheorie kurz beschrieben wurden.

In [3] wird auch die sogenannte LLL-Zeichnung erwihnt, hierbei wird
ein partitionierter Graph G = (A U B) auf drei Linien gezeichnet, wobei
alle Knoten aus A auf der mittleren Linie und jene aus B auf zwei dazu
parallelen Linien gezeichnet werden. Direkt aufbauend auf der Arbeit von
T. Biedl befasst sich Kapitel 6 mit einem Spezialfall dieser partitionierten
LLL-Zeichnungen.

Kapitel 4 befasst sich mit LL-Zeichnungen von unpartitionierten Bau-
men und Kapitel 5 darauf aufbauend mit allgemeinen unpartitionierten LL-
Zeichnungen. Auch diese konnen als Spezialfall der LLL-Zeichnung aufgefasst
werden, wenn namlich die Menge A leer ist.

Kapitel 7 gibt noch einen kurzen Ausblick, wie die gewonnen Ergebnisse
moglicher Weise fiir das Zeichnen von allgemeinen LLL-Zeichnungen hilfreich
sein kdnnten.
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Kapitel 2

Grundlagen

Hier folgt eine kurze Beschreibung, der fiir diesen Aufsatz wichtigsten Gra-
phentheoretischen Grundlagen. Manches wurde um diese Einfiihrung kurz
zu halten stark vereinfacht. Eine ausfiihrliche Ausarbeitung findet man zum
Beispiel in den Biichern von Jungnickel [1] und Swamy / Thulasiraman [2].

2.1 Graphen und Subgraphen

Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar aus zwei endlichen Mengen V und E. Die
Elemente von V' werden als Knoten (engl. vertices) und die Elemente aus E
als Kanten (engl. edges) bezeichnet. Jede Kante e € E entspricht dabei einer
Verbindung zweier Knoten in V. Man notiert e = (v;,v;) € E wenn es in
G eine Kante zwischen den Knoten v;,v; € V gibt. e ist dann inzident zu
v; und v; und die beiden Knoten v; und v; sind adjazent zueinander. Mit
dem Grad eines Knotens bezeichnet man die Anzahl der zu dem Knoten
inzidenten Kanten. Die Gesamtzahl der Knoten bezeichnet man mit n = |V/|
und die Gesamtzahl der Kanten eines Graphen mit m = |E)|.

Ein Graph in dem es keine Kanten zwischen dem gleichen Knoten gibt
(d-h. Vv; € V : (v5,v;) ¢ E), und in dem keine Kante doppelt vorkommt (d.h.
falls e, = (v;,v;) und e, = (v;, v;) folgt e, = ep), heifit einfacher Graph. Man
spricht weiterhin von ungerichteten Graphen wenn zwischen der Richtung
der Kanten nicht unterschieden wird, d.h. (v;,v;) = (v;, ;).

Zur Veranschaulichung werden Graphen oft in der Ebene gezeichnet. Kno-
ten werden als Punkte und Kanten als Linien zwischen den Knoten gezeich-
net. Abbildung 2.1 zeigt Darstellungen einiger prominenter Graphen.

G’ = (V', E') heifst Subgraph von G = (V, E) wenn V' C V, E' C E und
e = (v,v;) € E' = v,v; € V' gilt, man schreibt dann G' C G. G’ heifit
knoten-induzierter (oder einfach induzierter) Subgraph von G wenn V' C V
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Abbildung 2.1: Einige Graphen

und E' = {(v;,v;) : v;,v; € V' A (v, v) € E}.

Wenn spéter von einem Graphen V' die rede ist, dann ist der durch V'
induzierte Subgraph gemeint. Eine nicht unbedingt iibliche Abkiirzung, die
aber einige Schreibarbeit spart. Man wird im Zusammenhang immer erken-
nen ob von einer Knotenmenge oder von einem Graphen die Rede ist.

2.2 Wege, Pfade, Zykel, Baume und Zusam-
menhang

Ein Weg in G ist eine Folge von disjunkten Kanten, wobei zwei Aufeinan-
der folgende Kanten jeweils durch den gleichen Knoten verbunden, sind z.B.
(v1,v4), (v4,v5), (Vs,v9), (v, v4). Alternativ konnte man das auch durch ei-
ne Folge von Knoten und Kanten vy, (v1, v4), v4, (v4, 5), Us, (U5, 9), Vg, (Vg, 1)
oder nur durch eine Folge von Knoten vy, v4, vs, vg, v4 notieren (bei letzterem
wird implizit angenommen dass die Kanten zwischen aufeinander folgenden
Knoten existieren). Falls auch die Knoten disjunkt sind spricht man von ei-
nem Pfad. Falls der Erste Knoten gleich dem Letzten ist, so spricht man von
einem Zykel. Ein Zykel der Knoten und Kantendisjunkt ist heifst Kreis. Falls
es zwischen zwei beliebigen Punkte eines Graphen einen Weg gibt, dann
nennt man den Graphen zusammenhédngend. Wenn ein zusammenhéngen-
der Graph durch die Wegnahme von einem Knote v; in zwei oder mehrere
Zusammenhangs-Komponenten zerfillt, dann nennt man v; einen trennenden
Knoten (engl. cut-vertex).

Falls ein Graph nach Herausnahme eines beliebigen Knotens zusammen-
hingend ist, dann nennt man ihn zweifach zusammenhéngend. Ein zusam-
menhangender Graph, der keinen Kreis hat, heifst Baum.



2.3 Planare Graphen

Ein Graph der sich so in der Ebene zeichnen lésst, dass sich die Kanten nur
in den Knoten beriihren, zu denen sie inzident sind, heifit planar. Eine solche
Zeichnung teilt die Ebene in zusammenhingende Gebiete, die als Facetten
bezeichnet werden.

Die Anordnung der Kanten um ein Knoten charakterisiert eine planare
Zeichnung, man spricht von einer planaren Einbettung.

Abbildung 2.2: Planarer Graph mit zwei Einbettungen

Zu dem gleichen Graphen kann es mehrere planare Einbettungen geben,
siehe Abbildung 2.2. Daher ist zwischen einem planaren Graphen und seiner
Einbettung zu unterscheiden.

Ein nicht planarer Graph kann auf einer anderen Oberfliche trotzdem ein-
bettbar sein, ohne dass sich die Kanten schneiden. Ein planarer Graph lasst
sich aber immer auf einer Kugeloberfliche einbetten, und umgekehrt ist ein
auf einer Kugeloberfliche ohne sich kreuzenden Kanten einbettbarer Graph
auch planar. Die in einer planaren Zeichnung ausgezeichnete duflere Facet-
te, meist mit f; bezeichnet, verliert auf der Kugeloberfliche ihre besondere
Stellung.

Ein planarer Graph bei dem alle Knoten zu einer Facette inzident sind
heifit outerplanar. Bei einer Zeichnung eines outerplanaren Graphen wird
meist die ausgezeichnete Facette als dufsere gewihlt, daher riihrt auch der
Name outerplanar.

Nicht alle Graphen sind planar. Die wichtigsten beiden nicht planaren
Graphen sind der K33 und der K5 siehe Abbildung 2.3.

Es ist recht intuitiv einzusehen, dass jeder Graph, der einen der beiden
Graphen Kj 3 oder K5 enthalt selbst nicht planar sein kann. Enthélt steht hier
fiir eine folge von Operationen, bei der, ausgehend von einem Subgraph, zwei
verbundene Knoten kontrahiert werden und die Verbindungskante weg féllt.
Fiir genaueres sei wieder auf [1] verwiesen. Man sieht sehr schnell welche von
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Abbildung 2.3: Nichtplanare Graphen

diesen Operationen auszufiithren sind um zum Beispiel vom Petersen Graph
zum Ky zu kommen.

Erstaunlicher ist, dass sogar dir Umkehrung gilt: Ein Graph ist genau
dann Planar, wenn er keinen Subgraph enthélt der zum K33 oder zum Kj
kontrahierbar ist. Dieser Satz wurde von Wagner 1937 gezeigt [5]. In der
Literatur findet man hé&ufiger eine andere, 7 Jahre &ltere Form unter dem
Namen Satz von Kuratowski [6].



Kapitel 3
LL-Zeichnung nach Biedl

3.1 LL-Zeichnungen - Einfiihrung

Gegeben sei ein planarer Graph G = (V, E)) mit einer Partition V = AU B.
Welche Bedingungen miissen gelten, damit sich dieser Graph so zeichnen
ldsst, dass alle Knoten aus A auf einer Linie und alle Knoten aus B auf einer
dazu parallelen Linie gezeichnet und zudem alle Kanten geradlinig und kreu-
zungsfrei sind? Eine solche Zeichnung soll LL-Zeichnung heifen. Abbildung
3.1 zeigt ein Beispiel einer solchen Zeichnung.

Abbildung 3.1: LL-Zeichnung

Therese Biedl hat in [3] hinreichende und notwendige Bedingungen auf-
gestellt, sowie einen Algorithmus aufgezeigt der eine solche Zeichnung in
Linearzeit anfertigt. Hier folgt eine Beschreibungen der wesentlichen Ideen.

Wir bemerken, dass es nicht zu allen Partitionen planarer Graphen eine
solche LL-Zeichnung gibt, Abbildung 3.2 zeigt ein Beispiel.

Wir stellen zunéchst notwendige Bedingungen auf und zeigen dann, dass
diese auch hinreichend sind.



Abbildung 3.2: Beispielgraph, der keine LL-Zeichnung hat

3.2 Notwendige-Bedingungen

Sei ein partitionierter Graph G = (AUB, E') mit einer LL-Zeichnung gegeben.
Die Knoten der Partitionen seien dabei von links nach rechts durchnumme-
riert wie etwa in Abbildung 3.3.

Abbildung 3.3: Graph G

Nun werden dem Graphen zwei weitere Knoten v, und v, zugefiigt, so-
wie Kanten zwischen v, und allen Knoten aus A und zwischen v, und allen
Knoten aus B. Desweiteren die Kante (v,,v;). Der so erhaltene Graph soll
G7; heiken. Abbildung 3.4 zeigt ein Beispiel wobei v, eine Position links und
oberhalb der A-Knoten gezeichnet wurde und v, entsprechend eine Position
links und unterhalb aller B-Knoten.

Damit gelten folgende Eigenschaften der Zeichnung von G7,: keine der
zugefiigten Kanten schneiden sich gegenseitig oder schon vorhandene Kanten.
Die alle Kanten beriihren sich weiterhin nur in den Knoten. Daraus kénnen
wir folgendes Lemma schliefien:

Lemma 3.2.1
FEine planare LL-Zeichnung kann nur existieren, wenn folgendes gilt:

e G}, ist planar

e cs gibt eine planare Einbettung von G, so, dass jedes Dreieck, dem vy
oder v, angehort eine Facette ist.



Abbildung 3.4: Graph G,

3.3 Hinreichende Bedingungen

Nun wollen wir zeigen, dass die Bedingungen von Korollar 3.2.1 auch hinrei-
chend sind. Sei also ein planarer Graph G}, mit einer Einbettung gegeben, so
dass jedes Dreieck, das v, oder v, enthilt eine Facette ist. Wir nummerieren
zunichst die Knoten neu: jene um v, gegen den Uhrzeigersinn und jene um
vp mit dem Uhrzeigersinn, jeweils beginnend mit bei der Kante (v, v,) siehe
auch Abbildung 3.5.

Abbildung 3.5: Graph G,

Wir zeigen folgendes Lemma:

Lemma 3.3.1

Wenn alle Knoten der Rethenfolge ihrer Nummerierung nach auf das ge-
wiinschte Raster gesetzt und alle Kanten geradlinig gezeichnet werden, er-
halten wir eine planare LL-Zeichnunyg.

Es ist nun zu zeigen, dass sich keine zwei Kanten (a;, bx), (a;, b;) schneiden
und dass es keinen Knoten a; gibt der auf einer Kante zwischen (a;,ay)
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liegt. Wir fiigen nun weitere Kanten der Einbettung zu, erhalten dabei aber
die Planaritit der Zeichnung: Kanten zwischen allen (a;,a;41) und analog
zwischen (b;, b;,1) falls sie nicht schon vorhanden waren sowie die Kanten
(a1,b1) und (Gmaz, bae)- Um die Planaritét zu erhalten werden diese Kanten
sehr nahe entlang schon vorhandenen gelegt, sieche Abbildung 3.6.

Abbildung 3.6: Hinzufiigen von Kanten zu G},

Der komplette Graph G}/ auf dem Zweilinienraster sieht dann wie in
Abbildung 3.7 aus. Die fetten, langsgestrichelten Kanten sind nur vorhanden
wenn sie schon vor dem zufiigen der weiteren Kanten vorhanden waren.

Abbildung 3.7: kompletter Graph G;;

Wenn es zwei sich schneidende Kanten (a;, by), (a;, b)) geben wiirde, so
wiirde man in dem erweiterten Graph eine Unterteilung des nicht planaren
Graphen Kj 3 finden, siehe Abbildung 3.8. Da aber nur Kanten unter Erhalt
der Planaritit zugefiigt wurden ergibt sich eine Widerspruch zur vorausge-
setzten Planaritat.

Analog finden wir auch eine Unterteilung des K3 3, wenn wir annehmen es
gibe eine lange Kante (a;, a;) mit j > ¢ + 1. Dazu wird ein weiterer Knoten
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Abbildung 3.8: Unterteilung des K33 in G} (fette ungestrichelte Kanten)

in das Dreieck v,,v;,v; gesetzt und durch Kanten mit diesen Knoten ver-
bunden. Da jedes solche Dreieck nach Voraussetzung eine Facette ist, bleibt
die Planaritét durch diese Operation erhalten. Abbildung 3.9 zeigt eine Un-
terteilung des K33 in einem auf diese Art erzeugten Graph, wiederum ein
Widerspruch zur vorausgesetzten Planaritét.

Abbildung 3.9: Unterteilung des K33 in G}

3.4 Zeitverhalten

Ob ein Graph planar ist, kann in linearer Zeit bestimmt werden [7]. Zum
Finden aller Dreiecke die v, bzw. v, enthalten, schaut man alle Kanten an
und priift ob es von den adjazenten Knoten Kanten zu v, bzw. vy gibt, ist also

12



linear zur Anzahl der Kanten m, was bei planaren Graphen wiederum linear
zur Anzahl der Knoten ist. Bleibt noch zu testen, ob es eine Einbettung gibt
in der die oben genannten Dreiecke Facetten sind. Dazu addiert man zu jedem
Dreieck einen Knoten und von diesem Kanten zu allen Knoten des Dreiecks.
Fiir diesen Graph berechnet man dann eine planare Einbettung, was in Li-
nearzeit moglich ist, und entfernt anschliefend wieder die zufiigten Knoten.
Genaueres und vor allem den Beweis der Korrektheit dieses Vorgehens findet
man in [4].
Damit gilt folgender Satz:

Satz 3.4.1

Es gibt genau dann eine planare LL-Zeichnung zu einem partitionierten pla-
naren Graphen G = (V,E) mit V = AU B, wenn die Bedingungen von
Lemma 3.2.1 erfillt sind. Fine solche LL-Zeichnung kann in linearer Zeit
berechnet werden.

13



Kapitel 4

LL-Baume

Gegeben sein ein Baum B. Wann lisst sich dieser so zeichnen, dass all seine
Knoten auf zwei parallelen Linien liegen und all seine Kanten geradlinig und
kreuzungsfrei gezeichnet sind? Gibt es einen Algorithmus, der die Zeichnung,
falls moglich, in linear-Zeit anfertigt?

Im folgenden werden wir diese Fragen positiv beantworten. In Kapitel 5
werden wir auf diese Ergebnisse zuriickgreifen wenn wir allgemeine unparti-
tionierte LL-Zeichnungen behandeln.

Analog zum vorigen Kapitel wollen wir auch hier von LL-Zeichnungen
(unpartitionierter Baume) sprechen. Ein Baum, der diese Eigenschaft hat,
soll LL-Baum heifsen.

NAAN

Abbildung 4.1: Beispiel eines LL-Baumes

4.1 Baum-Lemma

Die gesamte Theorie der LL-Bdume dreht sich um folgendes Lemma:

Lemma 4.1.1

Ein Baum hat eine LL-Zeichnung genau dann, wenn es einen einfachen Pfad
P in B gibt, so dass gqilt: die Zusammenhangskomponenten, gegeben durch
B\ P, sind einfache Pfade.
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Definition 4.1.2
Die Menge aller dieser Pfade wollen wir mit Pg bezeichnen. Also fiir alle

P, € Py sind die Zusammenhangskomponenten gegeben durch B\ P, einfache
Pfade.

Definition 4.1.3
Die ersten und letzten Knoten auf den beiden Linien wollen wir als Eckknoten
bezeichnen.

Abbildung 4.2: Pfad und Eckknoten

Beweis:

=

Sei eine Einbettung eines Baumes auf zwei Linien mit den genannten Ei-
genschaften gegeben. Wir konnen den Pfad P auf folgende Weise bestimmen:
Wir wihlen einen der Eckknoten als Anfangsknoten v, aus, d.h. P = {v,}.
Solange es Komponenten B\ P gibt die keine einfachen Pfade sind, wird
P folgendermafien erweitert: nehme jenen Knoten zu P hinzu welcher in
der nicht-Pfad Komponente von B\ P liegt und welcher zum letzten zu
P hinzugefiigten Knoten inzident ist. Mit Tiefensuche und einer geeigneten
Datenstruktur lasst sich der Pfad P in linearer Zeit bestimmen.

Es ist noch zu zeigen, dass es dabei immer nur eine Komponente geben
kann, die kein einfacher Pfad ist. Nehmen wir an es gébe zwei davon. Da sie
keine einfachen Pfade in B\ P sind, haben sie Knoten auf beiden Linien.
Da weiterhin v, ein Eckknoten ist, miissen sich die beiden Komponenten
schneiden oder beriihren.

=

Gegeben sei ein Baum B mit einem Pfad P, so dass die Komponenten
B\ P einfache Pfade sind. Zeichne P auf eine Linie. Da B ein Baum ist, gibt
es genau eine Verbindungskante zwischen P und den Pfad-Komponenten;
diese lassen sich somit in der Reihenfolge wie sie an P angeschlossen sind
auf die zweite Linie zeichnen und einfach mit P verbinden. Die Zeichnung
lasst sich in linearer Zeit anfertigen. Eine solche Zeichnung kann dann wie
Abbildung 4.3 aussehen.
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Abbildung 4.3: Gezeichnerter Graph

4.2 Zeitverhalten und Anfertigen der Zeichnung

Lemma 4.2.1

Gegeben sei ein Baum B. Es kann in linearer Zeit entschieden werden, ob es
eine Einbettung auf zwei Linien ¢ibt und falls ja, kann diese in linearer Zeit
gezeichnet werden.

Nach der obigen Behauptung ist zu Entscheiden, ob es den Pfad P mit
genannten Eigenschaften gibt, und diesen dann gegebenenfalls in Linear-Zeit
zu berechnen.

Wir werden den Pfad P in drei Schritten berechnen. Im ersten Schritt
werden wir einen Knoten v,, in B suchen zu dem es ein P, € Py gibt, so
dass gilt v, € P;. Moglicherweise gibt es ein P; = {v,,} und wir sind fertig.
Andernfalls bestimmen wir im néchsten Schritt einen zweiten zu v,, adja-
zenten Knoten v,, der ebenfalls in P; liegen muss. Die Kante (v, v,,) teilt B
in zwei Teilbdume. Im letzten Schritt bestimmen wir von v, respektive v,
den Teilpfad P, bzw. P, im jeweiligen Teilbaum. Die Vereinigung der beiden
Pfade liefert uns dann ein P € Pg.

Schritt 1 Der Pseudocode von Schritt 1 ist unter Algorithmus 1 angegeben.
Wir starten bei einem beliebigen Blatt v, € B und suchen von dort aus den
ersten Knoten mit Grad grofer oder gleich drei. Diesen bezeichnen wir mit
vs. Falls es keinen Solchen Knoten gibt, ist B schon ein einfacher Pfad und P
kann, wie im Algorithmus, gleich dem zu dem Startblatt adjazenten Knoten
gesetzt werden. Falls der Grad von v, gleich vier oder grofer ist wird, wie
in Abbildung 4.4, v,, = vs gesetzt . Bleibt noch der Fall, dass d(vs) = 3.
Falls P = {v,} € Py sind wir wiederum fertig. Ansonsten suchen wir eine
zu v, inzidente Komponente die in B \ {v,} kein einfacher Pfad ist. Der zu
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Abbildung 4.4:

v, inzidente Knoten dieser Komponente bezeichnen wir mit v, und setzen
P = {v,,}, siehe auch Abbildung 4.5.

Yy

Abbildung 4.5:

Beweis: (Korrektheit von Schritt 1) Zu zeigen ist, wenn Pg nicht leer ist,
dann gibt es einen Pfad P € Pg fiir den gilt v, € P. Falls d(v,) = 1, besteht
B selbst nur aus einem einfachen Pfad. In Pg liegen dann unter anderem
alle {v} fiir v € V, also insbesondere auch der letzte Knoten v,, des Pfades.
Falls d(vs) = 4, dann muss v, jedem P; angehoren, sonst wiren B\ P; keine
einfachen Pfade oder P, kein zusammenhéngender Pfad. Falls d(vs) = 3 und
P = {v,} ¢ Py, dann gibt es einen an v, angeschlossenen Teilbaum, der
kein einfacher Pfad ist. Der zu v, adjazente Knoten v,, dieses Baumes muss
dann in allen P; € Py liegen, sonst wire die Zusammenhangs-Komponente
inklusive v,, in Richtung vs schon kein einfacher Pfad. O
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Schritt 2 Wenn nach dem ersten Schritt nun noch nicht {v,,} € Pp gilt,
dann suchen wir im zweiten Schritt (siehe Algorithmus 2) einen zweiten Kno-
ten {v,}, der ebenfalls wie v, in P liegt. Dazu untersuchen wir einfach die
Zusammenhangskomponenten B\ {v,,}. Sobald wir eine gefunden haben die
kein einfacher Pfad ist setzen wir v,, gleich dem Knoten in dieser Komponen-
te, der zu v, adjazent ist. Abbildung 4.6 zeigt ein Beispiel, in dem zufillig
U = Vg ist.

Vi

Abbildung 4.6:

Beweis: (Korrektheit von Schritt zwei) Zu zeigen ist, dass v, € P; falls
vm € P;. Da die Komponente in der v, liegt kein einfacher Pfad ist muss
mindestens ein Knoten aus ihr zu P; gehoren, da P; ja ein Pfad ist und
pm € P;, dann muss auch der adjazente Knoten zu v,, in P; liegen. [l

Schritt 3 Zur Vorbereitung zu Schritt drei teilen wir den Baum B an der
Kante (vp, v,) in zwei Teilbdume B,, respektive B,,. Fiir jeden Teilbaum be-
rechnen wir dann den Pfad P, € an z.B. fiir B, fiir den v,, der erste Knoten
von P, ist. Der Algorithmus ist in 3 festgehalten, dhnlich wir in Algorith-
mus 2 wird der nichste Knoten durch die Restkomponente bestimmt, die
kein einfacher Pfad ist. Falls es einmal zwei solcher Restkomponenten geben
sollte, fiihrt das zum Abbruch. Es gibt dann kein P mit den gewiinschten
Eigenschaften. Im positiven Fall gilt aber P = P, U P,, € ]53.

Beweis: (Korrektheit von Schritt drei) Zu zeigen ist, dass P, die gewiinsch-
te Eigenschaften hat, d.h. Zusammenhangs-Komponenten B, \ P, sind ein-
fache Pfade. Das ist unmittelbar aus dem Algorithmus ersichtlich. O

Zeitverhalten Mit der richtigen Datenstruktur lassen sich die Algorith-
men in Linearzeit durchfithren. Vor Algorithmus 1 fiihrt man eine Tiefen-
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suche mit v, als Wurzel durch. Dabei merkt man sich in einer geeigneten
Datenstruktur wie die oder der Teilbaum an jeder Kante unterhalb jedes
Knotens v € V aussieht (i.e. ist es ein einfacher Pfad oder nicht, wie viele
Kanten sind unterhalb eines Knotens angeschlossen). Ein solcher Vordurch-
lauf mit Tiefen-suche benétigt O(n) Zeit. Danach benétigt Algorithmus 1
auch nur lineare Zeit, da immer nur Informationen iiber die jeweils unter
einem aktuellen Knoten liegende Teilbdume abgerufen werden miissen. Auch
fiir Algorithmus 2 fiihrt man wiederum einen Vordurchlauf mit v, als Wur-
zel durch den Baum durch. Da v, in diesem Baum unterhalb von v, liegt,
bendtigt Algorithmus 3 keinen eigenen Vordurchlauf.

Mit einer kleinen Anderung von Algorithmus 2 kann der zweite Vordurch-
lauf entfallen. Dazu muss in der Schleife iiber die inzidenten Knoten von v,
der Knoten v, als erstes liberpriift werden. Es gibt dann den Fall, dass v, = v;
gesetzt wird. Nach dem ersten Vordurchlauf mit v, als Wurzel wissen wir, dass
iiber v, nur der einfache Pfad vy, ..., v, liegt. Der Teilbaum mit v,, als Wurzel
liegt unterhalb von v,, und ist auch schon berechnet (siche Abbildung 4.7).
Im zweiten Fall, v, # v, liegt iiber v,, eine Komponente die in B\ {v,,}

Abbildung 4.7:

ein einfacher Pfad ist (sieche Abbildung 4.8). Der Teilbaum unterhalb v, liegt
dann innerhalb des Teilbaums von v,, und wurde ebenfalls schon berechnet.
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Eingabe : Baum B, Blatt v,
Ausgabe: ein Knoten der P angehort
Initialisierung: v, = inzidenter Knoten zu vy, v, = vp;
P = {;
while d(v.) =2 do

vg=v €V sodass I(v,v.) € E,v # v, ;

Vo = Vg,
Ve = Vd;
end
Vs = Vg,

if d(vs) =1 then v, = vg;
if d(vs) > 4 then
| Um = Vs ;3
end
if d(vs) = 3 then

} =0 then
| Um = Ve,
end
else
Vs = Vg,

foreach v, inzident to v, do

einfacher Pfad then
Um = VUg;
EXIT ;

end

end

end

end
RETURN wv,,;

Algorithmus 1: Schritt 1, berechne v,,
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if {K C B\ {v.}: K zusammenhingend, K kein einfacher Pfad

if K ¢ B\ {vs}, v. € K,K zusammenhingend, K kein




Abbildung 4.8:

Eingabe : Baum B, Knoten v,, in P

Ausgabe: zweiter Knoten v, in P oder -1 Falls es diesen nicht gibt
foreach v, € V: v, inzident v,, do

if K € B\ {vn}, K zusammenhingend, v. € K, K ist kein einfa-
cher Pfad then

Up = Vg,
RETURN wv,;
end
end
EXIT -1;

Algorithmus 2: Schritt 2, berechne v,
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Eingabe : Baum B, Knoten v, € P

Ausgabe: Pfad P € B so dass Zusammenhangs-Komponenten B\ P
einfache Pfade sind, wobei v, der erste Knoten in P ist;
-1 falls es diesen nicht gibt

Initialisierung: v, = vy, P = {v.};

while {K C B\ P : K zusammenhdngend, K inzident v., K kein

einfacher Pfad } #0 do

Vo= (D;

foreach v; € V : (v, v.) € F;v; ¢ P do

if K Cc B\ {v.}, K zusammenhingend, v; € K, K kein

einfacher Pfad then V, =V, U{u;};

end
if |V,| > 1 then EXIT -1;
else
Ve =; € Vn;
‘ P=PuU{v};
end
end
RETURN P;

Algorithmus 3: Schritt 3, berechne P von v,

22




Kapitel 5

Allgemeine unpartitionierte
LL-Zeichnungen

In diesem Kapitel wollen wir folgender Fragestellung nachgehen: Wann ist
es moglich einen planaren Graphen G = (V, E) so zu Zeichnen, dass alle
Knoten auf zwei Linien liegen und alle Kanten geradlinig gezeichnet werden.
Abbildung 5.1 zeigt eine solche Zeichnung.

AL AN

Abbildung 5.1: Beispiel

Nach einigen Definitionen und weiteren Vorbereitungen in 5.1 und 5.2
werden wir in 5.3 das eigentliche Thema behandeln. Wir werden dabei den
gegebenen Graphen in verschiedene Teilgraphen aufspalten, so dass sich diese
gesondert behandeln lassen. Die in Kapitel 4 behandelten LL-B&dume kénnen
zum Beispiel solche Teilgraphen sein.
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5.1 Anschlussknoten

Gegeben sei ein outerplanarer Graph G = (V, E). Wir suchen darin jene
Knoten, die zweifache Zusammenhangskomponenten von einfachen Zusam-
menhangskomponenten trennen.

Definition 5.1.1

Unter einer zweifachen Zusammenhangskomponente des Graphen G = (V) E),
verstehen wir einen Subgraph Gs C G der mindestens drei Knoten hat,
|Vs| > 3, und der nach Wegnahme eines beliebigen Knotens immer noch zu-
sammenhingend ist. Meist sind zweifache Zusammenhangskomponenten in
der Literatur etwas allgemeiner definiert. Die obige Version ist fiir unsere
Zwecke aber giinstiger.

Definition 5.1.2

Unter einem Anschlussknoten v, eines einfachen, zusammenhingenden Gra-
phen G = (V, E) verstehen wir trennende Knoten (Artikulationsknoten),
die einer zweifachen Zusammenhangskomponente angehéren. Die Menge al-
ler Anschlussknoten eins Graphen wollen wir mit V4 bezeichnen. V4 = {v, €
V 1w, Artikulationsknoten, 3 zweifache Zusammenhangskomponente G'g mit

Vg € Gs}

Abbildung 5.2: Beispiel Anschlussknoten V4

Bestimmen der Anschlussknoten in O(n)

Wir gehen von einer planaren Einbettung aus, bei der alle Knoten zu der
duferen Facette inzident sind. Beginnend mit einer beliebigen Kante laufen
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wir einmal entlang der dufieren Facette um den Graph herum. Wir erreichen
dabei jeden Knoten mindestens einmal.

Falls ein Knoten trennend ist, erreichen wir ihn nach Umlauf einer Kom-
ponente, die er vom Rest-Graph trennt, ein zweites mal. Um alle trennenden
Knoten zu finden miissen wir beim einmaligem Umlauf nur vermerken wie oft
jeder Knoten erreicht wurde. (Diese Zahl gibt an in wie viele Komponenten
der Graph ohne diesen Knoten zerfllt).

Ahnliches gilt auch fiir die Kanten. Trennende Kanten, ohne die der
Graph nicht mehr zusammenhéngend ist, werden Briicken genannt. Kanten
die nicht zur duleren Facette inzident sind konnen keine Briicken sein, da
der Graph ja outerplanar eingebettet ist. Beim Umlauf um die duflere Facet-
te werden genau die Kanten zweimal durchlaufen, die den Graphen trennen.
Das bedeutet, alle Kanten, die nur einmal durchlaufen werden, geh6ren einer
zweifachen Zusammenhangskomponente an. Um die Knoten zu bestimmen,
die zu einer zweifachen Zusammenhangskomponente gehéren, miissen wir so-
mit nur {iberpriifen, ob es adjazente Kanten gibt, die beim Umlaufen nur in
eine Richtung passiert wurden.

Abbildung 5.3:

Abbildung 5.3 zeigt den Graphen aus dem Beispiel, nachdem er einmal
gegen den Uhrzeigersinn umlaufen wurde. Wie oft ein Knoten dabei erreicht
wurde ist mit der markierten Nummer festgehalten. In beide Richtungen
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durchlaufene Kanten haben Pfeile an beiden Enden der Kante , einfach durch-
laufene nur einen, passend zur Umlauf-Richtung.

Lemma 5.1.3
Die Menge der Anschlussknoten V4 eines Graphen mit outerplanarer Einbet-
tung kann in Linearzeit bestimmt werden.

Beweis: Die Korrektheit ist aus dem schon geschriebenen ersichtlich. Der
Zeitaufwand fiir den Umlauf liegt in der Gréfenordnung der Anzahl der Kan-
ten, diese ist linear zur Anzahl der Knoten da der Graph planar ist. Danach
muss zunéchst fiir jeden Knoten nachgeschaut werden wie oft er erreicht
wurde. Dies liegt in O(n). Zu iiberpriifen ob ein Knoten inzident zu einer
zweifach durchlaufenen Kante ist liegt in der Grofe der adjazenten Kanten
des Knotens. Man iiberlegt sich aber, dass beim Nachschauen aller Knoten je-
de Kante dabei hochstens zweimal aufgerufen wird. Da es linear viele Kanten
gibt ist dieser Aufwand somit auch linear. O
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5.2 Einseitige Komponenten

Gegeben sei ein outerplanarer Graph G mit einer Menge von Anschlussknoten
AcCV.

Wir sind hier an jenen Teilmengen von G interessiert, die adjazent zu
einem Knoten aus v, € A sind und die im Graph ohne diesen Knoten einen
einfachen Pfad bilden. Das entspricht: gesucht sind alle Komponenten aus
G\ {v,} : v, € A die einfache Pfade sind. Wir wollen die Menge dieser
Komponenten Finseitige Komponenten nennen und sie mit K™ bezeichnen
und die durch v, implizierten Elemente daraus mit k,,;. Moglicherweise wird
es Untermengen in K* geben die sich beinhalten, K sei dann jene dir nur
disjunkte Elemente enthélt, welche aber maximal sind.

Abbildung 5.4 zeigt ein Beispiel eines Graphen in dem die Knoten der
einseitigen Komponenten schwarz markiert sind.

Abbildung 5.4: Einseitige Komponenten

Finden der Komponenten in O(n?)

Eine einfache Moglichkeit diese Komponenten zu bestimmen ist, fiir alle
v; € V alle Zusammenhangskomponenten, gegeben durch G\ {v;}, auf Pfa-
deigenschaft zu testen. Dazu beginnen wir z.B. bei einem beliebigen Knoten
v € V\ {v;}. Da Vy linear zu V ist und fiir jeden v; € V, einmal eine
Tiefensuche iiber den gesamten Graphen (ohne v;) gemacht, wird liegt die
Gesamtlaufzeit in O(n?).
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Finden der Komponenten in O(n)

Um die Komponenten in linearer Zeit zu bestimmen, nutzen wir die Outer-
planaritdt des Graphen und folgendes Lemma:

Lemma 5.2.1
In jeder Einseitigen Komponente gibt es genau keinen, einen oder zwei An-
schlussknoten.

Die Korrektheit dieser Aussagen iiberlegt man sich leicht. Abbildung 5.5
zeigt Beispiele der drei Klassen von Komponenten, die es gibt: mit keinem,
einem und zwei Anschlussknoten. Der untere Knoten ist, jener der die Kom-
ponente mit dem Restgraph verbindet.

Oo—_0—0C—~—VO O0—0CHAFrO OO 00

[] [] []

Abbildung 5.5: Einseitige Komponenten

Wir gehen nun von einer outerplanaren Einbettung aus und laufen einmal
um den Graph, entlang der dufieren Facette herum. In einer Liste vermerken
wir welche Knoten erreicht wurden.

Abbildung 5.6 zeigt unseren Graphen noch einmal mit nummerierten
Knoten. Die Liste wiirde beginnend mit der Kante (1,3), gegen den Uhr-
zeigersinn umlaufen, wie folgt aussehen: {3, 20, 22, 20, 21, 19, 14, 3, 15, 17,
15, 16, 18, 16, 15, 3, 2, 12, 2, 13, 2, 0, 4, 11, 4, 5, 5, 10, 5, 0,6, 7, 8,9, 7,
6, 0, 1}. Die Anschlussknoten sind hervorgehoben. Im Folgenden werden wir
Uberlegungen zu dem Graph anstellen, die mit Bedingungen der Liste ver-
kniipft sind. Da die Liste in Wirklichkeit einem Zykel entspricht (die dufiere
Facette), muss beim erreichen des Endes der Liste am Anfang fortgefahren
werden. Bis zu welchem Eintrag in der Liste dann gegangen werden muss,
hiingt von der Art der Bedingung ab die Uberpriift wird. Eine einfache Mog-
lichkeit dieses Problem zu umgehen, besteht darin, die Liste zu verdoppeln.
Das heiflt am Ende einfach nochmal die gesamte Liste anhingen. Im allge-
meinen wird sich dadurch die Laufzeit verdoppeln, was fiir uns keine Rolle
spielen wird. Von solch einer modifizierten Liste wollen wir im Folgenden
ausgehen.

28



Abbildung 5.6: Liste

Einseitige Komponenten, kénnen nun nur solche sein, die in der Liste
zwischen dem gleichen Anschlussknoten notiert sind. Mit dem obigen Lemma
lasst sich eine verschirfte Bedingung erstellen:

Korollar 5.2.2

Es konnen nur jene Komponenten einseitig sein, deren Knoten der Liste
zwischen dem gleichen Anschlussknoten notiert sind und in denen mazimal
zwei weitere Anschlussknoten vorkommen.

Durch kurze Uberlegung lisst sich auch diese Bedingung noch verschirfen:

Lemma 5.2.3

Wenn in der Teilliste, die einer Komponente entspricht alle Knoten bis auf
die Anschlussknoten gestrichen werden, dann besteht die Teilliste noch ge-
nau aus Null, zwei oder vier (Anschluss-) Knoten, welche immer Paarweise
aufeinander folgend vorkommen.

Mit dem genannten Korollar und Lemma kénnen wird nun anhand der
Liste einfach iiberpriifen welche Komponenten moglicherweise einseitig sind.
Dazu laufen wir die Liste entlang und merken uns immer die letzten sechs
Anschlussknoten, die wir passiert haben. Bei jedem Anschlussknoten v, den
wir passieren, schauen wir, ob v, schon unter den letzten fiinf passierten An-
schlussknoten war und ob dazwischen Paare von keinem, einem oder zwei
anderen Anschlussknoten stehen. Falls ja, dann {iberpriifen wir, die Kompo-
nente bestehend aus den Knoten,die zwischen v, stehen, auf Pfadeigenschaft
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in G \ {v,}. Das Verfahren ist in Algorithmus 4 nochmals explizit zur Ver-
deutlichung notiert.

Als Beispiel gehen wir wieder von der obigen Liste aus. Wir wiirden uns
zunichst die Anschlussknoten 3 und 20 merken. Der néchste Anschlussknoten
ware wieder 20 und die Komponente bestehend aus dem Knoten 22 wiirde auf
Pfadeigenschaft in G'\ {22} iiberpriift werden. Als néchster Anschlussknoten
kommt wieder 3 in der Liste vor und die Komponente aus den Knoten 20,
22, 21, 19 und 14 wiirde in G \ {3} auf Pfadeigenschaft iiberpriift werden.

Beweis Korrektheit

Geht aus den Lemmas bzw. Korrolars hervor.

Laufzeit

Das Anfertigen der Liste ist linear zur Anzahl der Kanten der duferen Facet-
te. Da der Graph planar ist gibt es auch nur O(n) viele Kanten. Das Finden
der potentiell einseitigen Komponenten ist linear zur Groke der Liste. Fiir
jeden neuen Anschlussknoten werden nur die sechs letzten angeschaut. Bleibt
noch zu iiberlegen, dass das Finden zusammen mit dem Uberpriifen ob eine
Komponente tatsdchlich ein einfacher Pfad ist auch linear ist. Ist so weil zwi-
schen dem gleichen Anschlussknoten immer eine Komponenten steht. Und
weil maximal zwei innere Komponenten iiberpriift werden.
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Eingabe : doppelte Knotenliste Ly
Ausgabe: Einseitige Komponenten
Datenstruktur: Stack von Knotenzeiger A[i] mit mit Zugriff auf die
letzten 6 Elemente 7 € {1, ..,6};
Initialisierung: K* = (;
foreach v; € Ly do
if v; € V4 then
push(&w;, A) ;
if xA[l] == *A[2] then
if die Menge {Ly[A[l|+1],.., Ly[A[2] — 1]} induziert Pfad
then
| push ({Zy (AL + 1], Ly[Af] - 1)), K°);
end
end
f xA[l] == xA[4] and * A[2] == *A[3] then
if die Menge {Ly[A[1]+1],.., Ly[A[4] — 1]} induziert Pfad
then
| push ({Zy (AL + 1], Ly[Af4] - 1)}, K°);
end
end
if xA[1] == *A[6] and * A[2] == *A[3] and * A[4] == *A[5]
then
if die Menge {Ly[A[1]+1],.., Ly[A[6] — 1]} induziert Pfad
then
‘ push ({Ly[A[1] +1],.., Ly[A[6] — 1]}, K*);
end
end
end
end
RETURN K*;

o

Algorithmus 4: Berechne einseitige Komponenten
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5.3 Unpartitionierte LL-Zeichnungen

Nach den Vorbereitungen beginnen wir nun mit den eigentlichen unpartitio-
nierten LL-Zeichnungen. Zun#chst nochmal die Problemstellung: Gegeben sei
ein planarer Graph G = (V, E). Wann ist es moglich diesen auf zwei Linien
zu zeichnen, so dass alle Knoten auf einem Raster auf den Linien liegen und
alle Kanten geradlinig und kreuzungsfrei gezeichnet werden?

AN A

Abbildung 5.7: Beispiel

Im folgenden wollen wir uns notwendige und hinreichende Bedingungen
dazu iiberlegen sowie eine Moglichkeit aufzeigen eine solche Zeichnung in
Linearzeit zu Bestimmen.

Vorbereitung und Definitionen
Um notwendige Kriterien angeben zu konnen miissen wir zunéchst einige

Vorarbeit leisten.

Anschlussknoten und zweifache Zusammenhangskomponenten Zu-
néchst bestimmen wir die Menge der Anschlussknoten V4 C V und die zwei-
fachen Zusammenhangskomponenten von G. Wie sich das in linearer Zeit
realisieren lasst haben wir schon in Kapitel 5.1 gesehen.

AL

Abbildung 5.8: Anschlussknoten

Einseitige Komponenten Im néchsten Schritt bestimmen wir alle jene
Teilkomponenten getrennt von einem (!) Anschlussknoten zum Restgraph,
die sich auf einer Linie zeichnen lassen. Dies ist ebenfalls wie in Kapitel 5.2
beschrieben in Linearzeit moglich. Mit G gk wird die Menge dieser Einseitigen
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Komponenten bezeichnet, Vg soll dabei die korrespondierende Knotenmen-
ge sein.

Wir werde noch eine kleine Verfeinerung brauchen, ndmlich genau jene
einseitigen Komponenten, die zusammen mit ihrem Anschlussknoten einfa-
che Pfade sind. Diese lassen sich aus Vgg recht einfach bestimmen, etwa
durch testen ob der durch Vgk, U {agk,} induzierte Subgraph ein einfacher
Pfad ist. Hierbei ist Vgk, eine Komponente aus Vgx und aggk, der adjazen-
te Anschlussknoten. Die Pfadkomponenten wollen wir Vggp und die nicht
Pfadkomponenten Vggy nennen. Somit gilt Vgx = Vexgny U Vekp.

Zweifache Zusammenhangskomponenten Im weiteren wollen wir nur
solche zweifache Zusammenhangskomponenten betrachten, die keine Knoten
haben die in einer der Einseitigen Komponenten angehért. Die dadurch ge-
gebene Knoten-Menge wollen wir mit V; C V' bezeichnen.

Abbildung 5.9: zweifache Zusammenhangskomponente induziert aus V C
Vz

Biume Sei Ep = F \ (EFgx U Ez U {(u,v) : u € Vgg,v € V4}) und
Vg = {v € V :3Je € Eg : v inzident zu e} also jene Knoten die zu irgend
einer Kante in Ep inzident sind. Die Zusammenhangskomponenten in Gpg
sind dann Baume. Darunter kann es welche geben, die einen Anschlussknoten
nicht als Blatt enthalten. Teilbdume darin sollen maximale Zusammenhangs-
komponenten sein, bei denen ein Anschlussknoten aber immer nur als Blatt
vorkommt.

—=u

Abbildung 5.10: Teilbidume des Graphen
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Definition 5.3.1 (Beidlinige Komponenten)
Die Menge der zweifachen Zusammenhangskomponenten zusammen mit den
Teilbdumen wollen wir beidlinige Komponenten nennen: Vgg = V; U Vp.

Definition 5.3.2 (Verbindungsknoten)
Ein Anschlussknoten heifft Verbindungsknoten, wenn er zu mehr als einer
beidlinigen Komponente angehort.

5.3.1 Notwendige Bedingungen

Sei ein zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit einer geradlinigen zwei
Linien-Zeichnung Gegeben. Dann gelten folgende Lemmata und Korollare.

Lemma 5.3.3 (Outerplanaritit)
Jeder auf zwei Linien, kreuzungsfrei und gradlinig gezeichnete Graph ist ou-
terplanar.

Beweis: Da alle Knoten auf den zwei Linien gezeichnet sind und keine
Kante oberhalb der oberen Linie und unterhalb der unteren Linie gezeichnet
sind, sind alle Knoten zu der dufseren Facette inzident. O

Lemma 5.3.4 (lineare Anordnung )
Wenn wir den Graph ohne die Knoten der einseitigen Komponenten betrach-
ten, also den Graph induziert durch V' \ Vgi , dann gilt

e der Restgraph ist zusammenhdngend

e es gibt eine lineare Anordnung (Pfad von Komponenten) in dem Rest-
graph, in der zweifache Zusammenhangskomponenten und Teilbdume
aufeinander folgend vorkommen.

Korollar 5.3.5

Aus Lemma 5.3.4 folgt, dass eine beidlinige Komponente mazimal an zwes
weitere beidlinige Komponenten angeschlossen ist, (diese sind in der Zeich-
nung links bzw. rechts von dieser zu finden).

Da wir den Teilbaum auf zwei Linien zeichnen wollen folgt auferdem aus
Lemma 5.3.4:

Korollar 5.3.6 (Bidume)
1. jeder Teilbaum hat mazximal zwei Anschlussknoten

2. es gibt einen Pfad P in jedem Baum mit folgenden Eigenschaften:
(a) die Komponenten B\ P sind einfache Pfade.
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(b) alle Anschlussknoten sind am Anfang bzw. Ende dieses Pfades.

Lemma 5.3.7 (zweifache Zusammenhangskomponenten )
Es gilt:

1. es gibt mazrimal vier Anschlussknoten

2. wenn die Komponente an zwei weitere beidlinige Komponenten ange-
schlossen ist, dann ist sie das in zwei verschiedenen Anschlussknoten

3. fiir die Zeichnung gilt:

(a) jeder Anschlussknoten ist ein dufSerster Knoten dieser Komponen-
ten auf einer Linie

(b) fiir jede Seite (d.h. fir die Anschlussknoten auf der linken / rech-
ten Seite) gilt

i. esist mazrimal eine zweifache Zusammenhangskomponente oder
mazximal ein Teilbaum zugeordnet

it. wenn einem der Anschlussknoten eine zweifache Zusammen-
hangskomponente, ein Teilbaum und oder mehrere einseitige
Komponenten aus Gggxpn zugeordnet sind, dann ist dem zwei-
ten Anschlussknoten héchstens eine Komponente aus Ggip
zugeordnet.

Beweis:

1. Die Anschlussknoten miissen auf den vier Ecken der Komponente lie-
gen.

2. Annahme die Komponente G gx wire mit in einem Anschlussknoten ay,
an zwei weitere Beidlinige Angeschlossen. Da die Komponenten selbst
auf beiden Linien Knoten haben oder an solche angeschlossen sind (be-
stimmte 'Arten’ von Baumen) hat Ggx aufer a; alle Knoten auf der
anderen Linie als a;, dann wire G g aber eine einseitige Komponente
oder zerfillt in mehrere einseitige Komponenten.

3. Es wiirde sonst Uberkreuzungen von Kanten geben.
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5.3.2 Zeichnen einer zweifachen Zusammenhangskom-
ponente

Um eine Zeichnung zu bestimmen wird folgendes Lemma dienlich sein:

Lemma 5.3.8 (Eindeutigkeit der Einbettung)

Die Einbettung einer outerplanaren, zweifachen Zusammenhangskomponente
st bis auf Inversion festgelegt, d.h. die Folge der Knoten um die duflere
Facette ist festgelegt. Diese Folge ldsst sich in linearer Zeit bestimmen.

Beweis: Seien Vg, die Knoten der Komponente und G 2k, der induzierte
davon Subgraph. Es wird ein Knoten v, und Kanten von ihm zu allen Knoten
v € Vzk, zu Gz, zugefiigt. Der so entstandene Graph G, K, ist nun dreifach
zusammenhingend und eine planare Einbettung folgend eindeutig. Es wird
eine planare Einbettung in Linearzeit berechnet. Nach dem Entfernen von v,
erhilt man eine eindeutige outerplanare Einbettung von G zg;. O

Wir behandeln zwei Félle getrennt: den Fall, dass es keinen Anschluss-
knoten und den Fall, dass es einen oder mehr Anschlussknoten gibt. Zunéchst
soll es mindestens ein Anschlussknoten geben:

Zeichnung einer zweifachen Zusammenhangskomponente mit An-
schlussknoten

Gegeben sei eine zweifache Zusammenhangskomponente Z K mit ihren An-
schlussknoten Ak und den angegliederten Komponenten (die Klassifizierung
jener). Die Position eines der Anschlussknoten relativ zum Rest der Kompo-
nente sei vorgegeben. Wir nennen diesen Knoten a;. Also zum Beispiel a;
soll auf der unteren Linie und der linken Seite der Komponente zugeordnet
sein, wie in Abbildung 5.11.

&

Abbildung 5.11: Zeichnung mit a; links unten

Nun werden die Bedingungen 1 und 2 aus Lemma 5.3.7 iiberpriift, sie
sind einbettungsunabhéngig. Danach wird eine outerplanare Einbettung be-
stimmt, siche den Beweis von Lemma 5.3.8, die eine zyklische Anordnung
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der Knoten entlang der duferen Facette vorgibt. Daraus ldsst sich nun ei-
ne Zeichnung berechnen, indem man den vorgegebenen Knoten auf einen
Eckpunkt setzt und dann im Uhrzeigersinn versucht die Knoten aufeinander
folgenden zu setzen. Wenn ein Anschlussknoten erreicht wird oder die bereits
einer Linie zugeordneten Knoten plus dem néchsten Knoten kein Pfad mehr
induzieren, muss die Linie gewechselt werden. Dies ist in Algorithmus 5 ge-
nauer beschrieben. Nach dem der Algorithmus im Erfolgsfall die Anordnung
der Komponente auf der Linie zuriickgegeben hat, werden die restlichen Be-
dingungen von Lemma 5.3.7 iiberpriift. Im negativen Fall wird das gleiche
Verfahren mit umgekehrtem Umlaufsinn (v; = a1, v, vy 1, ..., v2) wiederholt.
Falls auch dies nicht zum Erfolg fiihrt, gibt es die gewiinschte Zeichnung
nicht.

Korrektheit Bei genau einem oder genau vier Anschlussknoten ist direkt
einsehbar, dass dieses Verfahren das Gewiinschte liefert. Bei genau zwei oder
drei ist vorstellbar, dass nur Zeichnungen gefunden werden, bei denen zwei
Anschlussknoten mit Komponenten aus Vg y oder zweiseitige Komponen-
ten angeschlossen sind auf eine Seite gelegt werden, obwohl es noch weitere
Zeichnungen gibt, bei denen diese auf verschiedenen Seiten liegen.

Man kann nun den Algorithmus so modifizieren, dass er es nicht zulésst,
dass zwei solche Knoten auf die gleiche Seite gelegt werden. Durch einige
Uberlegungen sieht man aber auch, dass die zweimalige Anwendung mit bei-
den Umlaufrichtungen mit Algorithmus 5 trotzdem die gewiinschte Zeichnung
liefert, falls sie existiert.

Beweis: Sei 0.B.d.A. a; auf der linken unteren Ecke und a, auf der linken
oberen und beide sind zu Komponenten aus Vggy oder zu beidlinigen Kom-
ponenten adjazent. Nehmen wir an, dass es eine zuléssige Zeichnung gibt,
die unser Verfahren nicht gefunden hat. Diese muss dann so sein, dass as
alleine auf der oberen Linie gezeichnet ist, nur dann ist a, auch zur anderen
Seite, in diesem Fall der rechen, frei. Dann induziert aber Vzg \ {a2} einen
Pfad. Somit ist eine Zeichnung mit as rechts unten giiltig, diese hitte der
Algorithmus aber beim umgekehrten Durchlauf gefunden. U

Zeichnung einer zweifachen Zusammenhangskomponente ohne An-
schlussknoten

Nun machen wir uns noch Gedanken, wie wir zu einer Zeichnung kommen,
falls es gar keine Anschlussknoten gibt. Im vorigen Fall wechselte der Al-
gorithmus die Linie falls eine Anschlussknoten auftrat oder falls die schon
auf die Linie gezeichneten Knoten plus den nichsten Knoten keinen Pfad
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Abbildung 5.12: Beispiel zu Beweis 5.3.2,

Eingabe : Zweifache Komponente Vzk, = |n|, Anordnung der Knoten
v, = a1, Vs, ..., Uy, Eckpunkt von a;
Ausgabe: Zeichnung der Komponente falls méglich
setze v; = a; auf gewiinschten Eckknoten ;
setze v im Uhrzeigersinn auf néichste Position ;
if ay links unten oder rechts oben then setze P = {vy} ;
else setze P = {vy,vs} ;
for i ={3,....,n} do
if (vi_1 € A und v;_y nicht einziger Knoten auf Linie) oder
Graph induziert durch L = P U {v;} kein Pfad then
wechsle Linie;
setze v; auf nichste Position;
setze P = {v;} ;
for j={i,.,n} do
if Graph induziert durch L = P U {v;} kein Pfad then
‘ EXIT not possible;

end

setze v; auf néchste Position;
setze P = P U {v;};

end

RETURN Zeichnung;

end

setze v; auf nichste Position;

setze P = P U {v;};

end
RETURN Zeichnung;

Algorithmus 5: Zeichnung von ZK mit Anschlussknoten
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mehr induzieren. Wir modifizieren den Algorithmus so, dass wir mit einem
beliebigen Knoten beginnen aber die Linie zweimal anstatt einmal wechseln
diirfen. So muss der Anfangsknoten nicht unbedingt auf einem Eckpunkt lie-
gen, es ist aber Notwendig zu iiberpriifen ob die Knoten, auf der Linie des
Anfangsknotens einen Pfad induzieren. Siehe dazu auch Algorithmus 6 und
Abbildung 5.13.

Eingabe : Zweifache Komponente Vzg, = |n|;
Zyklische Anordnung der Knoten vy = ay, vo, ..., U,
Ausgabe: Zeichnung der Komponente falls méglich
setze v; auf obere Linie ;
setze v im Uhrzeigersinn auf néichste Position ;
setze P = {vy,v0} , 1 = 2;
while P U {v;;1} induziert Pfad do
1+ +;
setze v; auf nichste Position;
end
wechsle Linie;
setze v; 1 auf nachste Position;
J=1+2;
if v; = v; then RETURN Zeichnung;
P ={v;};
while P U {v;;1} induziert Pfad do
J++
setze v; auf néchste Position;
if v;;; = v; then RETURN Zeichnung;
P=PU {Uj};
end
wechsle Linie;
if vj41,...,v1 induziert Pfad then RETURN Zeichnung;
else EXIT not possible

Algorithmus 6: Zeichnung von ZK ohne Anschlussknoten)

5.3.3 Konstruktion der Zeichnung

Wir zeichnen den Graph induktiv iiber die zweifachen Zusammenhangs-
komponenten und Teilbdume. Zunichst miissen wir nach einer Anfangs-
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Abbildung 5.13: Gezeichnete Komponente ZK die keine Anschlussknoten hat

Komponente suchen. Dazu nehmen wir den aus V \ Vgg induzierten Sub-
graphen und kontrahieren in ihm jede zweifache Zusammenhangskomponen-
te und jeden Teilbaum zu jeweils einem Knoten. Nach Lemma 5.3.4 muss
der so entstandene Graph ein einfacher Pfad sein. Der Anfangs- und End-
Knoten entspricht jeweils einer Komponente, die am Anfang bzw. Ende der
Zeichnung stehen wird.

Die Erste Komponente: Induktionsanfang Die erste Komponente ist
entweder ein Teilbaum oder eine zweifache Zusammenhangskomponente. Be-
handeln wir erst den Fall des Teilbaumes.

Teilbaum Im ersten Teilbaum kommen maximal zwei Anschlussknoten
vor, und wiederum maximal einer davon ist ein Verbindungsknoten zu einer
Komponente der linearen Anordnung. Falls kein Anschlussknoten enthalten
ist (in diesem Fall besteht der ganze Graph nur aus diesem Baum) so kénnen
wir direkt die Ergebnisse aus Kapitel 4 iibernehmen. Falls es ein oder zwei
Anschlussknoten gibt entfillt das Suchen eines Knotens der dem ausgezeich-
neten Pfad P angehort. Die Anschlussknoten sind dann der Anfangs bzw.
Endknoten des ausgezeichneten Pfades im Teilbaum. Mit dieser Einschran-
kung konnen wir wieder die Algorithmen aus Kapitel 4 anwenden. Falls es
die gewiinschte Zeichnung gibt sind die Anschlussknoten nun die ersten bzw
letzten auf einer der beiden Linien, und die adjazenten einseitigen Kompo-
nenten konnen einfach dazu gezeichnet werden, so dass alle ihre Knoten auf
der anderen Linie liegen. Falls es einen Verbindungsknoten gibt so soll die
Zeichnung so gedndert werden, dass dieser rechts von allen anderen Kno-
ten liegt. Das Ergebnis solch einer Zeichnung konnte wie in Abbildung 5.14
aussehen.

Zweifache Zusammenhangskomponente Falls es keinen Anschluss-
knoten gibt, dann besteht der ganze Graph nur aus dieser Komponente. Die
Zeichnung kann direkt aus Abschnitt 5.3.2 iibernommen werden. Im anderen
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Abbildung 5.14: Zeichnung des ersten Teilbaumes

Fall sei a; der Verbindungsknoten oder, falls nicht vorhanden, ein beliebiger
Anschlussknoten. Wir setzen a; 0.B.d.A auf die linke untere Ecke, berechnen
ob es eine Zeichnung gibt wie in Abschnitt 5.3.2. Wir zeichnen diese, dann
nach links, so dass die Knoten auf dem Raster liegen. Die Angeschlossenen
Komponenten aus Vggp, werden dann auf der gleichen Linie wie der zuge-
horige Anschlussknoten fortsetzend gezeichnet. Zuletzt werden die Kompo-
nenten gegeben durch Vg, auf der Linie gegeniiber ihrem Anschlussknoten
gezeichnet und a; auf die Position rechts von allen anderen Knoten, auf der
gleichen Linie, auf der er schon gezeichnet war. Die entstandene Zeichnung
konnte wie Abbildung 5.15 aussehen.

Abbildung 5.15: Zeichnung der ersten zweifachen Zusammenhangskomponen-
te

Weitere Komponenten: Induktionsschritt

Teilbaum Der erste Verbindungsknoten a; ist vorgegeben. Mit ihm
wird wie dem Fall, dass die erste Komponente ein Teilbaum ist, der aus-
gezeichnete Pfad berechnet bei dem a; der erste Knoten und falls vorhanden
ay der letzte Knoten ist. Dieser Pfad wird dann von a; auf der gleichen Linie
wie a; bis zum letzten Knoten v, eingebettet. Die weiteren angeschlossenen
Knoten werden der Reihenfolge nach beginnend auf der gleichen Hohe wie
a; eingebettet. Falls danach as nicht mehr der letzte Knoten ist wird er nach
rechts verschoben. Siehe Abbildung 5.16.

Zweifache Zusammenhangskomponente Die Zeichnung erfolgt ana-
log zur ersten Komponente. a; ist vorgegeben der Rest rechts davon ge-
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Abbildung 5.16: Zeichnung eines Teilbaumes

zeichnet. Ob es liberhaupt eine Zeichnung gibt,die zyklische Anordnung der
Knoten und welche Knoten auf den Ecken liegen wird wie in in Abschnitt
5.3.2 gezeigt ermittelt. Danach ist die Zeichnung nur noch durch Strecken
so anzupassen, dass alle Knoten auf dem Raster liegen. Falls es einen zwei-
ten Verbindungsknoten a, gibt so wird dieser analog zum Teilbaum auf die
duflerste Position rechts von allen anderen Knoten verschoben.

a

a,

Abbildung 5.17: Zeichnung einer zweifachen Zusammenhangskomponente
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Kapitel 6

LLL-Zeichnung mit
zusammenhangendem A-Pfad

6.1 Einfache LLL-Zeichnung mit zusammenhéan-
gendem A-Pfad

Gegeben sei ein planarer Graph G = (V, E) mit einer Partition V = AU B,
wobei A ein Pfad (a1, as), ..., (an_1, a,) sei. Ziel ist eine geradlinige, planare
Zeichnung wobei alle Knoten von A auf einer mittleren und alle Knoten von
B auf einer parallelen Linie dariiber bzw. darunter liegen. Kanten von der
oberen zur unteren B Linie sind nicht erlaubt.

B B
a & &,

A A

B B

Abbildung 6.1: Beispiel fiir einen LLL-Zeichnung mit zusammenhingendem
A-Pfad

Definition 6.1.1 (Fliigelkomponenten)

Sei F; C V die Knotenmenge einer Zusammenhangskomponente in B, a;_, €
A der zu F; adjazente Knoten aus A mit kleinstem Index und analog a;, .. je-
ner mit dem gréfstem. Die Fliigelkomponente F'K; ist dann definiert durch die
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Knotenmenge F;U{a;,,., @i, ;415> Qipno + (falls @, = a;,,,, wird natiirlich
nur ein Knoten a; dazu gezihlt).
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Abbildung 6.2: Die Fliigel von G

Eine Kante aus A heiftt belegt, wenn sie einer Fliigelkomponente angehort,
2-fach belegt wenn sie zwei verschiedenen Fliigelkomponenten angehort und
n-fach belegt, wenn sie n verschiedenen Fliigelkomponenten angehort. Ein
Knoten a; € A heifit verfiigbar, wenn er kleinster oder grofter A-Knoten
einer Fliigelkomponente ist.

Lemma 6.1.2
FEin Graph G = (AU B, E) hat genau dann eine LLL-Zeichnung mit Zu-

sammenhdngendem A-Pfad und keinen Kanten zwischen den B-Linien wenn
folgendes gilt:

e jede Fligelkomponente hat eine LL-Zeichnung

e jede Kante (a;,a;11) ist mazimal 2-fach Belegt

e jeder Knoten aus A der mehr als 2 Komponenten angehort ist verfiigbar
Beweis:

e = ist klar

e < siche unten
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6.2 Testen der Bedingungen und Vorbereiten
der Zeichnung

Zuerst werden die Fliigelkomponenten FK; berechnet. Von einem beliebigen
Knoten aus B starten wir eine Breitensuche entlang aller Kanten, stoppen
aber bei Knoten aus A. Dabei vermerken wir jeweils den kleinsten a;,_,,
und groften Knoten a; . die wir dabei erreichen. Wenn alle Kanten und
Knoten erreicht wurden wird zu den ermittelten Knoten aus B die Kno-
ten a; . ,...,a;,,. zu der Komponente dazu genommen. Die Knotenmenge
einer Fliigelkomponente ist somit bestimmt. In einer geeigneten Datenstruk-
tur wird die Belegung der Kanten zwischen q;, ,, und a;,,, um eins erhoht.
Dies wird solange wiederholt bis alle Knoten aus B zu Fliigelkomponenten
zugeordnet sind.

Jetzt konnen die Bedingungen von Lemma 6.1.2 iiberpriift werden. Da-
bei wird beim Testen auf LL-Zeichnung der Pfad vermerkt entlang dem die
Knoten aus B N FK; gesetzt werden.

6.3 Anfertigen der Zeichnung

Zuerst werden alle Knoten aus A ihrer Anordnung nach beginnend mit a;
auf die mittlere Linie gezeichnet. Beginnend bei a; werden die Fliigelkompo-
nenten induktiv dazu gezeichnet.

Bei einem Knoten a; seien alle Fliigelkomponenten deren kleinster A-
Knoten kleiner als a; ist schon gezeichnet. Als nichste Komponente wird
jene gezeichnet deren kleinster A-Knoten a; ist und deren grofter A-Knoten
der mit kleinstem Index unter allen diesen Komponenten ist. Die Kompo-
nente wird dann auf jene B-Linie gelegt, deren (a;, a;11) Kante noch nicht
belegt ist. Nachdem alle Komponenten, die a; als ihren kleinsten A-Knoten
haben in dieser weise gezeichnet wurden wird zum néchsten Knoten a;;
iibergegangen.

Beweis: [Korrektheit der Zeichnung| Die Korrektheit sieht durch Indukti-
on iiber die im Zeichnungsverfahren hinzugefiigten Komponenten. O

6.4 Zeitverhalten

Lemma 6.4.1 (Zeitverhalten)
Die Zeichnung ldsst sich in linearer Zeit Anfertigen.

Beweis: Das Ermitteln jeder Fliigelkomponente ist linear zur Anzahl der
Kanten der Komponente, welche wegen der Planaritit linear zur Anzahl der
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Knoten ist. Somit konnen alle Fliigelkomponenten in O(n) Zeit bestimmt
werden. Das Testen auf LL-Zeichnung ist in linearer Zeit moglich, siehe auch
[3]. Das Anfertigen der Zeichnung ist in linearer Zeit méglich. Man beachte
dabei, dass es bei jedem Knoten a; maximal zwei Komponenten gibt, die bei
diesem beginnen und Kanten im A-Pfad belegen. Somit ist es nicht nétig die

in Frage kommenden Komponenten nach ihrem kleinsten a;,,, zu sortieren.
d
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Kapitel 7
Ausblick

Sei G = (AU B, E) ein zusammenhéngender Graph. Eine allgemeine LLL-
Zeichnung ist eine Zeichnung, wobei die Knoten aus A auf einer mittleren
Linie und die Knoten aus B auf zwei Linien dariiber und darunter liegen.

el NRZER7s!

Abbildung 7.1: allgemeine LLL-Zeichnung

Wenn man nun geeignete Knoten auswéhlt und den Graph bei diesen
trennt, zerfillt er in einfache Pfade, partitionierte und unpartitionierte LL-
Zeichnungen und den LLL-Zeichnungen mit zusammenhingendem A-Pfad
wie in Kapitel 6. Um allgemeine LLL-Zeichnungen anzufertigen ist es nun
noch notig solche Trennknoten zu finden, die es ermdoglichen die Teilkom-
ponenten einzeln zu behandeln und dann auch wieder zu einer Zeichnung
zusammenfiigen lassen. Es ist offen, ob dieses Problem mit verniinftigem
Zeitaufwand zu realisieren ist.
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